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On Augmented Lagrangians with
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Abstract

In this paper we consider an augmented Lagrangian type algorithm
with the least square update of the Lagrange multipliers and adaptive
precision control for strictly convex equality constrained quadratic pro-
gramming problems. Global convergence and boundedness of the penalty
parameter are reviewed and an error estimate is given that does not have
any term that accounts for the inexact solution of the auxiliary problems.
Theoretical comparisons and numerical experiments illustrate efficiency of
the algorithm presented.

Key words: Quadratic programming, equality constraints, augmented
Lagrangian, adaptive precision control.
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1 Introduction

We shall be concerned with the problem of finding a minimizer of a quadratic
function subject to linear equality constraints, that is

minimize h(zx) subject to x € 2 (1.1)

with Q@ = {z € R? : Dz = d}, h(z) = 32" Bz — 'z, c,x € RP, d € R™,
B € RP*P gymmetric positive definite, and D € R™*? a full rank matrix. An
efficient algorithm for the solution of (1.1) is the augmented Lagrangian method
with adaptive precision control proposed by Dostal, Friedlander and Santos [4, 5].
In this paper, we review our results concerning the effect of introducing the least
square update into the algorithm [4]. In particular, we review convergence theory
including the estimates of the rate of convergence of the modified algorithm and
give results of numerical experiments.

As in the original augmented Lagrangian method [3], called also the method of
multipliers, we exploit the auxiliary problems of the type

minimize L(z, 1", py) subject to x € RP (1.2)

where o
L(w, i, pr) = hlz) + (1) (D = d) + T|| Dz — d|* (1.3)
is the augmented Lagrangian function, u* = (u¥,..., % )T is the vector of La-

grange multipliers for the equality constraints, p; is the penalty parameter, and
| - || denotes the Euclidian norm. The precision of the approximate solution x*
of the auxiliary problems will be measured by the Euclidian norm of the error of
feasibility and of the gradient of the augmented Lagrangian. The latter is always
denoted by g, so that

g(x, p,p) = VoL(x, 1, p) = Vh(z) + D'+ pD* (Dx — d). (1.4)

The paper is organized as follows. In Section 2 we present the algorithm and
show that it is well defined. In Section 3 new estimates for the least square
update are found. In Section 4 the rate of converges for large penalty parameters
is discussed. In Section 5 theoretical comparison of the least square update with
the original one is considered. Computational implementation and numerical
experiments are presented in Section 6. Finally, some conclusions are discussed
in Section 7. The following notation will be used throughout the whole paper:

e 7 and fi are the Kuhn—Tucker pair of (1.1).

e (3, and (3, are, respectively, the smallest and largest eigenvalues of DB~ DT
o [i=j+ p(Dx—d).

i =—(DDT)'D(Bx — ¢).

o 7 =g(z,u,p)
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2 Algorithm for Equality Constraints with Adaptive
Precision Control and the Least Squares Update

The following algorithm is a modification of the augmented Lagrangian method
for the solution of strictly convex quadratic programming problems with equality
constraints that enables adaptive precision control of the solution of auxiliary
problems proposed by Dostal, Friedlander and Santos [4].

Algorithm 2.1 Givenny >0, 0<a<1,8>1, M >0, py > 0, and p° € R™,
set k= 0.
Step 1. {Inner iteration with adaptive precision control.}

Find z* such that

lg(z*, ¥, pi) | < M| Da* — dJ]. (2.1)
Step 2. {Update pu.}

it = —(DDTY'D(Bx* — ¢). (2.2)

Step 3. {Update p,n.}
If |Dx* — d|| < n, then

Pk+1 = Pky  TNk+1 = QN (2~3)

else
Pr+1 = BPry M1 = M- (2-4)

Step 4. Set k =k + 1 and return to the Step 1.

In Step 1 we can use any convergent algorithm for minimizing the strictly convex
quadratic function such as a preconditioned conjugate gradient method [2]. The
algorithm differs from the original one [4] in step 2 that replaces p**! = u* +
p(Dx* — d). The next lemma shows that Algorithm 2.1 is well defined for any
update, that is, any convergent algorithm for the solution of the auxiliary problem
required in Step 1 will generate either z* that satisfies (2.1) in a finite number
of steps or a sequence of approximations that converges to the solution of (1.1).
It is also clear that there is no hidden enforcement of exact solution in (2.1) and
consequently typically inexact solutions of the auxiliary unconstrained problems
are obtained in Step 1.

Lemma 2.2 Let M > 0, € R™ and p > 0 be given and let {z*} denote any
sequence that converges to the unique solution T of the problem

minimize L(x, u, p). (2.5)

Then {x*} either converges to the solution & of problem (1.1) or there is an index
k such that
lg(@®, 11, p)|| < M| Da* — d]]. (2.6)



8 Khalid ALESAWI

Proof See [4].

The general convergence properties of the algorithm 2.1 are summed up in the
following theorem.

Theorem 2.3 Let the sequences {x*}, {1*} and {p} be generated by Algorithm
2.1. The following statements holed:

i) {pr} is bounded.
i) {uk} is bounded.
i) {x*} is bounded.

i) The sequences {x*} and {u*} generated by Algorithm 2.1. converge to T
and i, respectively.

Proof See [1].

3 Estimates for the Least Squares Update
Here we shall give some estimates that give some insight into Algorithm 2.1.

Theorem 3.1 Let p > m be a given integer, B € RP*P be a positive definite
matriz, D € R™*? a full rank matriz, ¢ € R?, p > 0, and let (%,/1) denote the
Kuhn—Tucker pair for the problem

minimize L(x, p, p) subject to x € R?. (3.1)

Then any vectors x € R? and p € R™ satisfy the following inequality

-1

172 — | < p_'fwl(nu — 2+ BHDIB D (3.2)
where

fi = —(DD")"'D(Bx — ¢) (3.3)
r = g(z, 1 p) (3.4)
B = A (DB'D") (3.5)
¢=Bi+D"j (3.6)
D = d. (3.7)

Proof See [1].

The previous theorem gives an upper bound on the distance between the up-
dated multiplier and the correct one that is proportional to the error due to
inexact minimization in Step 1 and to the error in the previous multiplier esti-
mate. This bound is related to the results of proposition 2.4 in [3].
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Lemma 3.2 Let p > m be a given integer, B € RP*?, be positive definite, D €
R™*? q full rank matriz, ¢ € R?, p > 0, and let (%, 1) denote the Kuhn—Tucker
pair for the problem (1.1). Then for any vectors x € R? and u € R™,

(14 ) [ Dz — ]| — [ DIIB~ ). (3.8)

— 0l > =
|1 ““—61

Proof See [1].

Lemma 3.2 gives us a computable lower bound of the norm of the error in the
approximation of the Lagrange multipliers and is important in what follows.

4 Rate of Converges for Large Penalty Parameters

The following theorem provides us with useful bounds.
Theorem 4.1 Let M > 0, be any constant, p > max{0, %W} and

M| DJ[[|B~

O = s o — o MIDIIB T oy
Then
7| < M|[Dz — d| (4.2)
implies
(i) Il < p~ M Bic(p) | — Al (4.3)
(i) Iz =il < p~te(p)lli — il (4.4
(i) | Dz —d|| < p~'Brc(p)llp — il (4.5)
Proof See [1].

The problem of finding the bounds of the norm of gradients that yield estimates
of the updated Lagrange multipliers is now reduced to obtaining bounds on ¢(p).
In particular, we can get the following qualitative results.

Corollary 4.2 Under the assumptions of theorem 4.1, the following statements
holded:

i) We can find out p,; > 0 such that for any pu < p

Pul .
e — 2] (4.6)

[
p

ii) We can find out py2 > 0 such that for any pue < p
- Pu2 .
1 — Al < 7”#—#” (4.7)

ii1) We can find out p,z > 0 such that for any pus < p

Pu3 .
Dz —d|| < 7”#—#” (4.8)
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5 Theoretical Comparison with the Original Algorithm

For convenience, let us recall the original algorithm [4].

Algorithm 5.1 Givenny >0,0<a<1,3>1, M >0, pg >0, and u° € R™,
set k =0. Step 1. {Inner iteration with adaptive precision control.}
Find x* such that

lg(@*, ¥, pi) | < M || Da* — dJ]. (5.1)
Step 2. {Update p.}

pF = pF 4 (Dak — d). (5.2)
Step 3. {Update p,n.}
If || Dz* — d|| < ny then
Pk+1 = Pks  TMk+1 = ATk (5.3)
else
Pr+1 = PPy M1 = M- (5.4)
Step 4. Set k =k + 1 and return to the Step 1.

The estimates for the original method of multiplier read as follows.

Theorem 5.2 Let p > m be a given integer, B € RP*? be positive definite,
D € R™? q full rank matriz, ¢ € R?, p > 0, and let (%, 1) denote the Kuhn—
Tucker pair for the problem

minimize L(z, ¥, py,) subject to z € R? (5.5)
Then for any vectors x € RP and € R™,
. ID1IB~H -
- — |l — A 5.6
i = ll < S22 I+ 97— (5:5)
where
i =+ p(Dx — d) (5.7)

Lemma 5.3 Let p > m be a given integer, B € RP*? be a positive definite
matriz, D € R™? qa full rank matriz, ¢ € R, p > 0, and let (Z,[1) denote
the Kuhn—Tucker pair for the problem (1.1). Then for any vectors x € RP and
pe R,

1
I = il 2 5[ L+ pB)lI Dz — di| = |ID] 1Bl (5.8)

Comparing the update method with the original one, we see from inequalities
(3.2) and (5.6) that the upper bound for the least square update is stronger than
that one for the original. The lower bound is the same for both methods as we
can see from the inequalities (3.8) and (5.8), and it is different from the inequality
(2.18) in [4].



On augmented Lagrangians with adaptive precision control . .. 11

6 Numerical Experiments

The algorithm has been implemented in MATLAB and tested on the solution of
a model problem resulting from the finite difference discretization of the following
continuous problem:

2

minimize Y (/ V| 2dQ — /PuidQ>
i=1 S

subject to u1(0,y) = ua(y) = 0 and uy(y) = uz(y) for z € [0, 1],

where ; = (0,1) x (0,1), Q2 = (1,2) x (0,1), P(z,y) = —1 for (z,y) € (0,1)
(0.5,1), P(x,y) =0 for (z,y) € (0,1) x (0,0.5), P(x,y) = 2 for (z,y) € (1,2)

(0.0.5), P(xz,y) =0 for (z,y) € (1,2) x (0.5, 1).

The discretization scheme consists of a regular grid of 21 x 21 nodes for each
subdomain €2;. The initial approximation used was the null vector. The prob-
lem was solved with all possible combinations of M € {1071,10%,10?} and py €
{10°,10%,10%,10%,10%,10'°}. The stopping criteria used were the relative pre-
cision ||VL||/||P|| < 107> and the feasibility tolerance ||Bz|| < 107%. For the
other parameters, the choices a = .1, § = 10 and n» = 1 were made. For
both algorithms, the penalty parameter was updated for py € {10°,10'}, M €
{1071,10%,10%}, and for M = 103, py € {10%,103}. The computational results
suggest that the use of the large penalty parameters in both algorithms is effi-
cient for this type of problems and both methods have the same results.

X
X

These results are in agreement with the theory which predicts that for the large
penalty parameters the number of outer iterations is small regardless the update.
The number of the outer iterations and the total number of conjugate gradient
iterations used in the solution of the auxiliary problems in Step 1 are in Graphs.
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Conclusions

We have reviewed the convergence theory including the estimates of the rate of
convergence of the least square update for the augmented Lagrangian method
that uses adaptive precision control in the solution of the auxiliary problems for
the quadratic programming problems with equality constraints. We compared it
with the original one and we found out that for large penalty parameters both
The numerical experiments suggest that the
algorithm may be used for efficient solution of large sparse problems using large
initial values for the penalty parameters.
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Abstract

An efficient non-overlapping domain decomposition algorithm of the
Neumann—Neumann type proposed recently for solving both coercive and
semicoercive contact problems is reviewed with a particular stress on mod-
elling of 3D block structure. The algorithm exploits duality theory to
reduce the conditions of equilibrium to a quadratic programming prob-
lem of special structure, that can be solved by the efficient algorithms
proposed recently. Results of numerical experiments with a new imple-
mentation of the algorithm including optional lumped preconditioner give
a new evidence of the efficiency of the algorithm for solution of 3D contact
problems.
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1 Introduction

In this paper, we review our work [4, 9, 11, 13] related to the development of
algorithms for the solution of multibody contact problems by duality based do-
main decomposition methods with a special stress on the solution of 3D problems
that appear in geomechanics. These algorithms may be considered as an exten-
sion of the FETI method to problems described by variational inequalities. For
the sake of simplicity, we consider only the simple frictionless problems of linear
elasticity with the linearized node-to-node non-interpenetration conditions, but
the results may be exploited for the solution of the problems with friction [15, 20]
or large deformations with more sophisticated implementation of the kinematic
constraints [24].

We start our exposition by describing the decomposition into subdomains of
a system of elastic bodies in frictionless contact and by giving the discretized
conditions of equilibrium of the system as an indefinite quadratic programming
(QP) problem in nodal displacements with a block diagonal stiffness matrix and
general equality and inequality constraints. Then we show that the difficulties
arising from general inequality constraints and possible semidefiniteness of the
problem in displacements may be essentially reduced by application of the duality
theory. The matrix of the dual quadratic form turns out to be positive definite
with a spectrum that is more favorably distributed for application of the conjugate
gradient based methods than the primal counterpart.

The dual formulation is then modified in Section 3 in order to redistribute the
spectrum of the Hessian of the augmented Lagrangian so that it is more favor-
ably distributed for the conjugate gradient iterations even with a large penalty
parameter that might be necessary to achieve sufficient penalization effect. Main
tools are the projectors to the natural coarse space [17] and results [1] on the
rate of convergence of the conjugate gradient method with a gap in the spectrum
applied to the the penalized matrices [6]. A special attention is paid to evaluation
of the action of the generalized inverse that appears in dual formulation. For 3D
problems, this turns out to be more difficult than for 2D problems due to possible
existence of rigid rotations that may comply with prescribed displacements and
still preserve positions of many nodes on the axis of rotation.

The algorithm for the solution of the modified problem is reviewed in Sec-
tion 4. In particular, we briefly mention the results concerning solution of dual
degenerate QP problems that are of special importance for the solution of 3D
problems.

Numerical experiments that demonstrate the power of our algorithms are re-
ported in Section 5. They include new results achieved with the lumped precon-
ditioner and with a basic variant of the natural coarse grid preconditioning.
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2 Kinematics and equilibrium of a system of bodies

Consider a system of s 3D elastic bodies, each one occupying, in a reference
configuration, a domain Q in R*® with sufficiently smooth boundary I'?, p =
1,...,s. Suppose that each boundary I'? consists of four disjoint parts I'y;, T, '
and %, TP =T% UT% UT% UTY, and that the displacements U? : I'¥, — R? and
forces F? : T%. — R are given. The part I'%, denotes the part of I'” that may
get into unilateral contact with some other subregion, and I'7, denotes the part
of T? that is “glued” to other subdomains. In particular, we shall denote by I'?Y
the part of I'? that can be, in the solution, in contact with the body €29, and
we shall denote by I'?Y the part of I'” that is glued to Q9. Obviously I'Y = I'¥
and T7 = T'%. Let us recall that the gluing conditions require continuity of
displacements across all I'7.. We consider these conditions to enable an auxiliary
decomposition of bodies to define a natural coarse grid space.

We shall look for the displacements that satisfy the conditions of equilibrium
in the set K = KP N K of all kinematically admissible displacements v of the
Sobolev product space

V=H QY x ... x H(Q)?, (2.1)

where K¥ = {ve V:v?=U on I'¥, and vP(x) = v’(x),x € T%} comprises
elements of V that are continuous across all I'%/ and K’ comprises those that
satisfy the non-interpenetration conditions [21, 22]. The displacement u € K of
the system of bodies in equilibrium then minimizes the energy functional J so
that

J(u) <J(v) for any v e K. (2.2)

Conditions that guarantee existence and uniqueness of the solution may be ex-
pressed in terms of coercivity of J and may be found, for example, in [21, 22].

The linearization and finite element discretization of € = Q' U ... U Q" with
suitable numbering of nodes results in the QP problem

1
min EuTKu — fTu subject to Byu <c¢ and Bpu =0 (2.3)

with a symmetric block-diagonal matrix K = diag(K1,..., K,) of order n, f €
R", an m x n full rank matrix By, ¢ € R™, and an [ x n full rank matrix Bg. The
diagonal blocks K, that correspond to subdomains {¥”, are positive definite or
semidefinite sparse matrices. Moreover, we assume that the nodes are numbered
in such a way that K, are banded matrices that can be effectively decomposed
by the Cholesky factorization. The vector f describes the nodal forces arising
from the volume forces or some other tractions. The matrix B; and the vector ¢
describe the linearized incremental non-interpenetration conditions, while Bg is
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used to enforce the continuity of the displacements across the auxiliary interfaces
I'Y.. More details may be found in [9].

Even though (2.3) is a standard convex QP problem, it is not suitable for nu-
merical solution. The reasons are that K is typically ill-conditioned or singular,
and that the feasible set is so complex that projections onto it can hardly be
effectively computed, so that it would be very difficult to achieve fast identifica-
tion of the contact interface and fast solution of auxiliary linear problems. The
complications mentioned above may be essentially reduced by applying the du-
ality theory of convex programming (e.g. [4, 9]). Since the case with nonsingular
K was described in [9], we shall assume that the matrix K has a nontrivial null
space that defines the natural coarse grid [17].

The Lagrangian associated with problem (2.3) is

1
L(u, A\r, A\p) = iuTKu — fTu+ M(Bu — ¢) + AL Bpu, (2.4)

where \; and \g are the Lagrange multipliers associated with the inequalities
and equalities, respectively. Introducing notation

. /\[ . B[ ~ | C
)\[)\E], B[BE]’ and C[O],

we can rewrite the Lagrangian briefly as
1
L(u, \) = §uTKu — ffu+ X' (Bx —¢).

It is well-known that (2.3) is equivalent to the saddle point problem

Find (4,)) st. L(@,\) = supinf L(u, \). (2.5)

Ar>0
If we eliminate u from (2.5), we get the minimization problem
min O(\) st. A; >0 and R'(f—B')\) =0, (2.6)

where R denotes a matrix whose columns span the null space of K, KT denotes
any matrix that satisfies K KK = K, and

O(\) = ;)\TBKTBT)\ ~M(BK'f —¢). (2.7)

Farhat and Roux [18] proposed to define KT as the left generalized inverse that
satisfies K = K ' whenever K, is non-singular and K = diag(K7], ..., K1). The
most important fact is that the product of such KT with a vector may be carried
out effectively by suitable combination of Cholesky and spectral decomposition
[16] applied to each K),. To implement their idea for solving the 3D problems, it
is useful to choose such a numbering of nodes that the last three nodes in each
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body are never in a line. Once the solution A of (2.6) is obtained, the vector
u that solves (2.5) can be evaluated by means of explicit formulas that may be
found in [4, 9].

The matrix RT B is, under reasonable assumptions, a full rank matrix, so that
the Hessian of © is positive definite. Moreover, the Hessian is closely related to
that of the basic FETI method by Farhat and Roux [18], so that its spectrum is
relatively favorably distributed for application of the conjugate gradient method.

3 Duality, projectors and augmented Lagrangian

Even though problem (2.6) is much more suitable for computations than (2.3) and
has been used for efficient solution of contact problems [9], further improvement
may be achieved by adapting simple observations and results of Farhat, Mandel
and Roux [17]. We shall formulate a problem that is equivalent to (2.6), but its
augmented Lagrangian has such a spectral distribution that it is possible to give,
in some sense, an optimal estimate of the rate of convergence of unconstrained
minimization by the conjugate gradient method.

Let usset F = BK'BT, d=BK'f, G=RTBT, €= RTf, and let T denote a
regular matrix such that matrix G = TG has orthonormal rows. Putting e = T¢,
problem (2.6) reads

1 ~
min 5)\TF)\ —~Md st A>0 and Gl=e. (3.1)

Using the same reasoning as in the the linear case [17], the minimization prob-
lem (3.1) may be transformed into the minimization on the subset of a vector
space by means of X that satisfies GA = e. Setting d = d — F\, the modified
problem reads

1 _
min 5/\TF)\ —d")\ st GA=0 and M\ > -\ (3.2)

The improvement may be explained when we compare the distribution of the
spectrum of the Hessians H; = F+ pGTG and Hy = F + pGT G of the augmented
Lagrangians for problems (2.6) and (3.2), respectively. Let us assume that the
eigenvalues of F are in the interval [a, b] and that the nonzero eigenvalues of GG
are in [y, d]. For each square matrix A, let o(A) denote its spectrum. Using the
analysis of [6, 7], it follows that

o(Hy) Cla,bjUa+ py,b+ pd] and o(Hs) C [a,blUla+ p,b+ pl.

If p is sufficiently large and v < §, then the spectrum of H; is distributed in two
intervals with the larger one on the right. It follows by the results of Axelsson
[1] that the rate of convergence of the conjugate gradients for minimization of
the quadratic function with Hessian H; depends on the penalization parameter p.
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However, the spectrum of H, is distributed in two intervals of the same length, so
that the rate of convergence may be expressed by means of the effective condition
number %(Hz) = 4b/a and does not depend on the penalization parameter p [1, 6].

Further improvement can be obtained by observing that the augmented La-
grangian for (3.2) may be decomposed by the orthogonal projectors Q = GTG
and P = I — @Q on the image space of G and on the kernel of G, respectively.
Indeed, problem (3.2) is equivalent to

1 _
min §ATPFPA —~M'Pd st GA=0 and M\ > —)\j, (3.3)
with the Hessian H3 = PEF'P + p(Q of the augmented Lagrangian
L 7 T T
L\, p, p) = 5)\ (PFP+ pQ)\ — X' Pd+ i GA (3.4)

decomposed by projectors P and () whose image spaces are invariant subspaces
of Hs. If [ap,bp] denotes the interval that contains the non-zero eigenvalues of
PFP, it follows that the eigenvalues of Hj satisfy

o(Hs) C [ap,bp] U {p} and [ap,bp| C [a,b] (3.5)

so that the number £ of conjugate gradient iterations that reduce by € the gradient
of the augmented Lagrangian (3.4) for (3.3) satisfies [1]

k< ;int (\/Eln (i) + 3) | (3.6)

Moreover, analysis of the FETT method by Farhat, Mandel and Roux [17] implies
that, for nearly regular decomposition,

4 < const E, (3.7)
ap h

where h and H are the characteristic mesh and subdomain diameters, respec-
tively. Examining (3.6) and (3.7), we conclude that the rate of convergence
for unconstrained minimization with the augmented Lagrangian (3.4) depends
neither on the penalization parameter p nor on the discretization parameter h
provided the ratio H/h is kept bounded by a constant. We can achieve still fur-
ther improvement by application of a suitable preconditioning as demonstrated
by results of numerical experiments in Section 5.

4 Solution of bound and equality constrained quadratic
programming problems

The algorithm that we review here may be considered as a variant of the aug-
mented Lagrangian type algorithm proposed by Conn, Gould and Toint [3] for
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identification of stationary points of more general problems. The algorithm treats
each type of constraints separately, so that efficient algorithms using projections
and adaptive precision control [5, 19] may be used for the bound constrained QP
problems. To solve our problem, the algorithm approximates the Lagrange mul-
tipliers for the equality constraints of (3.3) in the outer loop while QP problems
with simple bounds are solved in the inner loop. However, the algorithm that we
describe here is modified in order to exploit the specific structure of our problem.

To simplify our notation, let us write Fp = PF P so that the augmented La-
grangian for problem (3.3) and its gradient are given by

1 1
L\ s p) = GATFpA = XTPd + " GA + 2 pl|QA]?

and
9\, 1, p) = FpA — Pd+ G"(u+ pGN),

respectively. The projected gradient g* = g (A, p, p) of L at ) is then given

componentwise by

gF =g for \y> =X or i¢1 and g"' =g for \;=—); and i€ [

(3

with g; = min(g;,0), where [ is the set of indices of constrained entries of .

All the parameters that must be defined prior to the application of the algorithm
are listed in Step 0. Typical values of these parameters for the 3D-problems are
given in brackets.

Algorithm 4.1 (Simple bound and equality constraints)

Step 0. Initialization of parameters
Set0<a<1l[a=01], 1<p[f=10], po>0][po=1], no>0 [ =
01, M>0[M=1], =0 and k=0.

Step 1. Find \* so that ||g” (\*, 1*, pr)|| < M||GN|].
Step 2. If ||gF (NF, 1%, pr)|| and ||GNF|| are sufficiently small, then stop.
Step 3. If [|GN*|| < my
Step 3a.  then pFth = ¥ + pGXF, priy = pr, i = ang
Step 3b.  else pry1 = Bpr; M1 = Nk
end if.

Step 4.  Increase k by one and return to Step 1.
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The algorithm has been proved [7] to converge for any set of parameters that
satisfy the prescribed relations. Moreover, it has been proved that the asymp-
totic rate of convergence is the same as for the algorithm with exact solution of
auxiliary QP problems (i.e. M = 0) and that the penalty parameter is uniformly
bounded. These results, with the above discussion on elimination of the negative
effect of penalization, give theoretical support to Algorithm 4.1.

An implementation of Step 1 is carried out by the minimization of the aug-
mented Lagrangian L subject to \; > —\;. An efficient algorithm for the solution
of convex QP problems with simple bounds has been proposed independently by
Friedlander and Martinez [19] and Dostél [5]. The algorithm uses projections
and a precision control that depends on a prescribed positive parameter I'. It has
been proved that the algorithm converges to the solution for any positive I' and
that the solution is reached in a finite number of steps provided I' is sufficiently
large or the problem is not dual degenerate. This particular feature indicates that
the algorithm can avoid the oscillations often attributed to active set based algo-
rithms and that it can treat efficiently the dual degenerate problems as required
above. This is of a special importance in the solution of 3D contact problems, as
there are typically quite a few couples of points on the contact interface touching
each other and causing the resulting QP problem to be dual degenerate.

The performance of the algorithm depends essentially on the rate of convergence
of the method that minimizes O in faces. In our case, the results (3.6) and (3.7)
suggest that the examination of faces can be carried out efficiently. Further
promising modifications of the algorithm may be introduced by adapting results
of Schoberl [23]. In particular, it seems that his theory may be adapted to prove
some results on overall numerical scalability of the algorithm, that has been
recently demonstrated empirically [14]. We shall give the details elsewhere.

5 Numerical solution of a 3D contact problem

In this section we report some results of numerical solution of a 3D contact
problem arising in mining engineering to illustrate practical behavior of two im-
plementations of our algorithm and sensitivity to parameters. To this end, we
have implemented Algorithm 4.1 to solve the basic dual problem (2.6) so that
we can plug in the projectors to the natural coarse space (3.3) and the modified
lumped preconditioner.

In particular, we considered a 3D contact problem of [8] depicted in Figure 1.
The boundary conditions are defined by prescribed zero normal displacements on
the vertical boundaries and on the bottom of the model with exception of the
boundaries of the excavation in the bottom block. Since no vertical displacements
were prescribed for the upper two blocks, these blocks admitted vertical rigid
body motion. The goal was to identify the contact forces between the upper
two blocks above the excavation due to the gravitational forces. More about
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Obrazek 1: 3-blocks model problem

motivation of the problem and interpretation of the results may be found in [§].
The problem was discretized as in Figure 2 by the finite element method so

that the resulting discrete problem comprised 6419 nodal variables and 382 dual

variables on the contact interface. The problem was solved to the precision

lg” (A 11, 0)|| < 1074[|d]| and [|GA]| < 107*|f]]

defined to comply with our earlier experiments [8, 11]. We have not used any
secondary decomposition so that our coarse grid was formed just by the two-
dimensional null space of the stiffness matrix that is generated by independent
vertical movements of the upper two blocks. The experiments were run with a new
implementation of our algorithms on a SUN Sparc Ultral computer, under SunOS
5.5.1, using the £77 (version 4.0) FORTRAN compiler and double precision. The
auxiliary problems were solved by QUACON, a routine developed in the Institute
of Mathematics, Statistics and Scientific Computation at Unicamp [2].

Obrazek 2: Discretization of model problem

The performance of the algorithm with varying parameters M, p, is reported
in Table 1. The results achieved with the natural coarse grid projectors are
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Tabulka 1: Performance of the algorithm for the 3-blocks problem

No preconditioner | Lumped preconditioner

M po | Outer ‘ Inner ‘ Time | Outer ‘ Inner ‘ Time
0.01| 0.1 4 93| 38.6 4 74 32.8
1 2 67 | 29.2 2 60 274

10 2 115 | 50.3 2 76 36.7

100 2 154 | 71.1 2 118 64.2

1000 2 171 | 80.9 2 158 86.0

0.1 0.1 3 85| 35.3 4 o8 26.8
1 2 67 | 29.2 2 60 274

10 2 115 | 50.3 2 76 36.7

100 2 154 | 71.1 2 118 64.2

1000 2 171 | 80.9 2 158 86.0

1 1 2 65 | 28.5 2 59 27.1

10 2 113 | 494 2 76 36.7

100 2 154 | 71.1 2 116 63.4

1000 2 171 | 80.9 2 158 86.0

in the three columns labeled No preconditioner, whereas the results with the
additional lumped preconditioner

1
FL' = PBKBTP + -Q
P

are in the columns labeled Lumped preconditioner. The labels Outer, Inner
and Time denote the number of outer iterations for the Lagrange multipliers
of the equality constraints, the number of inner conjugate gradient iterations,
and the time for computation in seconds, respectively. Note that we have not
used any auxiliary decomposition, so that our coarse grid was generated by the
independent rigid vertical displacements of the upper two blocks.

We have noticed that, when the initial penalty parameter p was smaller than
one, it has been updated so that its final value was equal to one. The latter value
seems to be optimal for our problem. The results indicate a little sensitivity to the
parameter M in a relatively broad range. We have also carried out the compu-
tations for larger values of M, obtaining results very similar to those reproduced
here. The results depend rather moderately on the initial penalty parameter,
which is in agreement with the theory. The application of the preconditioner
always reduced the number of iterations, though less than could have been as-
sumed for linear problems. Our explanation is that the number of iterations per
face is relatively small. More results achieved with a different implementation of
the algorithm may be found in [11]. Concluding, the experiments indicate that
there are problems which can be effectively solved by the algorithm presented,
even without auxiliary decomposition of the problem into subdomains.
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6 Comments and conclusions

We have reviewed a domain decomposition algorithm for the solution of coercive
and semicoercive frictionless contact problems with a special attention to the
problems arising in modelling of 3D block structure. The method combines a
variant of the FETI method with projectors to the natural coarse grid, recently
developed algorithms for the solution of special QP problems, and optional pre-
conditioners. A new feature of these algorithms is the adaptive control of precision
of the solution of auxiliary problems, with effective application of projections to
the natural coarse grid.

The implementation of this approach deals separately with each body or sub-
domain, so that it is suitable for parallelization, as has already been confirmed
by experiments with parallel implementation [12, 14]. Theoretical results are
reviewed that guarantee convergence and indicate a certain numerical scalabil-
ity of the algorithm. This conjecture about the behaviour of the algorithm has
been recently supported by numerical experiments [14] with solution of a model
variational inequality discretized by more then eight million of nodal variables.
Computational results presented are in agreement with the theory and indicate
that the performance of the algorithm may be further improved by adapting
preconditioners.
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Metoda separace proménnych pri
analyze pohybu kapaliny
v magnetodynamickém kanalu

IRENA M. HLAVACOVA !, LiBor M. HLAVAC?

1 Uvod

Vysokorychlostni kapalinovy paprsek se od konce sedmdesatych let minulého sto-
leti stal nastrojem pouzivanym pro obrabéni materidlti vSeho druhu [1]. Velké
vyhody tohoto nastroje ptrirozené vedly ke snaham o zvyseni efektivnosti jeho pti-
sobeni. Toho je mozno dosdhnout bud kvantitativné (ovSem jen v omezené miie)
nebo kvalitativné. Pti hledani vhodnych kvalitativnich zmén je dobré vychazet
predevsim z teoretické analyzy pusobeni paprsku na material. Analyza dynamic-
kych ucinkt paprsku, potvrzena experimentalnimi vysledky, vede k zavéru, ze
pusobeni paprsku neni v Case stalé. Nejucinnéjsi je paprsek v pocatecni fazi svého
pusobeni, kdy na rozhrani kapaliny a materialu vznika diky stlacitelnosti kapaliny
a s tim souvisejici razové viné tzv. impaktni tlak. Ten nékolikanasobné prevysuje
tzv. stagnacni tlak, coz je tlak vyvolany kontinualni ¢asti paprsku. Nahradime-li
tedy kontinualni paprsek pulznim, u néhoz pocatecni faze tvoii mnohem vétsi
¢ast celkové doby pusobeni, lze oekavat vyrazny nartst Géinnosti [2, 3].
Zarizeni, kterd primo generuji jednotlivé pulzy, pracuji zpravidla pouze s ma-
Iymi frekvencemi, a proto zistavaji v podobé laboratornich navrhi. Casto se
také vyznacuji velmi omezenou moznosti cilené ovliviiovat parametry paprsku.
Vétsi moznost praktického vyuziti se ocekévala u téch zpiisobii generace pulz-
nich paprski, které se snazily rtiznymi fyzikalnimi metodami rozclenit piivodné
kontinualni paprsek na sled kapkdm podobnych utvari. Zafizeni se vSak poty-
kaji s vysokym mechanickym opotfebenim nebo vysokou spotiebou energie pro
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¢lenéni paprsku. Alternativou se ukazala byt cesta zaloZzena na vyuziti fyzikal-
nich jevl k vyvolani nestabilit v toku kapaliny. Tyto jevy umoznuji dosahnout
modulace rychlosti kapaliny, ktera v dostatecné vzdalenosti od trysky vede k sa-
movolnému rozpadu kontinudlniho paprsku na jednotlivé ¢asti — kapky [4, 5.
Byly zkouméany pasivni i aktivni zpiisoby vnuceni modulace toku kapaliny. V za-
hranic¢ni literatufe je mozno se setkat se zafizenimi zesilujicimi nahodné fluktuace
rychlosti kapaliny pomoci Helmholtzova resonatoru [4]-[7], coZ jsou pasivni prvky
modulace. Mezi aktivnimi prvky modulace ovSem také figuruji na prvnim misté
mechanické. Jejich velkym problémem je vSak rychlé kavitac¢ni opotfebeni jednot-
livych soucasti, zejména hrotu v trysce rozkmitavaného pomoci elektrostrikéniho
nebo magnetostrikéniho ménice [8]. Pfestoze se na vyvoji téchto metod pracuje
jiz nékolik let, nepodafrilo se dosud zcela odstranit nékteré nevyhody, napi. vy-
soké naroky na konstrukcéni presnost modulacniho zarizeni a jeho vyrobu, velkou
citlivost a malou zivotnost zafizeni. To nas vedlo k myslence pokusit se nalézt
novy zpusob vnuceni modulace proudu kapaliny, a proto byla zahajena analyza
moznosti opa¢ného vyuziti magnetohydrodynamického jevu [9], tedy ptsobeni
vnéjsich poli (elektrického a magnetického, ktera jsou kolmé navzajem i na vektor
rychlosti proudici kapaliny. Magnetohydrodynamicky jev je zalozen na ptlisobeni
Lorentzovy sily na pohybujici se naboje. Tento jev muze byt umocnén piisobe-
nim sily elektrického pole. Vysledkem interakce volnych nabojt v kapaliné, které
staceji vektor rychlosti do sméru kolmého ke sméru ptivodniho pohybu, je sila
brzdici tok kapaliny.

Tématem této prace je kvalitativni rozbor uvedeného problému a jeho ma-
tematického zpracovani. Ze zakladnich fyzikalnich zdkonti pro proudéni vodivé
kapaliny v elektromagnetickém poli byla odvozena soustava pohybovych rovnic
popisujicich tok kapaliny. Soustava rovnic byla postupné zjednodusena a mate-
maticky feSena metodou separace proménnych. Vysledky maji napomoci k roz-
hodnuti, zda je mozné pomoci komory zalozené na magnetohydrodynamickém
jevu, realizovat pulzni paprsek.

2 Formulace zakladnich rovnic

Celkovou elektromagnetickou silu ve vodivé kapaliné 1ze v mikroskopickém mé-
Fitku odvodit napfiklad z Coulombova zékona [10]. Hustota sily v klidové soustavé
je dana vztahem

1, 1
fl=plE' +j' x B' - 550E Ve, — §MOH V', +

1, [ v90e, 1 {0 Oty
+ isov (E o p> + 2,u0V <H o p (1)

V magnetohydrodynamice jsou vétsinou dilezité jen prvni dva ¢leny pravé strany
rovnice (1), protoze predpokladéame, Ze pracujeme s prostiedim elektricky i mag-
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neticky izotropnim. Tyto dva ¢leny jsou kovariantni, takze mizeme psat
fe:peE+j><B (2)

Na zakladé Lorentzovy transformace lze odvodit, ze u vodivych kapalin je mozno
prvni ¢len rovnice (2) vzhledem ke druhému zanedbat. Hustota sily pisobici na
kapalinu bude potom dana vztahem

fe:jXB (3)

Ve vétsiné magnetohydrodynamickych problémi, véetné nestacionarnich déji, se
predpoklada, ze v porovnani s hustotou proudu j je prostorovy pienos naboje
(konvekéni proud) zanedbatelny, coz umoziuje zjednodusit soubor Maxwellovych
rovnic. Tento predpoklad je splnén v pripadeé, ze plati

wekL o (4)

Hustotu proudu je mozno vyjadrit z diferencidlniho tvaru Ohmova zdkona, ktery
1ze v obecném tvaru vyjadiit kovariantnim vztahem (11). Elektrické a magnetické
pole, jehoz vliv na proudici kapalinu zkoumame, popisuji Mazwellovy rovnice
[11]; v FeSené tloze je vhodné pouzit jejich diferencidlni tvar a vylou¢it z nich
prostorovou hustotu naboje vyuzitim rovnice kontinuity pro hustotu proudu.

Aby byl soubor rovnic popisujici magnetohydrodynamicky jev v proudici kapa-
liné tplny, je tfeba ho doplnit jesté pohybovou rovnici a rovnici kontinuity. Pohyb
proudici kapaliny je popsan Navier—Stokesovou rovnici [12].

pl(vV)v—{—?;;]:pa—Vp—l—V-T (5)

kde a je zrychleni zptisobené vnéjsi silou, v nasem pripadé Lorentzovou a gravi-
tacni silou, a p je hustota kapaliny. Vyjadfime-li prvni ¢len pravé strany rovnice
pomoci hustoty sily f. dané rovnici (3) a gravitaéniho potencidlu 1, dostavame
pohybovou rovnici ve tvaru

0
pl(vV)v—i—a’:]:—Vp—i—V-T—i— j x B~ pVi (6)

V ni ovsem mutzeme zanedbat Clen s gravitacnim potencidlem. Tenzor mechanic-
kyjrch napéti lze vyjadrit prostfednictvim zapisu jeho slozek ve tvaru

Tij = —P0ij + 2ne;; + 0i;1s 9

kde ¢ je dilatace kapaliny (pro nestlacitelnou kapalinu je nulova), ¢;; je Kronecke-
rovo delta a ny je druhy viskdzni koeficient. V piipadé nestlacitelnych Newtono-
vych kapalin je tedy tenzor mechanickych napéti pfimo tmeérny tenzoru gradientii
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rychlosti e;; (kde indexy 4, j znaci x,y, z) definovanému soustavou rovnic

e —@ Cpy = € _! @—i—@
o w9\ gy Ox

W Ay v o \0z 0 Oy
ow 1 (0w Ou
= 5z (%:szth+8J

Pro ustalené proudéni nestlacitelné kapaliny ma rovnice kontinuity tvar V-v = 0,
coz umoziuje po dosazeni (8) do (6) a rozepsani po slozkach déle zjednodusit
pohybovou rovnici na vysledny tvar (12).

Vychozi soustavu rovnic popisujicich proudéni kapaliny v elektrickém a mag-
netickém poli tedy tvori

Maxwellovy rovnice

VxH=j
V-B=0 ©
9
»B
V-3=0
Ohmutv zakon
j=0o(E+vx B) (10)
Rovnice kontinuity
V-v=0 (11)
Pohybova rovnice
0
p5 — Vv =—Vp+jxB (12)

Ptesné teseni realného problému by bylo prilis slozité, protoze se jednd o sou-
stavu vzajemné svazanych rovnic, kterou nelze fesit analyticky a ani numerické
feSeni neni bézné dostupné. V prvnim pribliZzeni jsme tedy provedli rozbor zjed-
noduseného (jednorozmérného) problému — modifikované Hartmannovy tlohy
(obr. 1).
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Obrazek 3: Schéma modifikované Hartmannovy tlohy
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Obréazek 4: Vypoctené fluktuace rychlosti kapaliny (v programu MATLAB) na
ose magnetohydrodynamického kandlu: u(0,t) = ug(0,t) + up(0,?)
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3 Modifikovana Hartmannova tiloha

Uvazujme tok elektricky vodivé, viskézni, nestlacitelné kapaliny mezi dvéma rov-
nobéznymi deskami (protilehlymi sténami kanalu obdélnikového prufezu) v pfic-
ném magnetickém poli.
Vnéjsi magnetické pole B ma smér y, mize byt proménné v case.
Rychlost kapaliny Ize vyjadrit jako vektor se soufadnicemi v osach x,y, z:
v = (u,v,w).
Rozmeér kanalu ve sméru z je mnohem veétsi nez ve sméru y, takze ve sméru z
se fyzikalni veliciny prakticky neméni.
Tok kapaliny pokladame za plné rozvinuty, proto se ve sméru x meni pouze
tlak p = p(x).
Stény kanalu rovnobézné s rovinou xz pokladame za dokonale nevodivé desky,
dvé zbyvajici stény kanalu jsou tvoreny elektrodami, které pokladame za do-
konale vodivé.
Vodivost kapaliny je o > pu.

Zjednodusenim souboru vychozich rovnic na zakladé téchto podminek tlohy 1ze
dospét k soustaveé dvou linearnich rovnic druhého radu:

d*u ou Op
Pw  Odw

Reseni této soustavy rovnic samoziejmé zavisi na volbé vnéjsiho elektrického a
magnetického pole. Ze tii zakladnich kombinaci vnéjsich poli (B, = By & E, =
Eycoswt; By = Bycoswt& E, = Ey; B, = Bycoswt& E, = Egcos(wt+¢)) je vy-
hodné volit prvni variantu, protoze je obtizné zajistit magnetické pole proménné
s dostatecné vysokou frekvenci a indukci.

4 Matematické Feseni

Po dosazeni zvoleného vnéjsiho elektrického a magnetického pole do rovnice (13),
resp. (14) vydélime rovnice souc¢inem FEy By, takze ziskdme dvé linedrni parcidlni
diferencialni rovnice druhého fadu v proménnych y, ¢

Ou(y,t) ., " (y,1) _

o b Iy +c-u(y,t) = d+ coswt (15)
dw(y,t) O*w(y,t) _

o, b- 5 +c-w(y,t) = coswt (16)

p _ n _ Bo __1  op
oEoBo’ b= oFoBo’ €T Eyo d= FoBo  0z°

kde a =
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Predpokladame, ze proudici kapalina je dokonale sméaciva, takze v tésné bliz-
kosti stény kanalu se nepohybuje. Odtud vyplyvaji okrajové podminky tlohy

u (£yo,0) =0, w(+yo,0) =0 (17)

Pro teseni tlohy jsme zvolili metodu separace proménnych, protoze na rozdil od
feSeni ziskaného pomoci Laplaceovy transformace poskytuje moznost dostatecné
pruhledné fyzikalni interpretace.

Nejdrive hleddme feseni homogenni rovnice s okrajovymi a pocatecnimi pod-
minkami danymi fyzikalnim zadanim, pak feSeni nehomogenni rovnice s nulovymi
okrajovymi a poc¢ate¢nimi podminkami. Vysledné feseni je pak dano souctem ho-
mogenniho a partikularniho feseni. Protoze pro modulaci vysokoenergetického
vodniho paprsku je dilezitd podélna slozka rychlosti, bude feseni a jeho rozbor
proveden pouze pro slozku u rychlosti (rovnice(15)). Po vydéleni rovnice (15) ko-
eficientem a ziskdme kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice druhého rfadu
s diskriminantem A = 0

Oup(y,t) b Pup(y,t)

C

Je ziejmé, Ze z matematického hlediska se jedna o rovnici parabolickou. Zajima
nas feseni této rovnice v redlném case — hleddme tedy funkei u(M,t), kterd pro
t > 0 splnuje rovnici

kde L je linearni operator zavedeny vztahem
2 2 BZ
L P e (n @ B 0)
a 0y* a \p Oy p

a uy(y,t) je parcialni derivace funkce u(y,t) podle casu, pficemz M je tvofena
mnozinou realnych soufadnic y. Reseni budeme hledat v omezené oblasti D s hra-
nici S, kterd je po ¢astech hladké, v nasem piipadé na tsecéce (—yo, +yo). Funkce
u(y,t) ma dale byt spojitd na uzaviené mnozing B = {M € D,t > 0}, kde
D = D U S a mé spliiovat okrajové a pocateéni podminky

(u>s =0
(21)
u (M,0) = v(M)

Hleddme netrivialni feSeni rovnice (19), kterd spliiuji okrajové podminky (21),
v tridé funkci tvaru

ur(y,t) = T(y) - ©(t) (22)
pii¢emz T (y) jsou spojité v D a ¥(t) jsou spojité pro 0 < t < oo.
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V nasem specidlnim pfipadé (jednorozmérna tloha v prostorovych soufadni-
cich) je oblast tvofena tiseckou danou podminkou —yy < y < +yo. Po dosazeni
(22) do rovnice (19) ziskdvame

oV (t)

T(y) - —, — LX) - 2() =0 (23)

Protoze tato rovnice musi byt splnéna pro libovolnou dvojici proménnych , ¢,

musi platit
U'(t LY
() Ty
kde A je tzv. vlastni ¢islo operdtoru L. Z podminky (24) pfimo vyplyva soustava
dvou rovnic:
diferencialni rovnice prvniho fadu v proménné ¢

V() +AP(t) =0 (25)
jejiz feseni je dano vztahem
U(t) = C - exp(—At) (26)
a diferencialni rovnice druhého fadu v proménné y
LIT(y)] + AT(y) =0 (27)

jejiz feSeni je pro zadané okrajové podminky (21) dédno vztahem

2k+ 1)
Tuly) = Ce - cos (2)y (28)
Yo
pricemz ovSem piislusné vlastni ¢islo Ay musi spliiovat podminku
1 [b(2k + 1)?72 o 2k + 1)?72
Ak:[(2)+]:[n.(2)+33 (29)
a 4yo p Lo 4ys

Protoze k je libovolné celé ¢islo a feSeni pro zaporna k jsou stejna jako pro kladna,
muzeme napsat hledané homogenni feseni rovnice (15) ve tvaru nekonecéné fady

ad 2k + 1w
uny.1) = 3 Ci-cos BV o (30)
k=0 Yo

Zavedeme-li pro zjednoduseni zapisu tzv. Machovo magnetické ¢islo vztahem

g
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miizeme podminku pro vlastni ¢isla prepsat ve tvaru

\ 2 I [((Zk + 1)7r>2 . 1] 52)

PYs 2M

Koeficienty C} jednotlivych ¢lent fady se urcuji na zékladé pocatecni podminky.
Predpokladame-li, ze v ¢ase t = 0 je slozka u rychlosti ddna vztahem

u (y,0) = v(y) (33)

lze urcit koeficienty C pro jednotlivé ¢leny fady jako koeficienty Fourierova roz-
voje funkce v v systému vlastnich funkci Y, operatoru L definovaného vztahem
(20) podle vzorce

1
D D

coz po provedeni integrace vede ke koeficientiim

+Yo
1 2k+1
Cp = — / U COS Mdﬁ (35)
Yo 2yo

Zvolime-li jako pocatecni podminku funkci popisujici pfi¢ny profil rychlosti ka-
paliny pfed vstupem do magnetického pole [13], tj. rozloZeni rychlosti proudéni
kapaliny v plochém uzavieném kanalu, bude pocatecni podminka vyjadiena vzta-

hem
log(Re+1)
u(y,0) = v(y) = o [1 - ('y') ] (36)

Yo

kde koeficient Re vyjadiuje Reynoldsovo ¢islo definované vztahem
Re=V2-yy-p-ug-n* (37)

v némz ug je rychlost proudéni idedlni kapaliny. Homogenni feseni rovnice (15)
je potom dano vztahem (30), v némz jsou koeficienty Cj uréeny vztahem (35) a
vlastni ¢isla Ay spliiuji vztah (32).

Resen{ nehomogenni rovnice (15) mtizeme podle Steklovovy véty [14] rozvinout
do Fourierovy fady podle vlastnich funkci Y, které jsou resenim okrajové tlohy
(15) a (17), vysledné partikularni feSeni ma tvar

t)=— :
ur(y,?) aw,;)2k+1 cos

(2k + Dmy (cos(wt — k) N d ) (38)

2Yo Jw? + A2 Ak

kde tihel ¢ je dan vztahem tan ) = Aik
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5 Diskuse

Rovnice popisujici rychlost proudéni vodivé kapaliny ve vnéjsim elektrickém poli
s konstantnim magnetickym polem B a harmonickym elektrickym polem FE, =
Ey cos(wt + ¢) vedou v piipadé modifikované Hartmannovy tlohy ke dvéma vza-
jemné nezavislym linedrnim parcidlnim diferencialnim rovnicim druhého fFadu
(15) a (16) s okrajovou podminkou (17) a poéateéni podminkou (21) resp. (36)
danou tvarem pri¢ného profilu ptislusné slozky rychlosti pred vstupem do magne-
tohydrodynamického kanéalu. Protoze pro pfipadnou modulaci jsou klicové fluktu-
ace rychlosti ve sméru kanalu, je tfeba zjistit amplitudu fluktuaci podélné slozky
rychlosti. Proto bylo provedeno feSeni rovnice (15), a to metodou separace pro-
ménnych (Fourierovou metodou). Vysledné feseni je obecné dano souctem feseni
homogenni rovnice uy a partikularniho feseni up (vzorce (19) a (38)).

Ze vzorce (38) je zfejmé, ze na rozdil od feseni ptvodni Hartmannovy tlohy se
stacionarnim magnetickym i elektrickym polem, kde je rychlost dana vztahem

(1 Op E. 1
= (JBg.@x—i_B) [COShM _1} (39)

a odhad fluktuaci rychlosti vyvolanych zménami elektrického pole E, je tedy dan
velikosti druhého ¢lenu v prvni zévorce vynasobeného druhou zévorkou [10], se
pro harmonickou zavislost intenzity elektrického pole na ¢ase E, = Fy cos(wt+ )
amplituda fluktuaci w-krat zmensi. Tim se ovSem ziskané fluktuace dostavaji do
oblasti, ve které jejich amplitudy nedosahuji pozadované velikosti dokonce ani
z hlediska moznosti dalsiho zesileni, napt. Helholtzovym rezonatorem. Tento zaveér
potvrzuji i numerické vysledky ziskané pomoci programu MATLAB (viz obr. 2).
Nelze vyloucit, ze vhodné navrzeny rezonator by byl schopen zesilit i takovéto
fluktuace, ale to bude teprve predmétem dalsiho zkoumani.

6 ZAavér

Dosud byly provedeny tyto c¢asti analyzy smérujici k ovéfeni moznosti pouziti
magnetohydrodynamického jevu ke generaci nestabilit, jez mohou zptisobit modu-
laci rychlosti, ktera bude dostatec¢na pro vznik pulzniho paprsku:

— formulace matematického popisu,
— zjednoduseni na zakladé fyzikalnich podminek,
— TeSeni metodou separace proménnych,
— analyza vysledki.
Vysledky reseni ukazuji, Ze pfi zvolenych zjednodusujicich podminkéach neni mozno

ziskat amlitudy fluktuaci rychlosti kapaliny dostate¢né pro vznik pulzniho pa-
prsku, a to i po jejich zesileni pasivnim rezonatorem. Protoze zjednoduseni mohla
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byt prilis velka, budou zkouméany disledky zanedbani konvekéniho proudu. Ana-
lyzovana bude i moznost jiného prostorového feseni magnetohydrodynamického
kanalu.

7 Seznam pouzitych symboli

Céarka u oznacenych fyzikalnich veli¢in oznaéuje veli¢inu vztazenou ke klidové
soustavé kapaliny (veli¢iny bez ¢arky jsou vztazeny k laboratorni soustaveé), ope-
rator V' je rovnéz v klidové soustavé kapaliny; ¢arka u pomocnych matematickych
funkci oznacuje derivaci.

0;i ... Kroneckerovo delta

€ ... elektrickd permitivita kapaliny

€0 ... elektrickd permitivita vakua

Er ... relativni elektrickd permitivita kapaliny
© ... fazovy posun

0] ... dilatace kapaliny

n ... viskozita kapaliny

s ... druhy viskézni koeficient kapaliny

140 ... magnetickd permeabilita vakua

. ... relativni magnetickd permeabilita kapaliny
p ... hustota kapaliny

Pe ... prostorova hustota naboje

o vodivost kapaliny
T tenzor napéti se slozkami 7;;

WY ... intenzita gravitac¢niho pole

w thlova rychlost modula¢niho pole

a zrychleni kapaliny zptsobené vnéjsi silou

€ij ... slozky tenzoru gradienti rychlosti

fe ... hustota elektromagnetické sily

J ... hustota proudu

L ... charakteristicka délka

D ... tlak kapaliny

t ... Cas

v= (u,v,w) ... rychlost proudéni kapaliny

Yo ... polovina vzdalenosti mezi deskami (sitky kanélu)

B= (B,,B,,B.) ... magnetickd indukce

By ... magneticka indukce aplikovaného vnéjsiho
magnetického pole

E= (E,,E,, E,) ... intenzita aplikovaného elektrického pole

H ... intenzita magnetického pole

Vi napéti mezi elektrodami

Koeficienty rovnic, vlastni ¢isla a koeficienty Fourierova rozvoje jsou vysvétleny
v textu.
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Abstrakt

V predlozeném pfispévku jsou navrzeny a diskutovany nékteré z moz-
nosti zdsadniho zjednoduseni problematiky feSitelnosti jedné specialni t¥idy
jednorozmérnych tloh svazané termopruznosti reprezentujicich napiiklad
ohyb tenkého pruzného nosniku ¢i deskového pasu.

7 dtivodt strucnosti jsou zde studovany jen vzorové prototypy ,zéklad-
nich“ okrajovych podminek predepisujicich vysledny charakter vertikalnich
prihybt a nato¢eni v podporach nosniku, jez vedou na formulaci studova-
nych tloh ve tvaru varia¢nich nerovnic 1. a 2. druhu (specialné i ve tvaru
nelinedrnich varia¢nich rovnic). Analyza je omezena na ptipady okrajovych
podminek umoznujicich rozpad tlohy svazané termopruznosti na tlohu ne-
svazanou.

V semikoercivnich pfipadech jsou uvedeny jak podminky fesitelnosti,
tak je i diskutovana jejich souvislost s podminkami dekompozice.
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1 Uvod

V predlozeném ptispévku vychazime ze zakladnich vztaht a vysledkt uvedenych
pro obecny piipad tlohy s diferencidlnimi operatory druhého ¥adu v praci [3],
pro specialni situaci operatoru ¢tvrtého fadu v pracech [12] a [14]. Podrobné dis-
kutujeme problematiku fesitelnosti a dekompozice tloh svazané termopruznosti
pro jednu t¥idu ,vyjimeénych® okrajovych podminek, viz napf¥. [15] a [16].

V tomto smyslu je pFispévek bezprostiednim pokrac¢ovanim prace [17], kde jsme
uvedli zédkladni a zobecnéné typy klasickych i neklasickych okrajovych podminek
vedoucich na tlohy majici tvar linearnich varia¢nich rovnic. Tedy v [17] byly
analyzovany pripady okrajovych podminek kombinujicich Dirichletovy a Neu-
mannovy typy podminek a navic i jejich prirozena zobecnéni, to je kombinace
Dirichletovych a Neumannovych okrajovych podminek. VSechny piipady studo-
vané v [17] byly jednak koercivni, a jednak umoznuji jednoduchym, pfimym zpt-
sobem (metodou faktorizace, viz napf. [12]) realizovat dekompozici vySetfované
ulohy, a tedy vyznamné zjednoduseni vsech odpovidajicich modelovych tloh sva-
zané termopruznosti. Dalsi podrobnosti a souvislosti s obecnéjsimi typy okra-
jovych podminek, véetné ilustraci jednotlivych typt okrajovych podminek, jsou
uvedeny v [16] a [17].

V tomto ¢lanku se zamérime pouze na specidlné vybrané varianty a riaznym zpi-
sobem zobecnéné okrajové podminky, jez jednak vedou na semikoercivni tlohy
a jednak také umoznuji dekompozici a zjednoduseni vysledné tlohy. Dekompo-
zici 1ze vsak realizovat pouze za jistych, vyjimecnych okolnosti: naptiklad uzitim
dodatecnych podminek lze vynutit transformaci ptivodni svazané tlohy na tlohu
jednodussi, majici tvar nékterého elementérniho nebo zobecnéného piipadu (viz
napf. [12], [14], [15], [17], tedy ulohu nesvéazanou.

2 Formulace typovych tloh

2.1 Oznacdeni a klasicka formulace

Pro jednoduchost zapisu a navaznost textu uzivame jiz zavedené (viz [12], [16]),

tedy nésledujici znaceni operatort derivovani D = %, D, = % a definujeme

I=0,T7), TeR", T>0 Q=(0,L), LeR" L>0, 002=1{0,L},
Fr=00xI, Q=0x{0}, Q=QxI.

Dale definujeme (viz [16]) néasledujici oznaceni pro koeficienty

0 Fao ap + ag ap — 0y
1 ) 2 0 L ) 1,1 LH ) 1,2 o 3
12 S(Oéh + ad) 6(Oéh - Oéd)

“E T T e
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fl ahﬁh + adﬂd fg 6(Ozh19h — Oéd’lgd) (jl 6_72
=+t =00 T2= - ) s = s 2= o7
k kH k kH EF EJ
Pfipominame, ze ohybovy moment, normalova a posouvajici sila jsou defino-
vany vztahy

x)J(x)(D*uy + atdy)(x, 1),
x)F(z)(Duy — atdy)(z, ),
DM(UQ,ﬂQ)(iL’,t)

(
(

=
S
v
>
N
=
£
=
I

a pro jejich jednostranné hodnoty na hranici 092, 92 = {0, L} piSeme

u27ﬂ2)
U2,192)

) ( (07,8) = lim (=E(2)J(2)(D*uz(z, 1) + ava(z,1))),
) ( (L7, t) = lim (—E(2)J(2)(D%ua(w, t) + ala(2,1))),
) = N(uy, 91)(07,#) = lim (—E(2)F(z)(Dua(, t) — ada(w, 1)),
N(L7) = N(uy, h)(L7,1) = lim (=E(2)F(2)(Dui(2,t) — adi(z,1))),
) = T(us, #:)(07, 1) = lim D(=E(x)J () t)

) = T(uz, 02)(L7, 1) = lim D(—E(x)J(x

D?uy(,t) + avy(x,

),

( )
)(Dus(z,t) + avy(w, 1)),
pricemz jejich predepsané hodnoty na 0f) budeme znacit M,N aT, kdyz blizsi
upiesnéni zda jde o predpis v = 0 nebo = = L, to je oznaceni M*=0L N#=0.L
a T*=%L budeme v piipadech, kdy nemiize dojit k nejasnostem vynechavat.

Vsechny potiebné podrobnosti tykajici se odvozeni fidicich rovnic, volby okra-
jovych podminek a varia¢nich formulaci modelovych tloh jsou uvedeny naptiklad
v [12], [16] a [17]. V ramci linearizované teorie svazané termopruznosti ma uplna
soustava ¢tyf Fidicich rovnic pro modelovou tlohu (reprezentujici ohyb termo-
pruzného nosniku) tvar

Y oy, + ay an, — oy Eoa ®u; o
gz kT T e T T vy (1)
82192 12 3(Oéh + Ozd) 6(ah - Oéd)
z% <H2 TwE )T e T -
Qo O (0w oo,
korz\ar) T Yo
0 0
87 ( 1) a[)j (O{EHQ91) = Q1, (3)
0 82 -
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Nyni uvedeme vybrané typy modelovych okrajovych podminek na kterych bu-
deme nasledné ilustrovat, jak ovliviiuji chovani pfislusného matematického mo-
delu. VysSetfime zda navrzeny model je jednoznacné fesitelny, nebo zda je nejdiive
tfeba formulovat dodatecné podminky fesitelnosti bilancujici vhodnym zpiisobem
zadana data ¢i zda dokonce podminky neumoznuji dekompozici a zjednoduseni
svazané ulohy.

7, diivodt strucnosti se v této praci omezime jen na nékolik vyznacnych, repre-
zentativnich typd podminek, jejich varianty ¢i mozné dalsi zobecnéni ponechame
jen do odkazti v poznamkach. Ponévadz pro nase ucely, jak se ukaze v dalSim,
nehraje zvoleny typ okrajové podminky pro prvni slozku wu; (osové posunuti)
neznamé ctvefice funkei {{u1,us}, {1,72}} ani pro obé slozky teploty {9, vs}
(hodnotu i gradientu) vyznamnéjsi roli, budeme podrobné studovat pouze va-
rianty podminek pro druhou slozku posunuti, to je pro prithybovou funkci us.
Jak lze snadno nahlédnout, zde pfedkladané vysledky ziistanou tedy v platnosti
i pro jiné typy predpisi okrajovych podminek pro prvni, tfeti a ¢tvrtou slozku
z {{u1,us}, {¥1,92}}, nez zde uvazovanych.

Poznamka 1 V nésledujicich formulacich okrajovych podminek potiebujeme
zavést vhodné oznaceni restrikce hladké funkce na hranici. Z davodi jednodu-
chosti a navaznosti na dalsi text budeme pouzivat stejného oznaceni jak pro
restrikci hladké (skaldrni) funkce w na hranici 02, tak i pro standardni Di-
richletiiv operator stop v, : H(Q) — Ly(99Q) (odpovidajici stabilnim okrajo-
vym podminkam) jenz lze ziskat vhodnym prodlouzenim pravé operatoru re-
strikce se zachovanim normy (viz naptiklad [1] nebo [2]). Neumanntiv opera-
tor stop (odpovidajici nestabilnim okrajovym podminkdm) budeme znadit vy,
v nasledujicich definicich okrajovych podminek v znamena pro hladké funkce
pouze restrikci hodnot jejich derivaci na hranici 092 (v nasich dalsich tvahach
je proto tfeba predpokladat dostateénou hladkost funkci, napt. funkce alespon
z O3(€2). V obecnéjsich situacich miize vSak operator vy znamenat linearni zob-
razeni H%(Q) — H~Y/2(9Q) x H=3/2(0) tedy z prostorti funkci s koneénou energi
do prostorii spojitych linedrnich funkciondlid nad prostory stop funkei (pro pres-
nou definici viz [2]). Ponévadz se zde omezime na 1D situaci, je vSe podstatné
jednodussi (viz opét napiiklad [2]) neZ v obecném n-dimenzionalnim piipadé
(nyni zfejmé lze psat vp : H(Q2) — R?* a vy : H*(Q) — R? x R?).

Tedy struéné budeme pro Dirichlettiv operator stop psat v = 75 = {7V, Yy
coz pro ulohu druhého ¥adu (obecnéji jde o piipad H'(Q)) jest v(v) = {v(0),v(L)}
pro Vo € C(Q). Oznaceni se pongkud komplikuje v piipadé tlohy ¢tvrtého
fadu (obecnéji jde o piipad H?(2)), kdy pro Dirichletiv operator piSeme vy =
{H{vwys vy ks {06, v}, tedy v podrobném zépisu méme

7(v) = {{v(0),»(L)}, {Dv(0), Du(L)}}  Wv € CV(Q),

coz mé dobry smysl i pro funkce v € H?(2) vzhledem ke znamé inklusi H?(Q2) C
CH1/2(0)), a obé oznadeni stop lze v tomto piipadé ztotoznit. Podobné pro Neu-
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manniiv operétor stop a tilohu &tvrtého fadu piseme vy = {{v), v{1)}, {v(a), v},
tedy v podrobnéjsim zapisu mame
v (v) = {D?(0), D*u(L)}, {D*v(0), D*v(L)}} Vv e CP(Q)
a stejného znaceni uZijeme i v piipadé obecngjsiho prostoru H?(Q).
Diskutované typy okrajovych podminek formulovanych pro druhou slozku wus

Ctverice {{u1,us},{1,92}} nezndmych funkci budeme z metodickych divodu
v této praci ¢lenit nasledujicim zplisobem:

o Llasicke okrajové podminky

— stabilni okrajové podminky Dirichletova typu (na celé hranici 0f2) reprezen-
tujici vetknuti koncii nosniku (deskového pasu), tedy pro ,vetknuti s danym
poklesem a natocenim® podpor predepisujeme:

V(uz) = {’Y(O)(U2)>’Y(l)(u2)} = {, U1 },
coz v podrobnéjsim zapisu je

7O (ug) = {us(0),uz(L)} = {ag, 45},
~ W (uy) = {Duy(0), Dug(L)} = {a0, al},

-~ MI:H }

G, 4, ,
uix) Bufx}

Obrézek 1.: Znazornéni Dirichletovych okrajovych podminek

— nestabilni okrajové podminky Neumannova typu (na celé hranici 0f2) re-
prezentujici volné konce s danym zatiZenim (majici za nasledek semikoerci-
vitu tlohy), tedy pro dané ,zatiZzeni“ momenty a silami pfedepisujeme:

v (uz) = {71(3)(“2);%(\?)@2)} = {1y, us},
coz v podrobnéjsim zapisu znaci
W (uz) = {D?us(0), D?up(L)} = {88, a5},
1 (uz) = {D*uz(0), DPus(L)} = {a§, 25},
nebo v ¢asto uzivaném ,mechanickém® zapisu

{M(0%), M(L7)} = {M°, M*"}, {T(0%),T(L7)} = {1°.T"}.
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L M[H:l
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Obréazek 2.: Znazornéni Neumannovych okrajovych podminek

— kombinované klasické okrajové podminky Dirichletova a Neumannova typu
(na celé hranici J2) reprezentujici tzv. prosté podepreni se zadanymi poklesy
podpor a danym momentovym zatiZzenim (piedstavujici, jak bude ukazéno
v dalsim, ve studované t¥idé specidlnich podminek umoznujicich dekompo-
zici Ulohy 1. vyjimecény pripad); tedy pro ,prosté podepfeni“ zadédme:

7O (us) = {uz(0), uz(L)} = {3, af},
1 (uz) = {D?uz(0), D?us(L)} = {03, af},

nebo-li misto kiivosti predepisujeme v ,,mechanickém® zapisu
{M(0"), M(L7)} = {M°, M"},

M oy 1t Mix)

=¥

=]
-

LY

(X }: Du[;]n

Obrazek 3.: Kombinované okrajové podminky I. — Dirichlet a Neumann

a pro predchozim podminkdm odpovidajici (doplitkkovou) pfidruzenou (a na-
vic jen semikoercivni) variantu (na celé hranici 0f2), to je pro ,predepsané
natoceni® podpor se zadanymi silami misto momenti mame nasledujici tvar:

7D (uz) = {Duz(0), Dus(L)} = {a, a}},
W (uz) = {D3uz(0), DPus(L)} = {03, ak},

nebo pii uziti ,mechanického® zapisu misto tfetich derivaci mame

{T(07), (L)} = {1°,T"}.
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Obrazek 4: Kombinované okrajové podminky II. — Dirichlet a Neumann

— smiSené: a) klasické Dirichletovy (na ¢asti hranice 0f2, napiiklad v z = 0)
a Neumannovy okrajové podminky (na zbytku hranice 0f2) reprezentujici
v nasi specialni tiidé podminek umoznujicich dekompozici Glohy 2. wvyji-
mecny pripad, tedy pro zadani prihybu a natoceni v x = 0, a zatiZeni
v © = L predepiSeme:

— ,vetknuty konec* (x = 0):
1O (w2 om0 = u2(0) = o, 1M (wa)le=0 = Dua(0) = s,
— volny konec* (x = L):
Y (ug)|aer = iz (nebo M(uy,95) = M),

/y](\?) (u2)|l‘:L = ﬁ/3 (Ilebo T(UQ’ ’(92) e T)

— smiSené: b) kombinované I. typu (prosté podepfeni na ¢asti hranice 0N2)
a kombinované II. typu okrajové podminky (na zbytku hranice 0Q2) repre-
zentujici v nasi specialni tfidé podminek umoznujicich dekompozici tlohy jiz
3. vyjimecny pripad, tedy pro zadani prihybu a kfivosti (momentu) v z = 0,
natoceni a zatizeni v x = L predepiseme:

— ,prosté podepteny konec* (x = 0):
7O (us) =0 = u2(0) = o,
’Y@(W)b:o = D*uy(0) =4y , (nebo M(ug, ;) = Mo),
— ,zatizeny konec s vazanym natoCenim® (r = L):
W (us) o=t = Dus(L) = n ,

%(V?')(Uz)b:L =13, (nebo T'(uy, V) = TL)~

o neklasické okrajove podminky

— okrajové podminky Newtonova typu (reprezentujici pruzné posuvné a na-
tacivé ulozeni) a dané predpisy

Y (ug) + kv (uy) = di3  (nebo T'(ug, ¥2) + kug = T),
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YD (ug) — myD(ug) = Gty (nebo M (ug, ¥) — mDuy = M),

kde koeficienty k,m reprezentuji tuhosti posuvnych a natacivych podpor
(pfesnéji bychom méli psat o kterou ¢ast hranice 0N jde, to je upfesnit
znaceni k = ki), m = m, v = 0, L, ale vSe je zfejmé a k zaméné nemize
dojit), navic z fyzikalnich divodi plati ke, m) > 0, =0, L.

F s T[l:l a M[l:l

“ Py
. '
LY
-
b #
L -
b -
"

ux‘\ u[;:-] ‘?/ DIJ[:]

bl

Obrazek 5.: Newtonovy okrajové podminky

— jednostranné okrajové podminky Newtonova typu (reprezentujici jedno-
stranné pruzné posuvné a natacivé ulozeni), majici za nasledek semikoerci-
vitu tulohy jsou dané predpisy

Y& (ug) + kv O (uF) = s (nebo T(ug, ¥,) + kud = T)7
Y& (D*us) — my D (uy) = s (nebo M(uz,95) — mDuy = M),

kde u3 (Dus ) znadi kladnou (zapornou) ¢ast hodnoty funkce (derivace).

Ti] M|
i, -

R

Obrazek 6.: Newtonovy jednostranné okrajové podminky

-

Dumg

— okrajové podminky Signoriniho typu reprezentujici jednostranné vertikalni
posunuti (prihyby) (pro dvojici (T'(ug, J2), us) a homogenni pfipad, to je pro
us(z) > (), h(z) = 0, ¢ =0, L)

Y O(ug) >0, 4P (up) <0, P (uz) . v (ug) =0,
nebo v podrobném zapisu
u(0) >0, T(0%) <0, wy(0).7T(0%) =0,
un(L) >0, T(L7) <0, us(L).T(L") =0,

— okrajové podminky Signoriniho typu reprezentujici jednostranné natoceni
(pro dvojici (M (u), Dus) homogenni pfipad, to je pro Dus(xz) < h(x),
h(z) =0,z =0, L)

YWD (ug) <0, P (u2) >0, P (us) . vV(uz) =0,
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nebo v podrobném zapisu

Dus(0) <0, M(0*) >0,
Dup(L) <0, M(L") >0, Dus(L). M(L) =0

3 -I-[I:I + M[!]
L, . . >
fx) Crux]

Obrézek 7.: Signoriniho jednostranné okrajové podminky
— modely tFeni: a) — nejdiive uvedeme formulaci podminek reprezentujicich
posuvné podpory s ,,danym tuhym tienim“, to je predpis vzajemného vztahu

dvojice (T'(ug,V2), us)
|7 (uz,92)(0%)] < T4, !T( Ua)(

To|uz(L)| +T(U2ﬂ92)( )Uz(L) 0,

L7 <1,
)

kde 7; € R, 7; > 0, i = 1,2 jsou dané maximalni hodnoty odpovidajicich

reakci pro posuvné tieni.
— modely t¥eni: b) — nyni uvedeme formulaci podminek reprezentujicich na-
)

tacivé podpory s ,,dangm tuhym tfenim*, to je pfedpis pro (M (us, J3), Dus)
[M(uz,92)(07)[ < My, |M(uz,92)(L7)] < M,
My Dus(0)] — M(utz, 95)(0%) Dty (0) = 0,
M| Dug(L)| = M (ug, ¥2)(L™)Dus(L) = 0,

kde M; € R, M; > 0, ¢ = 1,2 jsou dané maximalni hodnoty odpovidajicich

reakci pro natacivé treni.
i
.

T LE

T

M,

=

__MI

-4

Obrazek 8.: Okrajové podminky pro ,dané tuhé“ tieni
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— modely tfeni: c) — formulace podminek reprezentujicich jednostranné po-

suvné podpory s ,,dangm tuhym tfenim* pro dvojici (T'(u), us)

T(u27192>(0+) € (_7370)7 T(u%ﬁ?)( ) € ( 7570)7
71|U2(0)| + T(Ug, 192)(0+)U2<O> 0
Tolua(L)| + T'(uz, ¥2)(L™ )ua(L)" =0,
a odpovidajici varianta pro natoceni, to je
modely t¥eni: d) — formulace podminek reprezentujicich jednostranné na-
tacivé podpory s ,,dangm tuhym t¥enim* pro dvojici (M (ug, ), Dus)
M (ug,92)(0%) € (0, M1),  M(uz,92)(L7) € (0, M),
Mi[Duz(0)] — M (uz,92)(07)(Duz(0))~ =0,
M| Dus(L)| = M (uz, U2)(L7)(Dua(L))” =0,

jejich znazornéni je uvedeno na nasledujicim obrazku.

i T A M
-------------- ) M,
n Du
o S — M,

Obrazek 9.: Okrajové podminky pro jednostranné ,dané tuhé“ tieni
modely tfeni: e) — nakonec uvddime a jen pro ilustraci schema okrajovych
podminek pro tzv. pruzné posuvné a natacivé tieni, jez je jistym zobecné-
nim Newtonovych okrajovych podminek zahrnujicich omezeni na velikosti
odpovidajicich reakci.

T &k

4,

"

S fr e — T _MI

Obrazek 10: Okrajové podminky pro ,dané pruzné“ treni
vyjimeéné kombinace okrajovych podminek: budou tvofeny témi speci-
alnimi kombinacemi pfedchozich typi okrajovych podminek, jez také jesté
umozni naslednou dekompozici svazané ulohy. Tedy v nasi t¥idé specialnich
okrajovych podminek nyni (jak vyplyne z dal$i analyzy, uvadime zde jen
vycet typt podminek) zbyvaji pouze nasledujici tii typy:
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4. vyjimecny pripad — ziejmeé jde o zobecnéni 1. vyjimec¢ného pripadu daného
prostym podepfenim, kde nyni uvolnime vazbu na prihyb (to je nyni pre-
depiseme kombinaci neklasickych podminek Newtonova typu pro pruznou
posuvnou podporu a klasickych Neumannovych podminek):

— ,,pruzné podeprené konce*:
Y (ug) + kv O (uy) = Gt (nebo T(ug, ¥2) + kuy = T) |

— ,momentové zatizeni na koncich“:

~

%(3)(112) = Uy (nebo M(ug, ) = M);

a ziejmeé také dalsi

5. vyjimeény pripad — zfejmé jde o zobecnéni 2. vyjimecéného piipadu (pie-
depisujeme smisené neklasické Newtonovy (misto klasickych Dirichletovych)
a klasické Neumannovy podminky):

— ,pruzné vetknuty konec* v x = 0:
Y (uz)lao + k7 (u2) om0 = @3 (mebo T(07) + kuz(0) = 17) ,
Y (Ug) |a—o — mAYD ()| a0 = 43 (nebo M(0) + mDuy(0) = M°) |
— ,volny zatizeny konec* v x = L:
YD (U)|per = 4F  (nebo M(L7) = MP) |

VO (u)|,op = @k (nebo T(L™) = ).

a nasleduje posledni z elementarnich moznosti redukce tulohy dekompozici
operatoru ¢tvrtého radu, to je

6. vyjimecny pripad — ziejmeé jde o ptimé zobecnéni 3. vyjimecného piipadu
(pfedepisujeme smisené zobecnéni kombinovanych podminek typu II., to je
neklasické Newtonovy (misto klasickych Dirichletovych) a klasické Neuman-
novy podminky):

— ,pruzné posuvné podepfeni s momentovym zatizenim® v x = 0:
Y (ug) oo + kYO (ug) oo = 43 (nebo T(0F) + kuy(0) = T°) |

Y@ (ug)|amo = 49 (nebo M(0T) = MO) :

— ,pruzné natoceni se zatizenim“ v x = L:
VO ()] gmr, — myY D (ug) | e, = 45 (nebo M(L™) —mDuy(L) = M*)

’y](v?’)(u)|$:L = 0% (nebo T(L™) = TL)
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— smiSené: Ponévadz, jak 1ze podrobnym rozborem jednotlivych situaci ovérit
(viz také déle), zadna dalsi kombinace jednotlivych typt okrajovych podmi-
nek na hranici 0€ situaci s Fesitelnosti odpovidajici ilohy oproti zde uvede-
nym variantdm nezhorsi, nebudeme se v této praci dalsimi moznymi kom-
binacemi zminénych typa zabyvat.

Jiz z geometrického znazornéni uvedenych jednotlivych typt okrajovych pod-
minek (viz obrazky 1.-10.) lze pozorovat vzajemné souvislosti mezi nékterymi
okrajovymi podminkami. Naptiklad grafy Dirichletovych a Neumannovych okra-
jovych podminek jsou zfejmé limitnimi ptipady grafi pro Newtonovy okrajové
podminky (Dirichletovy pro k, m — oo, Neumannovy pro k, m — 0), zndzornéni
Signoriniho okrajovych podminek mtizeme vnimat jako limitni pfipad znazor-
néni jednostranych okrajovych podminek Newtonova typu, jez zase mohou byt
odvozeny z bilateralnich Newtonovych podminek, znazornéni modelt pruzného
¢i tuhého tfeni mohou byt odvozeny z limitnich pfechodi Newtonovych okrajo-
vych podminek s omezenim na pienos sil, atd. Podrobné matematické dokazovani
téchto souvislosti ponechame stranou, jednotlivé pripady budou samostatné a po-
drobné analyzovany v dalSich ¢astech této prace.

Jednotlivé definice klasickych formulaci a feseni vSech studovanych tloh s vyse
uvedenymi typy okrajovych podminek zde nebudeme z divodi strucnosti uvadeét,
v dalsim se zaméifime pouze na modelové typy — rovnice a nerovnice — studo-
vanych tloh a jejich zobecnéné formulace (a odpovidajici definice zobecnénych,
to je slabych Feseni). Z metodickych divodi vSak zformulujeme, a pouze pro ilu-
straci, jeden prototyp definice klasické formulace a klasického feseni pro upravené
a zjednodusené Fidici rovnice a modelové okrajové podminky (viz [12]). Tedy bez
dalsich podrobnosti a s vyuzitim aparatu abstraktnich funkei (viz napiiklad [7])
nyni prejdeme k nésledujici definici proni z modelovych uloh.

Definice 1 Predpokladejme, ze

{g. 7} €[C(Q) x CQN, qa={q @} 7={r,r}

je dana ctverice spojitych abstraktnich funkci. Nech  uq, o, 191, 9, € R2 jsou
dané dvojice ¢isel, §20, M € R, a ¥g1 = Jo1(2), Vo2 = Jo2(z) jsou dané funkee.
Potom ctverice abstraktnich funkci

{H{u, ug}, {01,021} = {{ua (), ua (D)}, {01 (1), Do) 3}, t e

pro niz plati

C(Q) nCV(I; ¢V ()
)N C“)(I C(Q)) x
(0,7); Q) N C(Q)

{{ug, ug}, {01,0,}} € C(I; CP(Q) N
x C(I; Q) N CcP((0, L)) n CH(Q
x CW((0,7); CP(Q) N C () x CI(

X

)
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a takova, ze plati

D*9y — ay 191 + a1 299 — asDy(Duy) + 11 = ay Dy v Q,

D0y — ago¥s — ag 191 + agDy(D?*ug) + 1o = a1 Dy v Q,

D?uy — aDVY, = ¢ v Q,

D*uy + aD*95 = ¢ v Q,

() Y(ur) = by, ’Y(O)(Uz) = Uy, Y(V1) = {91, Y(V2) = {92 na I,
YD (uy) = 899 na {0} x I,
’}/1(\72)(1,62) = M, na {L} x I,

U = 190,1, Vg = 190,2 v {1y

se nazyva klasickym FeSenim modelové tlohy pro vetknuty nosnik (na konci = 0)
v ramci linearizované teorie svazané termopruznosti.

Poznamka 2 Oznaceni 7y a v, v predchozi definici znac¢i zminény Dirichlettv a
Neumanntiv operétor stop (viz napiiklad [2] a pfedchozi poznamku 1.).

Poznamka 3 Dana data @; = {4, ), Ui 1}, @ = 1,2 reprezentuji dané horizon-
talni (i = 1) a vertikalni (¢ = 2) posunuti konctt nosniku (pro i = 2 jde o dané
poklesy podpor), zatimco 9; = {@i,(o),”&i,m}, i = 1,2 reprezentuji predepsanou
teplotu (i = 1) a jeji gradient (i = 2) na koncich nosniku. Zadané funkce Jg 1, Jg 2
reprezentuji poc¢atecni hodnoty teploty a jejiho gradientu v nosniku a 53 je danéa
hodnota natoceni konce z = 0 zatimco M reprezentuje velikost predepsaného
momentového zatizeni v x = L.

Predlozena kombinace typt okrajovych podminek v predchozi definici je podle
presvédcéeni a znalosti autora prace nejjednodussi mozna kombinace klasickych
okrajovych podminek, ktera jesté garantuje, ze tiloha ztistane svazanou.

Pokud jde o situaci s neklasickymi okrajovymi podminkami, jako jsou napft.
jednostranné okrajové podminky, podminky se tfenim, nebo podminky svazu-
jici u; a v; na hranici, je situace komplikovanéjsi a bude podrobné analyzovana
v dal$im.

Poznamka 4 Nakonec jesté pfipomerime, Ze vSechny ¢tyfi rovnice v tloze (P,)
jsou vzajemné svazany. Pivod jejich svazanosti je vSak rizny: svazujici ¢leny
asDy(Duy) a asDy(D*uy) pochazi pfimo z rovnice energie, zatimco ¢leny a; ;1;,
1,7 = 1,2 maji svlij ptivod v dimenzionalni redukci a Newtonovych okrajovych
podminkach volné vymeény tepla na povrchu ptvodniho télesa. Posledni svazanost
v rovnicich (1)—(4), to je ¢leny v rovnicich (3) a (4) pochéazi z Duhamelova—
Neumannova zakona (pro podrobnosti viz [3] a [16]).

Jak jiz bylo feceno, analogicky lze postupovat pii definici klasického Teseni i
pro ostatni typy okrajovych podminek: staci upravit jen pozadavek na hladkost
funkei {{uy,us}, {91,92}} a upfesnit tvar jejich predpisu na hranici 0f2.
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2.2 Zobecnéné formulace modelovych tuloh

Jak je velmi dobte znamo, klasické feseni tlohy nemusi existovat dokonce ani pro
velmi standardni a praktické problémy, a to vzhledem k silnym omezenim jak
na hladkosti feSeni, tak i hladkosti zadavanych dat alohy (materidlové funkce),
zatizeni, teplotni zdroje, atd. Proto, abychom dostatecné rozsirili tfidu tloh ma-
jicich v né€jakém rozumném smyslu feseni, potfebujeme zavést novy, podstatné
obecnéjsi, ale stale ,vhodny“ pojem feseni tilohy.

7 vyse uvedenych divodi budeme definovat v této ¢asti prace pojem tzv. zo-
becnéného (v literatufe nékdy nazyvaného slabého, ¢asto také varia¢niho) feseni.
Za tim ucelem zavadime nejdiive vhodné prostory funkci a pak pomocné formy
umoznujici cely zapis nové formulace prevést na formalné , jednotny“ tvar. Tedy
definujme pouzivany aparat a oznaceni.

Linearni prostory kinematicky pfipustnych komponent vektorové funkce U, to
je funkce U = U (t) = {{u1,us2},{V1,Y2}}(t) (pro pevné t € I) budou obecné
vzdy splinovat nasledujici inkluze

Hy(Q) SV CHY(Q), HXQ) SV CHXQ), Hi(Q)CU CH(Q),i=12

a pro kazdou jednotlivou modelovou tlohu bude vzdy upfesnén jejich konkrétni
tvar, napfiklad pro v pfedchozim formulovanou tlohu (P,) je volime nasledovné

Vi=HMNQ), Vo=V, U =HNQ), U =HXQ),
V ={ve Hy(Q)nH*Q) | v(Dv) = 0},

kde H*(Q), HY(Q),k = 1,2 znadi standardni Sobolevovy prostory funkei (viz
napf. [1] nebo [5]). Uvedend volba prostoru V, odpovidajici tloze (P,), neumoz-
niuje dekompozici tlohy (viz napf. [12]), proto v nasledujicich tlohach bude tvar
prostoru ménén, nejéastéji bude definovan jako V = Hy(2) N H?(Q).

Odpovidajici prostor funkci s konecnou energii je tvoren kartezskym souci-
nem pfislusnych prostoru testovacich funkci a obecné (tedy i pro (P,)) ma tvar
H=YV1 X Vy XUy X Us.

Pro formulace tloh s jednostrannymi okrajovymi podminkami Signoriniho typu,
predepsanymi (z divodt strucnosti a bez omezeni na ziskané vysledky) pouze
pro druhou slozku funkce U, definujeme opét modelovou konvexni mnozinu XC
kinematicky pripustnych prithyba nasledujicim predpisem

K={V e€H|ux(xr) >0, Dug(z) <0, x=0,L}

a pro ulohy s okrajovymi podminkami (pro stejnou slozku) modelujicimi ,,dané“
tieni zavddime konvexni funkciondly j,7; : H — R, i = 1,...,4 definované
predpisy

4
j(V)= Zj,-(V) proV € H,
i=1

kde jednotlivé funkcionély j; : H — R! jsou pro dané ,tuhé“ tfeni dany vztahy
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(schema jejich pribéhu véetné subgradientu je zndzornéno na nésledujicich ob-
rézcich)
1(V) = Ti[w2(0)],  j2(V) = Tafva(L)],
J3(V) = Mu[Dua(0)], ja(V') = Ma|Dua(L)],

kde 7;, M; > 0,4 = 1, 2 jsou hodnoty daného tfeni odpovidajici svislému posunuti
(prihybu) a natéceni podpor.
&

Jl-.l F

I ajhl

L

— q:
Obrazek 11.1.: Potencial a subgradient pro ,,dané tuhé“ posuvné tfeni
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Obrazek 11.2.: Potencial a subgradient pro ,,dané tuhé“ natacivé tieni

Pro variantu predchozich podminek umoznujici také odlehnuti od podpor, zava-
dime podminky jednostranného ,tuhého® tfeni, jez je zfejmé dano nasledujicimi
vztahy (viz také schemata jejich znédzornéni na obrézcich)

Ji (V) =Ti(v2(0))", 5 (V) = Ta(va(L)) T,
Js (V) = My(Dvy(0))~,  js (V) = Ma(Dva(L))™.

o j,_l -~ Ejl-,l
ul —

) l:_'l_l'I u

L

Obr. 12.1.: Potenciél a subgradient pro jednostranné ,dané tuhé“ posuvné treni
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Obr. 12.2.: Potenciél a subgradient pro jednostranné ,dané tuhé“ natacivé treni

Pro zobecnénou (slabou) formulaci tlohy budeme dale potfebovat nasledujici
pomocné bilineérni formy definované na H*(Q) x H*(Q) pro k = 2 a k = 1
predpisy

a?(u,v) = (D'u, D) 1,0) = /QDiu(x)Div(x)dx u,v € H(Q), i=0,1,2

b(0,1) = (DY, M)y = [ DI@)(x)dz .y € H(Q)

a nakonec definujeme hrani¢ni bilinearni formy reprezentujici ve slabé formulaci
vliv okrajovych podminek Newtonova typu

R (u,0) [= (ku, v)ry00)] = [keu(@)o(@)],
R (u,v) [= (mDu, Dv)p,00)] = [me)Du(z)Du(x)]§,
a pro vektorové funkce definujeme
HIO(U, V) = D (uy, v,), HM(U, V) = h™) (uy, vy),
kdyz schema jejich potencidlu a priibéhu gradientu je na nasledujicich obrazcich
T, T &i
kL

| =t
=

Obrazek 13.1.: Potencial a jeho gradient pro pruzné posuvné ulozeni
i EJ

E j“ "

miCu)?
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Obrazek 13.2.: Potencial a jeho gradient pro pruzné natacivé ulozeni
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Jejich nelinearni analogie pro jednostranné pruzné podpory ziskame naptiklad
derivovanim odpovidajiciho potencidlu, tedy pro zahrnuti jednostrannych New-
tonovych okrajovych podminek do slabé formulace tlohy budeme definovat od-
povidajici formy ve tvaru

R (w,0) [= (kut,v) 0] = [keu(e) o))
R (u,0) [= (m(Du)™, Dv)raea)] = [me(Du(z))Do(2)ly
a opét pro vektorové funkce definujeme
HTNU, V)= h T (ug,v5),  HMOU, V) = B (ug, vy),

odpovidajici schéma je znazornéno na obrazcich

+

L jl e aj-r

Obrazek 14.1.: Potencial a jeho subgradient pro jednostranné pruzné posuvné ulozeni
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Obrazek 14.2.: Potencial a jeho subgradient pro jednostranné pruzné natacivé ulozeni

Vysledné bilinearni formy definované na H x H a reprezentujici deformacni
energii pro osové u¢inky (stretching), ohybové t¢inky (bending) a rtizné piispévky
od svazanosti mezi slozkami U

As(U, V) = —aW (uy,v1) + aW (91, m) + a11a® (91, m1) pro U,V € H,
AB(Ua V) = a(2)(u2, 02) + a(l)(192,772) + @2,261(0)(192, 772) proU,V €H,

Bs(U,V) = ai1(V1,m) o) — a2 (uy, Dny) proU,V € H,
Bs(U, V) = a1 (¥, n2) 1,(0) + aza® (ug, 15) proU,V € H,
Bo(U,V) = —a12a V2, m) + ag1a® (91, 12) proU,V € H,
Cs(U,V)=ab(V,v) proU,V € H,

Cs(U,V) = aaD (0, vy) proU,V € H,
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kde jsme pouzili nasledujiciho oznaceni
U = {{u17u2}7 {7-917792}}7 U; € Via 191 € z/{ia 1= 17 2
V = {{v,va}, {m,me}}, vi € Vi, ;i €U, i=1,2
a nyni definujeme
AU, V)=A,U,V)+ A;(U,V) proU,V € H,
BU,V)=B,U,V)+Bs(U,V)+B.(U,V) proU,V € H,
CU,V)=Cs(U,V)+Cs(U,V) proU,V €H,

Nakonec definujeme spojitou (jak se snadno ukéze) linearni formu na H odpo-
vidajici potencidlni energii vnéjsich sil, jez ma pro ulohu (P,) tvar (v ostatnich
pripadech se zméni podle typu okrajovych podminek a jejich ptrispévku k poten-
cialni energii)

2 2 X
FV)=> (qivi)a + D> _(ri,¥i)@ + M - Dv(0) proV € H,
i=1 i=1
kde (.,.)@) a (., ) (1) znaci parujici dualitu na V() x V) ald(;) x U (pro podrobnosti
viz naptiklad [8]).

Nyni méme vSe piipraveno k definici pojmu zobecnéného (slabého) feseni pro
prvni modelovou tlohu (P,), jejiz klasickd fomulace byla definovana v ptredcho-
zim odstavci. Poznamenejme, Ze nasledujici zobecnéna formulace ulohy (P,) je
typickym predstavitelem tloh majicich tvar linedrni variacni rovnice.

Definice 2 Predpokladejme, Ze je dana ¢tvefice abstraktnich funkci
{q,v} € Ly(1; Vi x V3) x Lo(I; U] x US)
predstavujici zatizeni a teplotni zdroje, a dvojice readlnych funkci
Yo = {01,002} € La2(2) x La(£2)

predstavujicich pocatecni podminku. Nech  dale U = ﬁ(t) je dana abstraktni
funkce U(t) € HY(Q) x H2(Q) x HY(Q) x HY(Q) s.v. t € I a takova, Ze stopy
funkénich hodnot jejich komponent jsou dény pomoci @ (t), @s(t), 91 (t), Do(t)
€ R? a stopa prvni derivace uy vz = 0 vztahem 8,0(t) € RY; nech , dale M(t) €
R! reprezentuje dany ohybovy moment v 2 = L. Potom abstraktni funkci U =
U(t) : I — H takovou, Ze pro ni plati

U € Ly(I; H) NAC(I; V1 x Vs x [Lo(Q)]?) (5)
DU € Ly(I; V) x Vy x [La(Q)]?) (6)
(P0,030U)(0) = {1,002} v C(I; L2(S2)) (7)
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a takovou, ze spliiuje
/A dt—/C —U@W)dt +

+/IB(DtU(t),V( Ndt = [ FV(0) - O@)dt WV € Ly(IiH) (8)

nazveme zobecnénym (slabym) feSenim prvni modelové tlohy (P,) pro jedno-
stranné vetknuty nosnik.

Pro tiplnost a z metodickych diivodii uvedeme jesté obecnéjsi variantu predchozi
formulace (pfi podrobné&jsi analyze 1ze nahlédnout, Ze tato obecnéjsi formulace v
sobé obsahuje jednak pfedchozi a jednak i dalsi formulace, tyto lze ziskat riznymi
limitnimi pfechody koeficienti posuvnych a nata¢ivych tuhosti k,m — o00,0). Z
metodickych divodi je vSak vhodné jednotlivé typy rozliSovat a studovat samo-
statné. Tedy dalsi vyznamna typické formulace tlohy majici tvar linedrni variacni
rovnice je uloha reprezentujici zadani okrajovych podminek Newtonova typu, jez
se ve formulaci projevi zahrnutim také hrani¢nich bilinearnich forem h” a B a
je definovana nasledujicim zapisem.

Definice 3 Predpoklddejme, Ze je opét dana c¢tvefice abstraktnich funkeci
{a,7} € Lo(I; V) x V) x Lo(L; Uy x Us)

a dvojice realnych funkci 9y = {Ug1, P02} € La(2) x La(£2).

Nech , U = U(t) je dana abstraktni funkce U (t) € H'(Q) x () x H'(Q) x H'(Q)
s.v. t € I a takova, Ze stopy funkénich hodnot jejich komponent (s vyjimkou
druhé) jsou dany pomoci ity (t), 91(t), 9a(t) € R2? a nech, MO(t), ML(t), TO(t),
TE(t), € RY, st € I, a kO, kX, m®, mE > 0, jsou dané tuhosti posuvngch a
natacivych podpor. Potom abstraktni funkci U = U(t) : I — H takovou, Ze pro
ni plati

U € Ly(I;H) N AC(I; V1 x Vy x [La(2)]?) (9)
DU € Ly(I; Vy x Vs x [La(Q)]?) (10)
(P(0707374)U)(0) = {190’17190’2} \% O(I, LQ(Q)) (11)

a takovou, ze spliuje
/I.A(U(t), Vi(t) — U(t)) dt — /IC(U(t), V() -U(®)),dt+
+ [HOWH), V) - Ow)de+ / HODU (1), V(1) - U (1)) dt +

+/IB(DtU(t>aV() ))dt = /f Ut))dt VYV € Ly(I;H) (12)

nazveme zobecnénym (slabym) feSenim ,rozsirené varianty“ prvni modelové ulohy
(Pnew) s Newtonovymi okrajovymi podminkami pro prihybovou funkei us.
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Poznamka 5 Zadané okrajové podminky v pfedchozi definici predstavuji lohy
ohybu termopruzného nosniku na pruznych posuvnych i natacivych podporach
s predepsanymi pusunutimi v ose nosniku a se zadanymi okrajovymi teplotami.

Toto zadani si ziejmé vynuti zménu ve druhé slozce prostoru ‘H funkci s konec-
nou energii, tedy prostor V, definujeme pro tuto tilohu nasledovné: V, = H?(Q).
Funkcional F se lisi od funkcionalu F z predchozi definice zahrnutim (standard-
nim zptisobem) danych zatizeni MO(t), ME(t), T°(t), T (t) v pruzngch podpo-
rach.

Ztejmé okrajové podminky na ostatni komponenty abstraktni funkce U lze volit
také i jingm zptsobem neZ v predchozi defnici, a charakter tlohy (jak uvidime z
dalsiho rozboru) se nezméni.

Poznamka 6 Newtonovy okrajové podminky predstavuji pruzné posuvné a na-
tacivé podpory s danymi tuhostmi k), k), m@), m@) = 0, jeZ maji stejné
vlastnosti pro tlakové i tahové namahani.

Tyto podminky lze zfejmym zplisobem dale zobecnit a to tak, ze mizeme uva-
zovat rozdilné tuhosti pro tahové aktivity, napiiklad k(JB), k(JrL), mz{)), mer) a tlakové
aktivity k:(_o), k‘(—L), Moy> ML) nebo rozdilné tuhosti pruzin pro kladné a zaporné
vychylky:.

Charakter odpovidajici formulace je zfejmy a bude mit podobu nelinearni vari-
a¢ni rovnice druhé modelové tlohy (viz dale), s tim Ze hrani¢ni ¢leny budou roz-
liSovat znaménka vysledného prihybu. Schema odpovidajicich okrajovych pod-
minek je uvedeno na nasledujicich obrazcich.

T Tl

Obrazek 15.: Zobecnéné Newtonovy okrajové podminky

Zcela analogicky zavedeme dalsi definice pro zbyvajici modelové pripady, jez
vsak maji vysledny tvar odlisny nez je linearni variac¢ni rovnice.

Nejdrive uvedeme jednoduché zobecnéni piredchozi tlohy ve tvaru linearni vari-
acni rovnice uzitim jednostrannych Newtonovych podminek (alespoii na hodnoty
komponenty 1y nebo na jeji derivaci a alespon na jednom konci nosniku).

Poznamka 7 Na tomto misté je vhodné poznamenat, Ze predchozi i nasledujici
formulace spolu velmi tzce souvisi. Opét je totiz mozné analyzami predchozi
formulace, zapsané ovsem pro ,oboustranné“ Newtonovy podminky, to je pro
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rtizné hodnoty koeficienti k;+ k& ( ( 1 Koy Ky Moy M1y, @ limitnimi

)
prechody naptiklad pro k:+ — 0, k+ — 0, ng) — 0, mZFL) — 0 a zavedenim
oznaceni k) = k:(_o), ki) = /{;(L M) = M),
okrajové podminky pruzného podepieni.

Plati také obracené tvrzeni: slozenim dvou formulaci pro jednostranné pruzné
podepreni s opacnou orientaci dostaneme bilateralni Newtonovy okrajové pod-
minky:.

0y ML) = My, ziskat jednostranné

Tedy s vyuzitim piedchoziho znaceni a s omezenim na homogenni (z dtivodu
jednoduchosti zapisu) ostatni okrajové podminky mtzeme formulovat nasledujici
definici.

Definice 4 Predpokladejme, Ze je opét dana cCtvefice abstraktnich funkci
{q, 7} € Lo(L; V7 x V35) x Lo(L; U] x U)
a dvojice redlnych funkci
Vo = {Vo1,P02} € La2(2) X Ly(Q)

predstavujicich pocateéni podminku, a nech, ky, k), my, m) = 0, jsou dané
tuhosti posuvnych a natacivych podpor. Potom abstraktni funkci U = U(t) :
1 — "H takovou, Ze pro ni plati

U € Ly(I; H) N AC(I; Vy X Vy X [L2(Q)]2) (13)
DU € Ly(I; V1 x Vy x [La(Q)]?) (14)
(P0039U)(0) = {1,002} v C(I; La(2)) (15)

a takovou, ze spliuje

ﬁAU@, ﬁ—/c (1)) dt +

+/H(T+)(U(t),V(t))dt+/H(M_)(U(t),V(t))dtJr

+/B DU, V(1)) dt = /]—" )dt VYV € Ly(I;H) (16)

nazveme zobecnénym (slabym) feSenim druhé modelové tlohy (Ppyey,+) s jedno-
strannymi Newtonovymi okrajovymi podminkami pro prihybovou funkei wu,.

Poznamka 8 Zadani homogennich okrajovych podminek v ptfedchozi definici
znaci zadani dlohy ohybu termopruzného nosniku na jednostrannych pruznych
posuvnych i natacivych podporach a to jak bez vnéjsich silovych i momento-
vych zatizeni v téchto podporach, tak i bez predepsanych osovych posunuti a
s nulovymi okrajovymi teplotami. Toto zadani si opét vynuti zménu v definici
prostoru ‘H funkci s kone¢nou energii pro tuto tlohu, tedy jednotlivé komponenty
V1, Uy, Us, zlistanou stejné a prostor Vs definujeme pro tuto tlohu nasledovné

Vo = HZ(R).
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Dalsim vzorovym modelem pro nase analyzy je treti modelovd uloha majici tvar
v literatufe (alespori pro stacionarni ptipady) ¢asto nazyvany variacéni nerovnice
prvniho druhu (viz napfiklad [9]). Tato formulace odpovida uZiti jednostran-
nych (,,tuhych“, namisto ,,pruznych®, jako tomu bylo pro Newtonovy podminky v
predchozi definici) okrajovych podminek Signoriniho typu pro prihybovou funkeci
v klasické formulaci. To ma za nasledek zuZeni linedrniho prostoru testovacich
funkci ‘H na konvexni mnozinu kinematicky piipustnych funkci K. Pokud sou-
casné predepiSeme ostatni okrajové podminky stejné jako v predchozi definici,
to je zvolime stabilni homogenni okrajové podminky, bude mit prostor funkci s
konecnou energii opét tvar H = V; X Vo XUy X Us, kde pro jednotlivé komponenty
plati Vi = H}(Q), Vo = H*(Q), U; = H} (), i = 1,2. Tedy definujeme

Definice 5 Nech  je dana c¢tverice abstraktnich a dvojice realnych funkeci
{q1, 02,71, 72} € Lo(L; [La(Q)]"), {910, P20} € [La(Q)]%.
Potom abstraktni funkci U = U (t) : I — H pro niz plati
U < Ly(I;K)NAC(I; V1 x Vy x [La(Q)]?), (17)
DU € Ly(I; V) X Vi x [La(Q)]), (18)
P0034U(0) = {0h,92}(0) = {0,020} (v O(I;[La(Q)])), (19)

a takovou, ze spliuje

/IA(U(t), V)~ U@ dt+ [ cU@), V() —U®))dt +

+ /I B(DU(), V(t) - U(t)) dt > /1 F(V()—U®)dt VYV € Ly(I;K) (20)

nazveme zobecnénym FeSenim tieti modelové tlohy (Ps) s jednostrannymi okra-
jovymi podminkami Signoriniho typu pro prithybovou funkci us.

Zbyva posledni, to je ¢tvrta modelova tloha zahrnujici vliv tfeni v podporéach
odpovidajici prithybové funkci. Pro jednoduchost se zde omezime jen na tzv.
dané ,tuhé“ tieni, pro jiné, obecnéjsi modely viz napiiklad [13]. Pokud uvazujeme
stejné jako v predchozi definici ostatni okrajové podminky jako stabilni a homo-
genni, bude prostor funkci s kone¢nou energii dan vztahem H = V; X Vo x U7 X Us,
kde opét V) = H}(Q), Vo = H?(Q), U; = HE (), i = 1,2. Tedy miZeme zavést
nasledujici definici, pro stacionarni tlohy nékdy nazyvanou varia¢ni nerovnici

2. druhu (viz [9]).
Definice 6 Nech  je dana c¢tvetice abstraktnich a dvojice redlnych funkci

{a1,q2,71, 72} € Lo(I; [Lo(Q)]Y), {010,020} € [L2(Q))°
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Potom abstraktni funkci U = U(t) : I — H pro niz plati
U € Ly(I;K) N AC(I; Vy x Vs x [Ly(Q)]), (21)
DU € Ly(I; V1 x Vy x [La(Q)]?), (22)
P0,030U(0) = {91,92}(0) = {10,920} (v O(I;[L2(Q)]%)), (23)

a takovou, ze spliuje

/IA(U(t), V() —U(t)) dt + /IC(U(t), V() — U(t)) dt +

+/Ij(V(t))dt—/Ij(U(t))dH—/IB(DtU(t),V(t) —U@)dt >
> /I FVI) —U®)dt YV € Ly(I; H) (24)

se nazyva zobecnénym TeSenim ¢tvrté modelové ulohy (Pg) s danym ,tuhym*
tfenim na prithybovou funnkci us.

Je ztejmé, ze k uvedenym prototyptim modelovych tloh lze definovat nejriznéjsi
zobecnéni a to pomoci rtiznych variant zde uvedenych ¢i dalsich typi okrajovych
podminek.

Poznamka 9 Pokud v pfedchozi formulaci (Pr) vezmeme misto funckionala j;
v definici j nésledujici funkcionély

]z(V) = k(x)(v2<x))27 =12 2=00L
§i(V)) = m@y(Dus())?, i=3,4, x=0,L

prejde tloha (Pz) na tlohu (Pyey) a to v diisledku diferencovatelnosti funkcionélia
Jiyt=1,23 4.

Zcela analogicky pfejde tato tloha (Pz) na v pfedchozim formulovanou tlohu
(Pnew+ ), pokud za funkcionély j; v definici funckiondlu j vezmeme funkcionaly
4 a j; definované predpisy

it (V) = k@y(v3 ()%, i=1,2, 2=0,L
§i (V) = m(Dvy (z))?, i=3,4, =0,L.

Tedy tloha (Pr) reprezentuje v tomto piipadé lohu s jednostrannym ,, pruznym
danym* tienim vymezenym velikostmi daného tieni k), m) > 0, x =0, L a jak
je vidét, je ekvivalentni s diive formulovanou tlohou (Ppye,+) s jednostrannymi
pruznymi podporami o tuhostech k), m) > 0, z = 0, L. Ditkaz tohoto tvrzeni
opét snadno plyne z diferencovatelnosti funkcionalt j;", i = 1,2 a j; , i = 3,4.

Uvedené vztahy mezi tlohami plati ovSem jen v dtsledku diferencovatelnosti
funkcionalu j;, pokud maji ,,jen“ obecny tvar (napiiklad jsou konvexni a nedife-
rencovatelné) nelze evoluéni nerovnici v tloze (Pr) dale zjednodusit.
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2.3 Zjednoduseni modelovych tuloh

Ridici rovnice (1)—(4) pro studovanou t¥idu modelovych tiloh tvoif soustavu &ty¥
vzajemné svazanych rovnic. Kontrolou jejich odvozeni a v dusledku zavedenych
predpokladi 1ze snadno zjistit, ze k jejich podstatnému zjednoduseni staci uci-
nit jeden, s ohledem na praktické pouziti vysledného modelu, velmi smysluplny
predpoklad: staci totiz predpokladat, ze okolni prostiedi obklopujici nas modelovy
nosnik (desku) ma stejné fyzikalni vlastnosti pod i nad nosnikem (deskou). Tedy
vezmeme-li navic v tvahu jiz ucinény predpoklad o homogennim a isotropnim
materialu vySetfovaného nosniku (desky), dostavame se k situaci, kdy koeficienty
ap, g vyjadrujici chovani materialu pti volné vymeéné tepla na hornim i dolnim
povrchu s okolim nabyvaji stejnych hodnot, tedy plati

ap = g = Q.

V tomto pripadé se svazany systém ctyf rovnic rozpadne na dva jednodussi
systémy pro dvé rovnice (zfejmé rovnice (1) a (2) jiz nebudou vzéjemné svazany
pres teploty v; a Uy), jez vSak ztistanou i nadale svazané prostiednictvim de-
formacnich a teplotnich veli¢in. Tyto nové a jednodussi systémy umozni oddélit
chovani nosniku v ose a kolmo k ose, a popisuji tak dva samostatné jevy, které
se v literatufe nazyvaji ,stretching effect (osové naméhani) a ,bending effect®
(ohybové namahéni). Tedy ptvodni soustava Fidicich rovnic (1) — (4) se rozlozi
do dvou vzajemné nezavislych nasledujici soustav:

— stretching effect (osové tGéinky)

82’191 2a Fao 82u1 : 8’[91

02 D TP T ama T T Y (25)
9 9 9
o (EHaxm) — —(aBH,) = (26)

— bending effect (ohybové u¢niky)

82192 12 6 Fao 82 8U2 = 8’192
_ (== — Fo = @—0 2

827 <H2+k;H>ﬁ2 9%32(675)”2 “or (27)

0? 0? 0?

axQ (EJa 2 ) O a2 (OéEJigg) = QQ, (28)

kde jsme uzili nasledujiciho oznaceni
x 6a
Tl—T’l—l—kiH(ﬁh—l-ﬁd) 7“2:7“2—|—kH2(19h—29d)

Vzhledem k tomu, Ze problematika spojenda s feSitelnosti prvni soustavy je
zcela analogicka k problematice feSitelnosti tloh svazané termopruznosti druhého
fadu jejichz fesitelnosti byla vénovana v literatufe znaéné pozornost (pro piehled
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literatury a komentéafe viz naptiklad [12] a [16], atd.) a pokud je ndm zndmo,
nelze ji nijak vyrazné dale zjednodusit, nebudeme se ji v dalsim jiz zabyvat a
soustfedime svoji pozornost zcela na analyzu tlohy ¢tvrtého fadu, to je na analyzu
ohybovych ucinki.

Pro tplnost uvedeme na tomto misté tvar zobecnéné formulace po dekompo-
zici obou u¢inkt, a to jen pro jednu z tloh definovanych v ptfedchozi kapitole.
U ostatnich tloh jiz nebudeme déle osové naméahani (stretching effect) formulo-
vat ani analyzovat a v dalSich ¢astech predkladané prace se zamérime pouze na
podrobné studium tloh reprezentujicich pouze ohybové ucinky.

Jestlize tedy predpokladame o, = ay = @ a zamérim-li se na ilustraci si-
tuace pro jednostranné okrajové podminky Signoriniho typu pro prihybovou
funkci, potom lze napiiklad treti modelovou tulohu (Ps) rozlozit do dvou vzé-
jemné nezavislych tloh, to je (Ps) rozlozime na tlohu (P5¥) a tlohu (PZe).
Potom misto tlohy svazané termopruznosti (Ps) pro ¢tvefici neznamych funkei
U = {{u1,uz}, {¥1, 92} } madme dvé navzajem nezavislé tilohy svizané termopruz-
nosti pro néasledujici dvojice funkci U1 = {u1, 91} a Uy = {us, ¥} (kde testovaci
funkce znacime V; = {v;,n;}, i = 1,2):

— tiloha svdzané termopruznosti pro osové ucinky (P5)

/IAS(Ul(t),Vl(t))dt + /]CS(Ul(t),Vl(t))dt +

+ /I Bs(D:U4(t), V(1)) dt — /I Fo(Vi(t)dt WV, € Lo(I; Hs)
— tiloha svdzané termopruznosti pro ohybové tcinky (PIem)

/IAB(Ug(t), Vio(t) — Us(t)) dt + /]CB(UQ(t), Vio(t) — Us(t)) dt +
+/IBB(DtU2(t),V2(t)—U2(t))dt > /I]-"B(Vg(t)—Ug(t))dt VVy e Ly(1;KCs) ,

kde bilinearni formy As, Bs, Cs, Az, Bs, Cs a linearni formy Fs, Fjz jsou od-
povidajici ¢asti forem A, B, C a F, zatimco Hs, Ky jsou odpovidajici restrikce
H, K odpovidajici osovym a ohybovym téinkd (podrobnosti pro jiné formulace
popisujici ohybové t¢inky budou uvedeny v dal$im).

Poznamenejme jesté, Ze tloha (P5¥) ma tvar pouze variacni rovnice vzhle-
dem k linearité prostoru testovacich funkci Hs zatimco (PF") ma tvar va-
ria¢ni nerovnice v dusledku omezeni mnoziny kinematicky pfipustnych funkci
Ky = P(0727074)(IC). Pokud bychom opustili stabilni homogenni okrajové podminky
v tiloze (PS') a predepsali napiiklad jednostranné podminky Signoriniho typu i
na osové posunuti nebo teploty, méla by i tiloha (P5%") tvar varia¢ni nerovnice.

Zcela analogicky pristup miize byt pouzit i pro ostatni modelové tlohy defi-
nované v predchozi kapitole, abychom ziskaly obdobné zjednoduseni a rozpad
soustavy vzhledem k materidlovym vlastnostem.
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3 Resitelnost modelovych tloh

Vzhledem k vytcenym cilim této prace se dale budeme podrobnéji zabyvat jen
ulohami, jejichz zobecnéné formulace maji tvar evoluc¢nich nelinearnich variac¢nich
rovnic nebo varia¢nich nerovnic 1. a 2. druhu.

3.1 Poznamka k reSitelnosti prvni modelové ulohy

Pomérné komplikovany ptipad alohy (P,), to je linedrni evoluéni variaéni rovnice,
jez nemtze byt dale vyznamné zjednodusena metodou faktorizace, je podrobné
analyzovan v [12] a v souvislostech s Tesitelnosti zde studované t¥idy tloh také v
[16], neni tedy potiebné dale uvadét podrobnosti k metodé dikazu jeji Fesitelnosti.
Uvedeme jen nékolik poznamek k feSitelnosti tlohy, jez vznikne zobecnénim tlohy
(P,) pii uziti Newtonovych okrajovych podminek, tj. Glohy (Pyey)-

3.2 Resitelnost ,,rozsirené varianty* prvni modelové tilohy

Jak lze ukazat, formulace tlohy (Pyew) s Newtonovymi okrajovymi podminkami
v sobé zahrnuje celou tfidu dalSich tloh, jez jsou jejimi specialnimi piipady a
mohou byt ziskdny z tlohy (Ppew) vhodnymi manipulacemi s pruznymi posuv-
nymi a natacivymi tuhostmi k), k), m(0), M) = 0, to je se zvétsovanim nebo
zmensovanim jejich hodnot.

Napfiiklad v [12] podrobné analyzovanou tlohu (P,) dostaneme z tlohy (Ppyey)
nasledujicimi limitnimi prechody

k), M) — 00, k) — o0, mr) — 0.

Zcela analogicky, viz také poznamka 7., 1ze ze zobecnéného zapisu (I5New) ulohy
(Pnew) rozlisujiciho tuhosti pfenésSejici tahova a tlakova naméhani, ziskat limit-
nimi pfechody tlohu (Pye,+) pro jednostranné Newtonovy okrajové podminky.
Tedy pro

+ + + -
k(o) — 0, k(L) — 0, m(O) — O, m(L) — 0
dostaneme z (Pyeq) tlohu (Pyeyt ).

To je vsak druha modelova tloha, jez po omezeni na ohybové tcinky v sobé
také zahrnuje tfeti modelovou tlohu pro okrajové podminky Signoriniho typu. K
ditkazu tohoto tvrzeni staci vzit v ivahu predchozi a nasledujici limitni pfechody

k(o) — 00, k(L) — 00, Mg — 00, Mgy — 0.

Vidime, Ze k ditkazu Fesitelnosti tlohy (Ppyey), nebo jeji jednodussi formy, to
je tlohy (Pyeyw) s Newtonovymi okrajovymi podminkami bychom mohli uzit ob-
dobny postup realizovany v [12] pfi dikazu Fesitelnosti ulohy (P,), jen pfislusné
vypocty a odhady by musely nyni zahrnout i vliv hrani¢nich ¢lent. Z dtvodu
strucnosti tento diikaz zde neuvadime.
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3.3 Dekompozice modelovych tloh

Ptipomenme, ze nékteré typy okrajovych podminek hraji pii analyze tloh ¢tvr-
tého tadu zcela vyjimecnou roli. Umoznuji totiz rozlozit tlohu ¢tvrtého radu
na dvé dlohy druhého tadu, coz byva mnohem prijemnéjsi pro techniku feseni.
Pokud se vsak pohybujeme v matematické teorii svazané termopruznosti pro nos-
niky nebo desky, lze timto zptisobem pro vybranou tiidu okrajovych podminek
dosahnout mnohem vice nez jen snizeni fadu fesené tlohy, ale také transformaci
svazané ulohy v tilohu nesvazanou.

Hlavni idea takového postupu je (v [12], [16] a [17]) ukadzana na piikladé repre-
zentujici prosté podeptfeny nosnik (viz klasické okrajové podminky Dirichletova
typu kombinované s podminkami Neumannova typu), kdy tloha ¢tvrtého fadu
pro prihybovou funkci mtze byt ekvivalentné preformulovana na dvé Dirichle-
tovy tlohy druhého fadu (viz [12]). Stejného postupu (se stejnym vysledkem
pokud jde o dekompozici) 1ze uzit i pro jednostranné vetknuty nosnik s volnym
koncem, to je pro ulohu ¢tvrtého radu se smisenymi okrajovymi podminkami
Dirichletova (na jednom konci) a Neumannova typu (na druhém konci), viz [16]
a [17] pro pfesnou formulaci, jez mize byt ekvivalentné preformulovéna na dvé
Cauchyovy tlohy druhého fadu. Poslednim zédkladnim typem takové tulohy je pri-
pad smisenych kombinovanych okrajovych podminek, to je podminky prostého
podepreni na jednom konci a podminky s vazanym natocenim na druhém konci.
Potom tlohu ¢tvrtého fadu lze ekvivalentné preformulovat na dvé smisené tlohy
druhého radu.

Dalsi tfi typy okrajovych podminek a jejich kombinaci umoznujicich dekom-
pozici tlohy predstavuji pfirozené zobecnéni prvnich tii typt podpor (prosté
podepfeni a vetknuti) o pruzné podpory Newtonova typu. Tim je vycerpano Sest
pripadu (t¥i zakladni a tii jejich zobecnéni), které jsme ve vyctu uvazovanych
okrajovych podminek nazvali vyjimecnymi pripady, viz také [17].

Motivovani predchozimi moznostmi dekompozice tiloh s uvedenymi okrajovymi
podminkami typu vyjimecné pripady, 1ze cely postup zobecnit a ukazat, ze exis-
tuje celd, dostatecné siroka tfida okrajovych podminek, které za jistych, doda-
tecnych podminek dekompozice, umoznuji vynuceni realizace okrajovych podmi-
nek predchoziho typu a tedy umoznujicich transformaci svazané tlohy na tilohu
jednodussi, nesvazanou. V semikoercivnich pfipadech mohou hrat roli podmi-
nek dekompozice naptiklad podminky fesSitelnosti tlohy, to je podminky které
v nékterych ptripadech budou garantovat existenci a jednoznac¢nost feseni budou
i podminkami dekompozice umoznujicimi rozpad svazané tulohy. Je ziejmé, Ze
predlozena analyza muze byt velmi prospésna pii feseni praktickych problémii:
zda se vyrazné jednodussi pocitat postupné dvé nesvazané tlohy nez jednu tlohu
se svazanymi proménnymi (oba problémy maji zfejmé stejny pocet diskrétnich
proménnych).

V nasledujicim se budeme zabyvat pouze témi vzorovymi modelovymi tlohami,
jez s vyuzitim rozpadu soustavy v disledku materidlovych predpokladt umoznuji
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studovat pouze ohybové namahani nosniku (desky) a pomoci dodate¢nych pod-
minek vynutit jak dekompozici svazané soustavy tak i zajistit jeji fesSitelnost. Zde
vychédzime z praci [12], [16] a navazujeme na [17].

3.3.1 Specialni pripady okrajovych podminek

V préci [17] je problematika uziti metody faktorizace ilustrovana na vyse zminé-
nych Sesti tlohach. Stru¢né pripominame, ze vzorova modelovd uloha umoznujici
dekompozici svazané tlohy ¢tvrtého fadu na dvé nesvazané ulohy druhého fadu
ma tvar

D*u + aD?*9 = q v (Q,

a1 DY = D*9 — a9 + asD:D*u+1r v Q,

7O (u) =, ’y](VQ)(M) =M, y(¥) = Ynal,
Y= 190 na Q07

(Epp

kde a u, f{‘}, M jsou predepsané vertikalni poklesy podpor, predepsané teploty a
zadané ohybové momenty na koncich nosniku.

Uzitim metody faktorizace (viz [12], [16] a [17]), miZeme ptvodni svazanou
ulohu ¢tvrtého fadu (P,,) ekvivalentné pfeformulovat na tii vzadjemné svizané
ulohy druhého fadu pro nezndmou trojici funkei { M, u, 9} a z nové soustavy tii
tiloh mtizeme eliminaci ¢lenu azD; D?u z tlohy (Py) ziskat vzdjemnd nesvazanou
soustavu dvou tiloh druhého fadu. Tvrzeni o FeSitelnosti tlohy (PJ¢"), jejiz zobec-
nénou formulaci ziskdme dosazenim za prostor kinematicky pripustnych posunuti
V prostor definovany vztahem H?(Q2) N H!(Q), je uvedeno v nasledujici véts.

Véta 1 Predpokladejme, Ze jsou ddany funkce {q,r} € V*X Lo(2). Potom existuje
jediné zobecnéné fesend dlohy (PD").

Dtikaz véty spociva, jak snadno vyplyva z predchoziho, na dekompozici tilohy a
postupném feseni nejdiive tllohy vedeni tepla a potom tlohy pruznosti se zadanym
teplotnim polem. Pro existenci a jednoznac¢nost feseni tlohy pruznosti vyuzijeme
tvrzeni, Ze ||D*ul|,q) tvoil na V = H?(Q) N H}(Q) normu a to ekvivalentni se
standardni normou na H?(Q).

3.3.2 Dekompozice a resitelnost druhé modelové alohy

O fesitelnosti druhé modelové tlohy vyznacujici se pouze semikoercivni bilinearni
formou (vyskyt pouze druhych derivaci a disledek uziti pouze jednostrannych
okrajovych podminek) bude rozhodovat moznost formulace dodateénych podmi-
nek resitelnosti. Pfipomenme vsak, Zze se zde a vSude v dalsi zabyvame pouze
ohybovou variantou kazdé tlohy, to je nyni ohybovou variantou druhé modelové
tilohy, to je ulohou (PZe. ).

ewt
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Ukéazeme, Ze v tomto v pfipadé (a také v nésledujicich pfipadech) se podminky
fesitelnosti stavaji soucasné podminkami dekompozice ve smyslu pfedchozi po-
znamky. Snadno lze totiz nahlédnout, Ze v téchto specialnich ptipadech si pod-
minky TeSitelnosti vynuti realizaci nékterého z vyjimecénych pripadi. V tomto
konkrétnim pripadé vynuti podminky fesitelnosti realizaci podminek pruzného
posuvného podepfeni, to je podminek z 4. vyjimecného pfipadu a tedy tlohu
bude mozno transformovat na nesvazanou, jez bude mit pravé jedno feseni. Pres-
néji o situaci vypovida nasledujici tvrzeni.

Véta 2 Nutnd podminka pro existenci resent ulohy (Pﬁ:&) ma tvar

0> {qgt),L—z), 0>{qa(t),x), q(t) € La2(Q), sv.te,

zatimco postacujici podminka pro existenci a jednoznacnost resent, a pro dekom-

pozici dlohy (PE".) maji stejny tvar, ale s ostrou nerovnosti, to je

0> (qa2t), L —1x), 0> {(qt), ), ¢t) € Ly(), sv. tel.

Dtikaz tohoto tvrzeni zde nebudeme provadét, z matematického hlediska je zcela
analogicky postupu uvedeném pfi ditkazu nasledujiciho tvrzeni o fesitelnosti tfeti
modelové ulohy.

3.3.3 Dekompozice a resSitelnost treti modelové tlohy

Porovnanim tfeti a pfedchozi druhé modelové tlohy vidime, Ze nyni jde o specialni
pripad jednostranného pruzného posuvného podepfeni, to je o limitni piipad, kdy
tuhosti jednostrannych pruznych podpor rostou nade vSechny meze az se stanou
dokonale tuhé, kdy reprezentuji jednostranné Signoriniho okrajové podminky.
Pro feseni treti modelové tlohy s okrajovymi podminkami Signoriniho typu mi-
zeme postupovat zcela analogicky jako v pfedchozim ptipadé. Opét fesime pouze
tilohu (P5¢") a opét je tato tiloha pouze semikoercivni, nosnik (deskovy pas) mé,
jak snadno vidime, ponechany dva stupné volnosti (viz déle) a je tedy nutné
formulovat dodatecné podminky Tesitelnosti zajis ujici existenci, pripadné i jed-
noznacnost feseni.
Pro tfeti modelovou tlohu tedy plati nasledujici tvrzeni.

Vé&ta 3 Nutnd podminka pro existenci feseni ilohy (P2") md tvar
02>(qt), L—x), 02>(qt),z), @¢t)€ L), svtel,

zatimco postacujici podminka pro existenci a jednoznacnost, a pro dekompozici
dlohy (PB°™) maji stejny tvar, ale s ostrou nerovnosti, to je

0> (gt),L—2x), 0> {(qt),x), @) € L2(), sv.tel.
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Poznamka 10 Driive nez pristoupime k dikazu tvrzeni véty poznamenejme, Ze
podminky dekompozice jsou v tomto ptripadé vynuceny podminkami feSitelnosti
tilohy (PBem). To znamena, 7e pii splnéni podminek Fesitelnosti mizZe byt loha
transformovana na modelovou tlohu umoznujici dekompozici, to je na tlohu
s okrajovymi podminkami prosté podepieného nosniku (1. vyjimeény piipad)
a tedy i jednozna¢né feSena (viz Véta 1 nebo také [12]).

Linearni prostor ,tuhych“ posunuti a kinematicky pripustnych posunuti maji
v tomto pripadé tvar

R=P! V,=H*Q).

a ponévadz je
RNV, =P,

a charakter okrajovych podminek nebrani volnému pohybu nosniku, je tloha
pouze semikoercivni.

Nyni mtizeme prejit k dikazu predchozi véty:

— Nutnost podminky pro existenci je ihned vidét, staci totiz vhodné dosadit za
testovaci funkce kombinaci feseni a linearnich funkei patiicich do K.

— Pro diikaz postacitelnosti podminky pouzijeme nasledujici neortogonalni roz-
klad prostoru V, = H?(), tedy

V, =V 4Pl V=H(Q)NH Q)
a definici nové normy || Du||1,(q) jeZ je ekvivalentni se standardni normou ||ul| s, q)
na V (viz napt. [12]).
3.3.4 Dekompozice a Fesitelnost ¢tvrté modelové alohy

Také tato tloha skryvéa fadu moznosti a variant. Z divodl jednoduchosti a pre-
hlednosti se pfi diskusi o Fesitelnosti posledni modelové tlohy (Pr) omezime na
dva elementarni ptipady obsazené ve formulaci (Pr), pfi¢emz jednu z dalsich moz-
nych variant, vyzadujici vSak jiny typ podminek nac¢rtneme v dalS$im odstavci.

a) Nejdfive vezmeme elementarni modelovou tlohu, kterou oznacime (Pf;”) a
ziskdme z ulohy (Pr) uzitim nasledujicich dat a limitniho prechodu

M=M; e RN, T, 00, T,=0 My=0.
Linearni prostor virtualnich posunuti mé v tomto pripadé tvar
Vs = {vy € H*(Q) | v2(0) = 0}
a konvexni funkcional reprezentujici praci tfeni je dan predpisem
J(V) = js(V)) = M|Duvy(0)].

Potom plati nasledujici tvrzeni:
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Véta 4 Nutnd podminka pro existenci resent ulohy (Pf;") ma tvar

M(t) > |/Qq2(t,x)xdx|, wt) € Ly(Q), sv.tel,

zatimco postacujict podminka pro existenci a jednoznacnost, a pro dekompozici
ulohy (Pf;”) ma stejny tvar, ale s ostrou nerovnosti, to je

M(t) > \/qu(t,x)xdﬂ, o) € Ly(Q), sw. tel.

Poznamka 11 Také v tomto elementarnim pripadeé je ziejmé podminka dekom-
pozice vynucena postacujici podminkou fesitelnosti tilohy (Pf;"). Tedy tuloha
muze byt transformovana na tlohu nazvanou v predchozim druhjym vyjime¢nym
pripadem a potom dekomponovana.

Linearni prostor piipustnych ,tuhych* posunuti méa tvar

RN Vg — Pé,
kde Py = {p € P*{p(0) = 0}.

Diikaz nutnosti podminky ve vété je opét ziejmy a stejné jako v predchozim
jej ziskame vhodnym vybérem testovaci funkce typu feseni plus libovolné zvoleny
polynom p € P{.

K dikazu postacitelnosti pouzijeme variantu Friedrichsovy nerovnosti a definici
nové, ekvivalentni normy na V, kde V je ddn neortogonalnim rozkladem prostoru

Vo = {vy € H*(Q) | v2(0) = 0}, tedy

Vo=V +Pj, V={veH Q)] 1y(0) =0, Duy(0) =0}.
b) Druhym elementarnim pfipadem, na kterém budeme ilustrovat dekompozici

a Fesitelnost tlohy s danym tfenim (Pz) bude tloha oznacend jako (Pf;"), jenz
je definovana nasledujicimi daty

7—1, ,]5 € (R1)+, M, = 0, My = 0.

Odpovidajici definice prostoru virtualnich posunuti a funkcionélt reprezentuji-
cich praci tfeni jsou nasledujici

Vy = H*(Q),

(V) = Z:ji(V), 1(V) =Tilua(0)], j2(V) = Taofva(L)].

Pro tuto formulaci tlohy se tfenim plati nasledujici tvrzeni:
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Véta 5 Nutne podminky pro existenci resent ulohy (Pf;”) maji tvar
Tz [ga(t),1 —x/L)], Tp = [{qo(t), 2/ L)],  qo(t) € Lo(), sv.tel,

zatimco postacujici podminky pro existence, jednoznacnost a také dekompozici
ulohy (PT_B;”) mohou byt napsdny v analogickém tvaru, ale s ostrymi nerovnostmi,
to je

T > |(q(t),1 —x/L)|, To> [{(qg2t),x/L)|, qa(t) € La2(2), sv.tel.

Poznamka 12 Piestoze Glohy (PF") a (PJ"), maji zcela odlisny pvod i cha-
rakter jsou podminky dekompozice opét i v tomto piipadé vynuceny postacujicimi
podminkami pro existenci feseni tilohy.

Uloha (Pf;") muze totiz byt pii splnéni uvedenych podminek transformovéana
na tulohu nazvanou 1. vyjimecny pripad, poté dekomponovana a jednoznacné
feSena.

Ovsem podminky feSitelnosti i dekompozice maji v obou pfipadech zcela roz-
dilny mechanicky vyznam. V tloze (P?°") jde o pozadavek na velikost a orientaci
zatizeni, v tloze (PF") zase jde o pozadavek na maximalni hodnoty reakci (v
absolutnim smyslu, bez pozadavku na jejich pfipadny smér), které jsou jesté
schopny prenést zatizeni bez uvedeni systému do pohybu.

Linearni prostor pfipustnych tuhych posunuti méa v tomto piipadé tvar

Vo, NR =P,

coz nas opét upozornuje, s ohledem na typ okrajovych podminek umoznujicich
volny pohyb, na semikoercivitu tlohy.

Dtikaz prvni ¢asti véty je opét ziejmy, staci vzit za odpovidajici slozku testovaci
funkce V' ve formulaci (P£") funkci typu v = u + p, kde p € P'.

Pro ditkaz druhé casti véty, to je pro postacitelnost podminek pouzijeme neor-
togonalni rozklad prostoru

Vo =V+P V=H(Q)NH(Q)

a pouzijeme stejnou definice ekvivalentni normy na V jako v tloze (PBen).

3.4 Varianty modelovych tloh

A7 doposud jsme diskutovali pouze vzorové varianty okrajovych podminek, jez

umoznily transformovat tlohy jednoduchym zptisobem na néktery vyjimecny pri-

pad. Je ziejmé, ze lze volit i jiné, komplikovanéjsi typy okrajovych podminek.

Naznac¢me alespon stru¢né dalsi moznosti:

e napriklad miizeme kombinovat podminky jednostranné Signoriniho typu a pod-
minky daného t¥eni (jednostranného i oboustranného),
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e vSechny uvazované podminky miizeme néjakym zptisobem dale omezit, napfti-
klad pruzné podpory Newtonova typu (jednostranné i oboustranné) mohou byt
omezeny maximalni hodnotou zatizeni, které jsou schopny prenést, atd.,

e mizeme studovat obecnéjsi typy predpist popisujici vztah mezi hodnotami
funkce a jejimi derivacemi na hranici (nelinedrni pruzné podpory, nemonoténni
tfeni odpovidajici nekonvexnimu superpotencialu, viz obrazky 16. a 17., atd.)

e muzeme uvazovat situace, kdy podminky fesitelnosti a podminky dekompozice
jdou proti sobé, to je kdy pozadavek na rozpad a tedy zjednoduseni tilohy ma
opacny charakter nez pozadavek na feSitelnost ulohy.

Pokud jde o posledni zminénou moznost, uvedme dva ilustrujici piiklady.

Uvazujme napftiklad nésledujici variantu ¢tvrté modelové tlohy, to je tlohy s
okrajovymi podminkami reprezentujicimi dané tfeni, kdy mame My = 0. Potom
jeden mozny pozadavek na dekompozici ilohy prostirednictvim jeji transformace
na prvni vyjimecény ptipad by mohl byt zapsan ve tvaru

M(t) < |/QQ2(t,J:)xdx|, o) € Lo(Q), sv.tel,
a soucasné pozadavek na fesitelnost by mél tvar

T > [a(t),1 —2/L)], To>|[{gt), /L), @)ec L(Q), sv.tel

Pokud bychom ve stejné tloze zadali namisto daného posuvného tieni jed-
nostrannou posuvnou podporu Signoriniho typu v x = L, pak pozadavek na
dekompozici i fesitelnost by mohl mit tvar

My(t) < |/Qq2(t,x)xda:\, o) € La(Q), sv.tel,
a soucasné
T > Ug), 1 — /L), 0> (ga(t),2), qult) € Lo(Q), sv.tel,

coz by zajistilo transformaci tlohy opét na prvni vyjimecny pripad.
Nebo v jiné kombinaci bychom mohli pro dekompozici pozadovat

Mit) > | [ @t w)ade], @) € L(Q), sv.tel,
a soucasné
T > [@2(t), 1 —z/L)], 0={(q(t),z), @¢(t)€ L2(R), sv.t€,
coz by umoznilo transformaci tilohy na druhy vyjimecny pripad.

Ziejmeé takto lze dale postupovat a analyzovat nabizené moznosti podle situace
s daty ulohy a pozadavku zadavatele.
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4 Zobecnéni a oteviené problémy

V predlozené praci jsme se zabyvali problematikou fesitelnosti tiloh ¢tvrtého fadu
v ramci linearizované teorie svazané termopruznosti, a to pro formulace modelo-
vych tloh ve tvaru evoluc¢nich nelinearnich variacnich rovnic a nerovnic, véetné
semikoercivnich pripadi. Ukazali jsme pro které typy, pripadné kombinace, okra-
jovych podminek lze tilohy zjednodusit metodou faktorizace, to je dekomponovat
svazany systém na ekvivalentni soustavu tloh druhého fadu a nasledné fesit jako
ulohy nesvazané. Podminky dekompozice byly v nékterych semikoercivnich pii-
padech vynuceny dodatecnymi podminkami feSitelnosti.

Z pohledu matematické analyzy, zde byly formulovany tvrzeni o existenci a
pripadné i jednoznacnosti feseni modelovych tloh a jejich variant pro rtzné typy
okrajovych podminek, véetné podminek umoznujicich dekompozici a zjednodu-
Seni svazané ulohy jeji redukci na tlohu nesvazanou. V této praci vsak byly
vSechny matematické véty omezeny pouze na ty varianty okrajovych podminek
jez odpovidaji prihybové funkci. Ostatni neznamé funkce, posunuti v ose (pfed
zjednoduSenim) a obé teplotni funkce, mély ponechany stejnou okrajovou pod-
minku na hranici ve vSech zde analyzovanych ptipadech. Kontrolou predchozich
tvrzeni i pouzité ditkazové techniky, 1ze snadno nahlédnout, Ze i pro tyto kom-
ponenty nezndmé funkce U lze uzit rtzné dalsi typy okrajovych podminek a
prakticky vSechny zde predlozené vysledky ziistanou v platnosti.

Pokud jde o dalsi zobecnéni uvedenych tvrzeni, je napiiklad mozné opustit
prvni zjednodusujici fyzikalni pfedpoklad o koeficientech vymény tepla na hornim
a dolni povrchu nosniku.

Podstatnéjsiho zobecnéni, pokud jde o realisti¢téjsi vystizeni skutecného cho-
vani podpor, to je o presnéjsi reprezentaci okrajovych podminek v matematickém
modelu tlohy, Ize také dosahnout uvazovanim predpist zachycujicich v jistém
smyslu poruseni materialu, to je skokovou zménu v chovani podpory. Nékteré po-
drobnosti tykajici se formulaci takového predpisu lze nalézt jednak jiz v [10], ale
novéji, véetné numerickych analyz predevsim v [13]. Pro lepsi predstavu o charak-
teru predpisu takovych podminek zde uvedeme schema okrajové podminky (bez
pfesné definice odpovidajicitho superpotencidlu) popisujici jednostrannou pruz-
nou podporu s omezenim prenosu maximéalniho namahéani, a to pro posuvnou i
natacivou podporu, viz obrazky 16. a 17., kde odpovidajici superpotencialy nejsou
ani konvexni ani diferencovatelné a subgradienty ztratili vlastnost monotonicity.

Vysledna formulace tlohy mé v takovém pfipadé tvar evoluéni (vazané) hemiva-
ria¢ni nerovnice a pro jeji numerické feseni je tfeba minimalizovat nediferencova-
telny a nekonvexni funkcional, jak plyne z tvaru superpotencialu reprezentujiciho
danou okrajovou podminku.

Opét 1ze ukazat, ze i v tomto pripadé lze nalézt jistou tfidu okrajovych pod-
minek, kterd i pro formulace tloh ve tvaru evolu¢nich hemivaria¢nich nerovnic
umozni jeji dekompozici a nasledné zjednoduseni, to je feseni tilohy jako nesva-
zané.
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Obr. 16.: Zobecnéné posuvné okrajové podminky; superpotencial a subgradient
a M[u:l

Obr. 17.: Zobecnéné natacivé okrajové podminky; superpotencial a subgradient

Podobné lze postupovat také pfi zobecnovani predpisi pro modelovani treni.
Formulaci studované tlohy lze déle rozsitit o analyzu vlivu podlozi, a to pro
analogické modely podlozi jako byly pfedpisy pro okrajové podminky. Obdobny
pristup lze aplikovat ziejmé i na modelovani konstituc¢nich vztahi, pro jejichz
predpis miize byt pouzit kterykoliv ze vztahi zde uvadénych pro okrajové pod-
minky.

Vysledné tlohy budou potom mit vzdy tvar budto evolu¢ni variacni rovnice
(linedrni i nelinedrni), evolu¢ni variaéni nerovnice nebo také evoluéni (vézané)
hemivariac¢ni nerovnice.
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Abstrakt

V piispévku se zabyvame problematikou Tesitelnosti modelt tenkych
pruznych desek s riznymi typy okrajovych podminek. Uvazujeme jednu
klasickou okrajovou podminku a to Neumannova typu. Dalsi podminky
jsou neklasické, jednd se o podminky se zadanym tuhym tfenim, s jed-
nostrannym posunutim a jednostrannou Newtonovou podminkou na po-
sunuti. Charakteristickym rysem zde uvazovanych tloh je to, Ze vysledna
forma (bilinearni ¢i nelinearni) je semikoercivni. V ¢lanku jsou dokazany
nutné a postacujici podminky pro to, aby existovalo slabé feseni zada-
nych tdloh, déle jsou zde formulovany podminky zarucujici jednoznac¢nost
slabého TeSeni.
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1 Uvod

V prispévku analyzujeme fesitelnost vybranych typt semikoercivnich dloh, které
se mohou vyskytnout pfi matematickém modelovani Kirchhoffova modelu tenké
pruzné desky (pro podrobné odvozeni viz napfiklad [2] nebo [6]). Zabyvame se zde
predevsim neklasickymi okrajovymi podminkami, které se objevuji u problémi
s danym tfenim a jednostrannych tloh.

V prvni ¢asti je uveden priklad znamé tlohy s volnou hranici, majici tvar li-
nearni variacni rovnice, nebot nékteré specialni tilohy s neklasickymi okrajovymi
podminkami lze prevést na TesSitelnost zminéné ilohy, pouze musime predpokla-
dat platnost nékterych dodatec¢nych pozadavki. Dalsi uvedené ulohy budou mit
podobu nelinearni varia¢ni rovnice nebo variac¢ni nerovnice.

Pro uvazované typy semikoercivnich tloh je typické, ze data problému musi
spliiovat dodate¢né podminky Tesitelnosti, které nam zarucuji existenci, pripadné
jednoznacnost, Teseni studované tlohy. Pokud vSak nepozadujeme platnost nut-
nych podminek v ,zesileném® tvaru, ztracime jednoznacnost feseni. Pii dokazo-
vani existence postupujeme vétsinou tak, ze celou tlohu pirevedeme na minima-
lizacni problém a snazime se ukazat koercivitu minimalizovaného funkcionalu,
samoziejmé za splnéni vhodnych podminek fesitelnosti piivodni tlohy. V zavéru
¢lanku ukazujeme, jak lze tento postup tspésné vyuzit pfi feseni nékterych neli-
nearnich rovnic.

2 Oznaceni a pomocny aparat

2.1 Prostory funkci

V dalsim budeme pouzivat nasledujici znaceni. Necht Q C R? je omezena ob-
last s dostate¢né hladkou® hranici I'. Mnozinu vSech lebesgueovsky integrova-
telnych funkei s kvadratem nad  znaéime jako L%*(Q), zavadime zde skalérni
soucin (u,v) 2 = Jou(z)v(z) dz. Symbolem H?(Q) znacime Soboleviiv prostor
funkci, majicich zobecnéné derivace do druhého radu vcetné, jez jsou integrova-
telné s kvadratem (viz napf. [8]), to je

H2(Q) = {v € L}(Q); 8av € LX(Q), 0 < o < 2}.

Pokud vybavime H?(Q2) skalarnim sou¢inem

2

(u,0)2) = Y (Oatt, Oav)12(0),s

|ee]=0

3stacilo by predpoklddat, e hranice je pouze lipschitzovska (viz dalsi diskuzi tykajici se
Greenovy formule)
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tvoii dvojice { H*(Q), (-, -) m2(q) } Hilbertdv prostor s normou [|v|| %2y = (v, v) 2 (q)-
V H?*(Q) je druhé4 seminorma definovana ptedpisem

\U\JZLP(Q) = Z HaavH%Z(Q)

|a|=2
Pro prvek v prostoru H?(Q) miizeme jednoznacné definovat stopu funkce v a
jeji normélové derivace funkce na I', nebot existuje pravé jeden spojity linedrni
operdtor

7= (q0.7) s HA(Q) x H(Q) — L*(T) x L*(T)

takovy, Ze

() =0l nlp) =dp Vo€ C™(Q)
(kde 0,, znad¢i derivaci podle normély v klasickém smyslu), a pro ktery plati odhad
hovlizzw) < cllvllrze),  lnvllea < cllvllpe),

kde ¢ znaci kladnou konstantu zavislou pouze na oblasti {2. Dale definujeme pro-
story

HF(Q) :={v e H*(Q); vov=0nal, yyo=0naTl},

HYA(D) := ~o(H?*(Q)) € L3(T), H¥X(D) := y(H*(Q)) c L*(T).

Duélni prostory k H'/2(T") a H3/?(T") oznacujeme jako H*/2(T') a H—3/%(T).
Uvedeme si jesté nékteré tvary zobecnéné Poincarého nerovnosti

ol < e ([ofe@ + 100l ) (1)

me <c Ww@+WWDmerwmﬁ (2)

||UHH2( (‘U|H2 (v, 1)L2 @ T > (Bav, 1>L2(Q)) (3)
lal=1

podrobnéji viz [8] nebo [11], podstatné je to, Ze pravé strany nerovnosti kromé
¢tverce seminormy na H?() obsahuji soudet ¢tvercii spojitych linedrnich funkci-
onalli, které maji tu vlastnost, ze pokud je nuluje linearni polynom, tak jde
o polynom nulovy. Nerovnost (1) je nékdy v literatufe nazyvana Friedrichsovou
nerovnosti.

2.2 Kirchhoffiv model tenké pruzné desky

Pokud se omeZime pouze na situace, kdy je prihyb u desky (deska je téleso
zaujimajici objem Q x (—h/2,h/2)) dostatecné maly vzhledem k jeji tloustce h
(u(z) << h(z) Yz € Q) a h << diam(Q2), mizeme chovani desky zatiZené pouze
pricnymi silami popsat vhodnou aproximativni teorii zakladajici se na téchto
predpokladech:
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e Nevznikaji zadné deformace ve strednicové plose, tato plocha zistava ne-
utralni béhem ohybu.

e Normaélové napéti o3 lze zanedbat (kde o = (0y;)?;_; je tenzor napéti).

e Body lezici na normalach ke stfednicové plose pred ohybem vytvareji nor-
maly ke stfednicové plose i po deformaci desky.

V linearizované teorii pruznosti mizeme vSechny slozky tenzoru napéti vyjadrit
pomoci priuhybu desky v = u(x1, x2). Pro jednoduchost budeme navic predpokla-
dat, ze material desky je homogenni a izotropni. Za téchto predpokladt funkce u
splniuje linearni parcialni diferencialni rovnici

DA%y = f v Q, (4)

kde A je dvojrozmérny Laplacetv operator, funkce f predstavuje pri¢né zatizeni
desky a D = % je kladna konstanta (pokud je h = h(z) konstantni) nazy-
vand modul ohybové tuhosti (E > 0 je Youngtv modul pruznosti a 0 < pu < 1/2
je Poissoniv soudinitel pficné kontrakce). Rovnice (4) spolu s vhodnymi okra-
jovymi podminkami urcuje okrajovy problém c¢tvrtého fadu s neznamou funkci
(prihybem) wu, pfi dikazu existence, pfipadné jednozna¢nosti Feseni modelové
ulohy vsak podstatné zalezi na typech okrajovych podminek a jejich vztazich
se zadavanymi velicinami. Zakladni fyzikalni veli¢iny, vystupujici pti modelovani
ohybu tenkych desek, definujeme nasledovné:

- ohybovy moment znac¢ime M,,,

M,v = —D[,uAU +(1- ,u)&mv], (5)

- kroutici moment H,,,

H,v=-D(1—p) [—nlngﬁnv + (n% — n%)@lgv + n1n2822v}, (6)

- a posouvajici sily jako T,,

T,v= —D{@n(Av)+(1 —u)@T(—nlnganv—l—(nf —n%)@uv—i—nlng@mv)}, (7)

kde symbolem M, v rozumime ohybovy moment prislusny prithybu v, analogicky
pro H,v a T,v. V naSich itvahach se omezime na analyzu chovani téchto tii veli-
¢in pouze na hranici desky. Poznamenejme, Ze indexem n vyznacujeme zavislost
veli¢iny na normale n = n(x,x2) k dané kiivce 6 (zde se omezime na piipad,
kde kiivka je hranice, tedy # = I'), pokud by byla ¢ast hranice rovnobézné s osou
0z, muzeme napf. M, oznacit jako M,,, nebot n = (1,0), atd.
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2.3 Greenova formule

Nejdiive naznacime odvozeni klasické Greenovy formule pro deskové tlohy. Rov-
nici (4) si ekvivalentné prepiseme jako

Au=fvQ, (8)
kde operator A je definovan jako
A = D[01(0n1 + pds) + 2012((1 = p1)d12) + Ooa(pdr1 + 9a2) . (9)
Dale definujeme bilinearni formu o : H*(Q2) x H?(Q2) — R ptedpisem

o(u,v) = D((anu + 022w, 0110) 120y +
+2(1 — [,L) (algu, 812v)L2(Q) +
+(uo11u + Oxpu, 322U)L2(Q))-

Necht u,v € C*®(Q) a D = 1. Integrujeme formu o (u,v) dvakrat per partes, pak
o(u,v) = (Au, v)r2)— (On(Au), v) 20y — (Mpu, Opv) 20y — (Hpu, 07v) r2ry. (10)
Jestlize by platila rovnost
—(Hpu, 0:0)2ry = —[Hpu(s) v(s)]ser + (0-Hpu, v) 2 (11)
potom mizeme (10) upravit jako
o(u,v) = (Au,v)r2) + (Thu,v) 20y — (Mpu, Onv) r2(r) (12)

(nebot T,u = —0,(Au) + 0. H,u), co« je Greenova formule pro deskové tlohy
v klasickém tvaru a pro hladké funkce. K tomu, aby platilo (11), sta¢i platnost
jednoho z téchto predpokladii:

e Hranice I' je dostatecné hladka na to, aby limita zprava funkce v se rovnala
limité zleva funkce v v kazdém bodé krivky I'.

e V bodech x; kiivky I', ve kterych je kroutici moment H,u nespojity, plati
podminka
lim H,u(x) — lim H,u(z)=0. (13)

+ —
$—>$k xﬂxk

Pokud chceme ziskat Greenovu formuli v obecnéjsim tvaru, uvazujeme prvky
v e HXQ), ue H*(Q,A) = {u € H*Q); Au € L*(Q)}. Podle [7] existuje

k Dirichletovu operatoru stop

v = (y0,m) : H*(Q) x H*(Q) — H'*(T') x H*/*(T)
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pravé jeden spojity linearni operator
6 = (03,02) : H*(Q) x H*(Q) — H™Y*(T') x H=¥/*(I)
(tzv. Neumanniv operator) takovy, ze plati zobecnéna Greenova formule

o(u,v) = (Au, v)r2) + (931, %) L2y + (02w, 110) 2(r), (14)

pokud je oblast {2 dostatecné hladka (tedy aby platila rovnost (11)). Oznacime-li
roz&ifeni operatori M, a T, (viz (5) a (7)) z C*(2) a C3(Q2) na piislusné prostory
stejnymi symboly (tedy

T, : H*(Q) — H V¥,
M, : H*(Q) — H%*(I")),

dostavame 03 = T, a 6o = —M,,. Vzhledem k tomu, Ze operatory M, a T,
lépe demonstruji fyzikalni podstatu modelovaného problému, budeme v dalsim
za Greenovu formuli povazovat rovnost

o(u,v) = (Au,v)r2) + (T, Y0) gr/2(ry — (Mat, Y10) gras2(ry
pro u € H*(Q, A), v € H*(Q),

kde symbol(:, ) yk/2(ry znaci dualitu nad H=*2(T) x H**(T), k=1,3.

Po dosazeni Au = f Greenova formule reprezentuje z fyzikalniho pohledu
princip virtudlnich praci: prdace vnitinich sil o(u,v) je rovna souctu price vy-
konané vnéjsimi silami piisobicimi na plochu desky (f,v)r2) @ na okraj desky
(Thu, Yov) r2ry a prace vykonané momenty sil na okraji desky (Myu, v1v) r2(r).

Poznamenejme, Ze pro formu o plati rovnost

o(v,v) = (1= @)|vlfz) + pllAuli2),

tedy
(1= ol < o(v,v) Vo € HA(Q). (15)

Odtud a z definice formy o snadno plyne, Ze vyraz o(v,v) je nulovy pravé pro
prvky prostoru vSech linedrnich polynomii nad 2 (ktery budeme v dalsim znadit
jako P}(2)), tedy o(v,v) se nuluje pro mal4 tuhé posunuti.*

Ztejmé je forma o spojitd nad prostorem H?(Q) ve smyslu

o (u, )| < ellull ) [vllm2) Va0 € HA(Q),

kde ¢ > 0 je konstanta zavisld pouze na oblasti (2 a konstanté .

*Jestlize € = (e45)} j—; oznacuje tenzor malych deformaci, pak lze ukézat, 7e £;;(v) = 0
pravé, kdy« v = a +b x , a,b € R3, viz [1]. Prvky tvaru a + b x o se nazyvaji mald tuhé
posunuti, zde se omezujeme na 2D-1lohy, tedy malé tuhé posunuti je prvek tvaru a+bxx, a,b €
R? 2z = (21, 22).
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2.4 Variacéni pristup
Necht {V, (-,-)n2(a)} je Hilbertiiv prostor takovy, Ze
H(Q) CV C H*(Q)

a K je neprazdna, konvexni, neomezena a uzaviena podmnozina ve V, to je K C
V. Déle necht je dana symetrické bilinearni forma a : V x V' — R, spojitd na V,
tedy

a(u,v) = a(v,u) Yu,v € V,
a(crug + caug, v) = cra(ug, v) + caa(ug, v) Yey, ¢ € R, Vug, ug, v €'V,

la(u,v)| < c||u||Hz(Q)||v||Hz(Q) Yu,v € V,

F 'V — R je spojity linearni funkcional a j : V' — R je spojity konvexni
funkciondl. Variacéni (linedrni) rovnici nazyvame tlohu

tueV: a(u,v)=F@) YveV, (16)
variacni nerovnict prontho druhu tlohu
tue K: alu,v—u)>Flv—u) YveK, (17)
a variacni nerovnici druhého druhu tlohu
tueV: a(u,v—u)+jw) —ju) > Flv—u) YvoeV. (18)
Jestlize je forma a koercivni nad V, tedy pro néjakou kladnou konstantu ¢ plati
ol < alv,v) VeV, (19)

potom zminéné tlohy maji praveé jedno feseni, jak plyne z véty Lax—Milgramovy
a z vét Lions-Stampacchiovych (pro tlohu (17) postacuje koercivita formy pouze
na mnoziné K).

V aplikacich se vSak také vyskytuji fyzikaln€ smysluplné tlohy, kdy forma a
neni koercivni, ale pouze semikoercivni, tedy kdy existuje kladna konstanta c,
zavisla pouze na oblasti €2, a takova, Ze

clv|Fg) < a(v,v) Yo e V. (20)

V semikoercivnich pfipadech musime nejprve zjistit, zda data tlohy jsou ,rozum-
né“ predepsana, aby viibec mohlo feseni existovat, popripadé, jak zajistit jedno-
znacnost tohoto feseni. Nékdy je vyhodné prevést tyto problémy na tilohy mini-
malizace néjakého funkcionalu, v takovych pripadech vSak potfebujeme predpo-
kladat symetrii formy a. Muzeme ukazat, ze jednotlivé tlohy (17), (18) a (16)
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jsou postupné ekvivalentni minimaliza¢nim problémiim

tueV: Ju) =inf.ey J(v), J(v)= ;a(v,v) — F(v), (21)
meK: Ju)=infux J@), J@) = ;a(v, V) — F(v), (22)
1

tueV: Ju) =inf,ey J(v), JW)= 5@(1},1}) +7(v) = F(v). (23)

O Tesitelnosti téchto tloh plati nasledujici véta (viz [3]).

Véta 1 Necht K je neprdzdnd, konverni, uzaviend a neomezend podmnoZina
Hilbertova prostoru {V, || - [|m2@} a J : V — R je spojity a konvexni funkciondl,
ktery je nad mnozZinou K koercivni,

J(v) = +oo  prov e K takové, «e ||v] gzq) — oo (24)

Potom existuje aspon jedno resent ulohy
tue K: Ju) = Ulglf( J(v). (25)
Jestlize je funkciondl J ryze konvexni, potom md uloha (25) pravé jedno fesent.

Poznamka 1 Tuto vétu lze pouzit pro vSechny tii minimaliza¢ni problémy, v tilo-
héch (22) a (23) uvazujeme mezni pfipad mnoziny K, kdy K = V.

3 Linearni variaéni rovnice

V této casti se budeme zabyvat tlohou fyzikdlné odpovidajici desce, na jejichz
okrajich je pfedepséan pritbéh posouvajici sily a ohybového momentu (deska s vol-
nou hranici), desce jako tuhému télesu jsou tedy ponechény vSechny tii stupné
volnosti. Zadany typ podminek patii mezi nestabilni okrajové podminky, z mate-
matického hlediska jde o Neumannovu tlohu pro operator A. Tiebaze zde uvazu-
jeme typ okrajovych podminek, které se fadi mezi klasické, ma tato tiloha zvlastni
vyznam, nebot nékteré typy tuloh s neklasickymi okrajovymi podminkami lze pfe-
vést na feSeni tohoto problému s dodatecnymi upresnujicimi podminkami.

Poznamka 2 (Klasicka formulace) Pro tuplnost zavedeme pojem klasického
feSeni Neumannova problému, ze kterého je 1épe ziejmé, jaky fyzikalni model zde
uva«ujeme. Pro dané, dostatecné hladké funkce f, g2, g3 hleddme dostatecné hlad-
kou funkei u takovou, Ze spliiuje diferencidlni rovnici (8) a vyhovuje okrajovym
podminkam

M,u = gs naT, (26)
T,u = gsnal. (27)
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Takovou funkci u nazyvame klasické feseni Neumannova problému. Jestlize for-
mélné vynasobime rovnici (8) funkei v a integrujeme tuto rovnost ptes oblast
(2, dostaneme za pouziti Greenovy formule (15) spolu s podminkami (27) a (26)
(formalné) nésledujici tlohu.

Definition 1 (Variaéni formulace) Necht f € L*(Q2) a go, 93 € L*(T'). Defi-
nujeme

V= H2(Q)v (28)
a(u,v) = o(u,v), (29)
F(v) = (f,v)r2(0) + (93, %) 120y — (92, M10) L2(r) (30)

(pro definici o viz (10)). Funkei u vyhovujici tloze
tueV: a(u,v)=Fv) YveV, (31)
nazyvame varia¢ni (slabé) feSeni Neumannova problému.

V dalsim budeme uvazovat mnozinu Py, skladajici se z prvkd nulujicich funk-
ciondl a(p, p) a pat¥icich do prostoru V. Fyzikalné Py pfedstavuje mnozinu kine-
maticky pripustnych malych tuhjch posunuti.

Definition 2 Pro dany prostor V' a formu a definujeme
Py :=VNP(Q)={peV; alp,p) =0} (32)

Lemma 1 Pro V = H?*(Q) dostdvime, Ze Py = Pi(Q) (tedy Py je uzavieny
prostor). Jestlize provedeme ortogondini rozklad prostoru V na Py a P vzhledem
ke skalarnimu soucinu

((u7 U)>H2(Q) = (U, U)LQ(Q) + Z (aaua aO/U)L2(Q)7

|a|=2
potom plati
Pr={veV; (v,1)r2q) = (v,21)12(0) = (v, 22) 12() = 0}
Dikaz viz [4] nebo [11].

Poznamka 3 Vzhledem k tomu, ze pro libovolny prvek p € Py je vyraz o(p, p)
nulovy, neni forma a koercivni na celém prostoru V. Vzhledem k nerovnosti (15)
vidime, Ze forma a je na V pouze semikoercivni. Ukazeme, ze ztrata koercivity
formy a vynucuje formulaci a plnéni dodatecnych predpokladi na data tlohy
nutnych k tomu, aby viibec mélo smysl mluvit o fesitelnosti tlohy (31).
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Lemma 2 (Nutné podminky feSitelnosti) Necht dloha (31) md Teseni. Po-
tom zadan€ funkce f a go, g3 musi splnovat rovnost

F(p)=0 Vpe€ Py, (33)

podrobnéji

| f@)az+ [ ga(s)ar = o,
Jarf@)de + [ aiga()dl — [ m(s)ga(s)ar = o,
/ngf(x) da:—l—/rycggg(s) dF—/an(s)gg(s) dI' = 0.

K diikazu tohoto tvrzeni sta¢i do rovnice (31) dosadit v = p € Py C V a uvédomit
si, ze v Py je baze tvorena prvky 1,1, xo, a pouzit vztahi

V1% = Op; = Ny, 1=1,2

(kde n = (nq,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k I').
Poznamka 4 Poznamenejme, ze fyzikdlné tyto podminky odpovidaji podmin-
kam rovnovahy sil a momenti. Intuitivné ocekavame, ze pfi splnéni téchto pod-
minek Feseni tlohy (31) bude existovat. To také v dalsim dokazeme.
Lemma 3 (Zobecnéna Poicarého nerovnost) Necht Q € C%'. Pak plati

HUHiI?(Q) < C(|Uﬁl2(n)+(% 1)%2(Q)+(U7171)%2(Q)+(U756’2)2L2(Q)) Vv e HZ(Q)7 (34)
kde ¢ je kladnd konstanta zdvisld pouze na oblasti €).

Dukaz Podle [8] staci dokéazat, Ze soustava spojitych linedrnich funkcionalt
Fo:H*(Q) - R, a=0,1,2,

fo(v) (U ]-)Lz(Q)

Fi(v) = (v, 21) 120,

Fa(v) = (v, 22)12(0),

ma tu vlastnost, ze linearni polynom, jenz ji nuluje, mize byt pouze nulovym
polynomem, tedy

Uvazujeme tedy rovnice F,(p) =0, a = 0, 1,2 pro polynom p = ag+a121+asxs :

(ao+arx1+azwa, 1) 2(0)+(ao+a121+a2xs, 1) 12()+(ao+a121+a222, T2) 12(0) = 0,
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tedy
(L, 1D)r2) (1, D)2 (w2, 1)12¢0) | [ a0 0
(1, 21)r2(0) (@1, 21)22(00) (@2, 1) 12 | | @1 | = |0
(1, 22) r2(0) (@1, 22)2(0) (T2, T2)12(00) | | G2 0

Tvrzeni lemmatu nyni plyne z toho, Ze tato soustava nemize mit jiné nez trividlni
FeSeni, nebof matice soustavy je Grammovou matici pro linedrné nezavislé funkce
1,21, zo (kterd je regulérni). O

Lemma 4 Forma a je koercivni nad prostorem Pis.

Diikaz: Z vyjadfeni prostoru Pj: plyne, Ze nerovnost (34) m4 pro prvky prostoru

PL tvar

H/UHJ%IQ(Q) < C‘”ﬁ{%g) Yv € P‘J/_

Z nerovnosti (15) dostavame koercivitu formy a na Py :

1—
[0l 320y < ¢ 5 Ma(v,v) Vv € Py

Lemma 5 (Postaditelnost podminek (33)) Necht funkce f € L*() a gs,
g3 € L*(T') splriugi (33). Potom existuje pravé jedno slabé vesen tlohy (31) patyici
do prostoru Pjr. Libovolnd dvé teseni Neumannovy tlohy na prostoru V se lisi
o prvek prostoru Py a kaZdé takové Teseni u lze odhadnout vztahem

Julloy < (I lzz@ + gzl + lsllzacr) ) (35)
kde c je kladnd konstanta zdvisejici pouze na oblasti €.

Diikaz plyne z pfedchozich tvrzeni (pro podrobnosti dikazu viz [11]), pozname-
nejme pouze, ze V/Py = Pi- a nad Pi je forma a koercivni, pii ditkazu (35)
vyuzivame omezenosti operatoru stop -.

Poznamka 5 (Minimaliza¢ni problém) Uloha nalézt slabé feseni Neuman-
nova problému (31) je ekvivalentni tloze nalezeni minima funkcionéalu

1
J(v) = 50(%”) —(f, U)L2(Q) - (937%0)L2(r) + (92,71U)L2(r)

nad prostorem V. Nad celym prostorem V' je funkcional J semikoercivni, ale na
prostoru Pj- je koercivni.
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4 Elipticka variaéni nerovnice prvniho druhu

Nyni budeme uvazovat tlohou, ktera fyzikalné odpovida desce, jejiz okraj se ne-
miize natocit. Dale je deska na okraji jednostranné podepiend, takze se muze
vychylit pouze na jednu stranu a posouvajici sila 7,, miize byt nenulova pouze
pfi nulové vychylce (tedy na okraji je predepsdna podminka Signoriniho typu
mezi posunutim u a posouvajici silou 7,u). Desce jako tuhému télesu byl tedy
ponechan pouze jeden stupen volnosti. Z divodi jednoduchosti budeme predpo-
kladat homogenni tvar okrajovych podminek, avsak zobecnéni pro nehomogenni
tvar necini jiné nez technické problémy. Uvazovany typ okrajovych podminek jiz
patii mezi neklasické.
Poznamka 6 (Klasicka formulace) Nejprve uvedeme pojem klasického feseni
tohoto problém. Pro danou dostate¢né hladkou funkci f hledame dostatecné hlad-
kou funkei u spliiujici diferenciélni rovnici (8) a vyhovujici okrajovym podminkam
Opu=0nal, (36)
u>0, Tou>0, ul,,u=0naTl. (37)
Takovou funkci u nazyvame klasickym feSenim problému vazanym natocenim a
s jednostrannym posunutim. Podminka (36) vystihuje skutecnost, ze se deska
na okraji nemiZe nato¢it, podminka (37) reprezentuje jiZz zminény vztah mezi
posunutim a posouvajici silou.

Definition 3 (Varia¢ni formulace) Necht f € L?(Q). Definujeme

V ={ve H*Q); ynv=0nal}, (38)
K ={ve H*Q); vv>0nal, yyv=0naTl}, (39)
a(u,v) = o(u,v), (40)
)

F(v) = (f,v)r2)- (41

)
Varia¢nim (slabym) feSenim problému s jednostrannym posunutim nazyvame
funkci v vyhovujici tloze
tue K: alu,v—u)>F(v—u) YveK. (42)

Poznamka 7 Poznamenejme, Ze K je neprazdnd, konvexni, uzaviend a neome-
zend podmnozina ve V, navic K je kuzel s vrcholem v 0. Pfi formalnim odvozeni
nerovnice (42) z klasické formulace vyuZzivame pravé vlastnosti kuzelovosti K,
kdyz nejprve odvodime rovnost

a(u,u) = F(u)

a poté nerovnost

a(u,v) > Fv) YveK

(samoziejmé s pomoci Greenovy formule). Tyto dva vztahy jsou ekvivalentni
nerovnosti (42).
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Pozndmka 8 (Minimaliza&ni problém) Uloha nalézt slabé feseni problému
(42) je ekvivalentni tiloze nalezeni minima funkcionalu

1
J(v) = 50(%“) — (f,v)r2(0) (43)
na mno«iné K.

Poznamka 9 Podobné jako v predchozi ¢asti definujeme mnozinu Py (viz (32))
kinematicky pripustnych malych tuhych posunuti jako

Pk :={p € K; a(p,p) = 0},

ziejmé Px = P1(Q) N K. Opét zjistime, Ze dand forma a je pouze semikoercivni
(stac¢i uvazovat libovolny prvek mnoziny P ), a Ze jsme nuceni formulovat doda-
tecnou podminku zajistujici existenci feSeni - tato podminka fyzikalné odpovida
podmince silové rovnovahy.

Lemma 6 Px = R{, kde Ry oznacuje mnoZinu vsech nezdpornych konstant.

Diikaz plyne z toho, Ze linearni polynom s nulovou normalovou derivaci a s neza-
pornou hodnotou na hranici souvislé oblasti mtize byt pouze nezaporna konstanta.

Lemma 7 (Nutnd podminka FeSitelnosti) Necht dloha (42) md Feseni. Po-
tom funkce f, reprezentujici zatiZeni vnéjsimi silami, musi spliovat podminku

zmﬁzéﬂ@mmmgo Vp € P, (44)

tedy F(1) <0, podrobnéji

/Qf(:c) dz <0.

K dikazu stac¢i, pokud do nerovnice (42) dosadime za prvek v libovolny prvek
p € Pk C K, ztejmé lze kazdy nenulovy prvek mnoziny Py vyjadiit jako kladny
nasobek funkce 1.

Poznamka 10 V dal§im budeme rozlisovat dva ptipady podminky (44):
situaci, kdy plati ostra nerovnost

/f@ﬁm<0 (45)
Q
a situaci, kdy plati rovnost

/Qf(x) dz = 0. (46)

Prvni pfipad, nerovnost (45), zajistuje jednak nenulovou vyslednici povrcho-
vého zatiZeni desky a jednak i jeji ,spravnou“ orientaci (proti jednostrannym
podporam), narozdil od pfipadu rovnosti (46), kdy vyslednice povrchovych sil je
pouze nulova a tedy neni zajistén kontakt mezi deskou a podporami.

Tento fyzikalni nahled si ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce dokazeme.
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Lemma 8 (Postacitelnost podminky (45)) Necht funkce f spliiuje podminku
resitelnosti ve tvaru ostré nerovnosti (45). Potom existuje asporn jedno teSent

ulohy (42).

Podrobné zpracovani diikazu je uvedeno v [5], zde si pouze naznacime zakladni
myslenku, kterou lze ispésné vyuzit i u jinych modelovych tloh. Postup je nasle-
dujici:

(i) Resime ekvivalentni tlohu minimalizace funkcionalu J nad mnozinou K
(viz (43)) a snazime se dokazat koercivitu J na K.

(i) Pro kazdou funkci v € H*(Q) definujeme funkce v a v* piedpisy

/ %U
mes (

v (x) = v(m) U,

ziejmé plati [v]p2) = [v*|p2@), U € R, H*(2) = R+ V (neortogonélni
rozklad).

(iii) Podle zobecnéné Poincarého nerovnosti (2), to je
ol < ep (vl + (ovs Dismy + [nvlliem) Vo € HA(9Q),
kde cp je kladna konstanta zavisla pouze na oblasti {2, plati
10" |20y < cplv*[Fagy, v € K,

nebot (yv*, 1)r2ry = 0 a vyuzivdme toho, ze y,v = 0.

(iv) Pro dostatecné velkd v € H%(Q) plati nerovnost

ol < (vl +7°),
kde ¢ je kladné konstanta zavisla na oblast € a funkci v*, nebot

ol = V" + ) = IV 2@ + 200", D)) + 071Q%

(v) Funkcionél J pro dostatecné velkd v € K odhadneme zdola jako

1- My * —
J(v) 2 ——v e — F(v") = F(l)g >
1- Koy oy * —
25— 20y — 1 E 2@ 10| a20) — F(1)T >
Cp

> cfjv” ||H2 + v,

kde ¢; > 0 a co = —F(1) > 0 (konstanta ¢; je zavisla na funkci v*).
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(vi) Pro v € K, ||v||g2@) — oo roste aspoii jedno z ¢isel |[v*||y2q) a T nade
vSechny meze (viz bod (iv)), tedy i J(v) — +o0. Proto feSeni tlohy (42)
existuje.

Lemma 9 Jestlize existuji dvé a vice Tesent ulohy (42), potom musi funkce f
splriovat podminku (46).

Dukaz Predpokladejme, Ze existuji asponi dvé feseni uy, us € K tlohy (42) (tedy
plati nutnd podminka (44)). Dosazenim do nerovnosti (42) dostavame

a(uy, ug —uy) > Fug —uq)

a(ug, up — ug) > F(ug — ug),
seCtenim obou nerovnic dostavame, ze —a(us — uy, ug —uy) > 0. To podle definice
mnoziny Px znamend, ze kazda dve TeSeni se lisi nejvyse o prvek z Pk,
uy =u1+p, p € Pk.
Z ekvivalence tloh (42) (varia¢ni nerovnice) a (43) (minimalizace funkcionalu)
plyne rovnost hodnot J(u;) = J(us), to je

1 1 1
§a(ul, u) — F(uy) = §a(ul +p,u1+p) — F(us +p) = §a(ul, u) — F(uy) — F(p),

tedy pro funkcional F' musi platit

F(p)zo pEPKyp%Oa
tedy funkce f musi vyhovovat podmince (46). |

Poznamka 11 Jestlize funkce f splituje podminku (45)°, pak podle predchoziho
lemmatu existuje nejvyse jedno feseni tlohy (42). A podle predchozi véty ma tato
uloha aspon jedno feseni. Proto plati:

Véta 2 Jestlize plati podminka (45)ve tvaru ostré nerovnosti, md tuloha (42)
pravé jedno slabé Tesent.

Lemma 10 (Ekvivalentni formulace za predpokladu (46)) Necht plati pod-
minka Tesitelnosti ve tvaru rovnosti (46). Ddle necht w je slabym teSenim po-
mocné tlohyf

o(w,v) = (f,v)r2@) Yv e W :={ve H*(Q); rv=0nal}, (47)

®pro [, f(x)dz > 0 nemé tloha (42) feseni
Skterd ma v klasické formulaci tvar

Aw = f v Q,
Opw = 0nal,
T,w=0nal
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ktere splnuje podminku
/ Yow(s)dl' = 0. (48)
r

Potom existuje slabé teseni u ulohy (42) prave tehdy, kdyz stopa yow funkce w je
omezend zdola s.v. na I'. Pak maji vSechna tesent ulohy (42) tvar

w + ¢, (49)
kde ¢ € R je takovd konstanta, aby platilo, Ze w + ¢ € K, to je
Yow+c>0nal. (50)

Duikaz Pted provedenim dikazu poznamenejme, Ze (46) je nutnou a postacujici
podminkou pro to, aby existovalo slabé feseni pomocné tlohy (47), a Ze slabé
feSeni pomocné tlohy je uréeno jednoznacéné az na konstantu (viz [11]).
(i) Nejprve predpokladejme, Ze u je slabym feSenim tlohy (42). Pak Au = f v Q
a O,u = 0 na I'. Déle podle Greenovy formule a nutné podminky (46) je

0=(f, 12 = (Au,1)12(0) + (Thu, 1),

odkud plyne (T,,u, 1) = 0. A protoze T,u > 0 na I, je T,u = 0 na I'. Definujeme

funkci w jako
1

dr.
mes [’ /1“%u(8)
Pak ziejmé Aw = f v Q, d,w=0nal, T,w=0nal a

/F%w(s) dI' = 0.

Také funkce yyw je omezena zdola.

(ii) Naopak, nyni predpokladejme, Ze w je feSenim (47) takovym, Ze spliiuje (48).
Definujeme funkci u pomoci (49) tak, aby platilo (50) (coz lze vzhledem k ome-
zenosti stopy funkce w zezdola). Pak zfejmé u € K. K tomu, aby u bylo slabym
feSenim tlohy (42), zbyva dokazat nerovnost

w:=u—

o(u,v—u) > (f,v—u)@q VveK.
Ale
o(u,v —u) =oc(w,v—w)=Fv—w)=Fv—u)+ F(c) = F(v—u) + cF(1)

a podle pfedpokladu je F(1) = 0, tedy hledana nerovnost plati dokonce jako
rovnost. O

Poznamka 12 Jak jsme vidéli, v pfipadé platnosti podminky (45) ndm posta-
¢ovalo dokézat koercivitu funkcionalu J nad K, zatimco v druhém piipadé (46)
jsme problém pfevedli na FeSeni ekvivalentni tlohy (47), kterd ma podle [11]
feSeni urceno jednoznacné az na redlnou konstantu, tuto nejednoznacnost zde
odstranime podminkou (48).
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5 Elipticka variaéni nerovnice druhého druhu

V této casti se budeme zabyvat jednoduchou modelovou tlohou, ktera vede na
eliptickou varia¢ni nerovnici druhého druhu. Uvazujeme desku, jejiz okraj se opét
nemuze natocit a je na ném predepsano ,dané tuhé“ treni x omezujici posunuti
v zavislosti na velikosti posouvajici sily 7,,. Tedy, pokud je velikost posouvajici
sily ostie mensi nez dané tfeni, nedochéazi k posunuti okraje desky, teprve az ve-
likost 7}, nabyde dané hodnoty «, dojde k posuvu okraje smérem nahoru ¢i doli,
podle orientace posouvajici sily. Pii takovéto volbé okrajovych podminek je desce
jako tuhému télesu ponechan pouze jeden stupen volnosti. Opét z divodu jedno-
duchosti budeme pfedpokladat homogenni tvar okrajovych podminek. O funkci
k: ' — R, reprezentujici tuhé tfeni, predpoklddame, Ze je na hranici vétsi nebo
rovna nez néjaka kladna konstanta, to je

k(x) > ko > 0s.v.nal.

Poznamka 13 (Klasickd formulace) Pro danou dostateéné hladkou funkei f
hleddme dostate¢né hladkou funkei wu, kterd spliiuje diferencidlni rovnici (8) a
okrajové podminky

Opu=0nal, (51)
|Thu| < Kk, uT,u— klu| = 0nal. (52)

Takovou funkci nazyvame klasickym fesenim problému s ,,danym tuhym* posuv-
nym tfenim. Poznamenejme, Ze okrajovou podminku (52) lze ekvivalentné zapsat
ve tvaru

|Toul <k = u=0narl,
Twu=4+k= u>0nal,
T,u=—-r=—=u<0nal.

Definition 4 (Variaéni formulace) Necht f € L*(Q), k € L>(T), definujeme

V ={ve H*Q); mv=0naTl}, (53)
a(u,v) = o(u,v), (54)
i) = [ K(9)hov(s)] L, (55)
F(v) = (f,v)r20)- (56)

Funkci v nazyvame varia¢nim (slabym) feSenim problému s ,danym tuhym* po-
suvnym tfenim, jestlize vyhovuje tloze

tueV: a(u,v—u)+jw) —ju)>Flv—u) YvelV. (57)



92 Jiti V. HORAK, Petr FIBINGER

Poznamka 14 Pokud chceme formélné odvodit nerovnici (57) z klasické formu-
lace, tak v Greenové formuli vyuzijeme rovnost (T, u,vu) = j(u), kterd plyne
z okrajové podminky (52) a ziskdme rovnost

a(u,u) = —j(u) + F(u).

Z prvni ¢asti podminky (52) dostaneme i nerovnost (T,u,vv) < j(v), odtud a
z Greenovy formule plyne

a(u,v) + j(v) > F(v) Yve V.

Shrnutim téchto dvou vztahti dostaneme nerovnost (57). Podotknéme, Ze varia¢ni
nerovnici zde uvazujeme nad celym prostorem V. nikoliv pouze nad néjakou jeho
vlastni konvexni podmnozinou.

Poznamka 15 (Minimalizaéni problém) Uloha nalézt slabé feseni tlohy (57)
je ekvivalentni tloze nalezeni minima funkcionalu

T(0) = 50(0,0) + [ sls)hov() 4T = (£, )20 (59)

nad prostorem V. Funkciondl J, narozdil od predchozich dvou pripadi, neni kvad-
raticky, ale sestava se ze souctu kvadratické ¢asti %a(v, v)—(f,v)r2(q) a spojitého,
konvexniho, ale nediferencovatelného funkcionalu j(v) = (k, [y0v])2(r)-

Poznamka 16 (Vlastnosti j) Konvexitu a spojitost funkcionalu j lze snadno
oveérit. Stejné tak snadno je vidét, ze j spliiuje rovnost

j(w) =j(-v) VeeV. (59)

Z konvexity j dostavame, ze

i+ w) = (G0t Jw) < 1) + i)
tedy po vynasobeni celé nerovnosti plati
jo4+w)—j) <jw) Yv,weV. (60)
Tuto nerovnost mizeme snadno upravit do tvaru (v = —v a w = w + v)
jw) = jv) <jlv+w) Yo,weV (61)

Poznamka 17 Opét definujeme mnozinu Py (viz (32)) a mizeme ukézat, ze
forma a na V neni koercivni. I v tomto modelu je forma a pouze semikoercivni
(podle nerovnosti (10)) a musime formulovat dodatetnou podminku zajistujici
existenci Feseni (kterd opét fyzikélné odpovida podmince silové rovnovéhy), znovu
si tuto podminku rozlisime na dva pripady.
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Lemma 11 MnozZina kinematicky pripustnych malych tuhych posunuti je v pri-
padé problému s danym tuhym posuvnym trenim tvorena konstantama, tedy

Py =R.

Snadno lze ovérit, ze linedrni polynom s nulovou normalovou derivaci na hranici
souvislé oblasti musi byt konstanta.

Lemma 12 (Nutna podminka Fesitelnosti) Necht dloha (57) mad reseni. Po-
tom ,,dane€“ treni k a funkce f musi spliovat podminku

jp) = [F(p)| Vp e Py,

podrobnéyi

/F/i(s) dr > \/Qf(x) del. (62)

K dikazu staci, pokud do rovnice (57) dosadime za prvek v prvek u+p eV, p €
PVv
ju+p)—ju) > F(p) Vp€ Py

a vyuzijeme vlastnosti (60)

i(p) = j(u+p) = ju).

Tvar (62) dostavame z toho, ze +1,—1 € Py.

Poznamka 18 Jak jsme se jiz zminili, budeme rozliSovat dva piipady (62), os-
trou nerovnost

| /Q f(a)de| < /F k(s)dT (63)

a rovnost

‘/Qf(w) da:’ :/Fka(s) dr (64)

I zde 1ze podminky (63) a (64) fyzikilné interpretovat. Prvni pfipad (63) odpo-
vida situaci, kdy vyslednice daného tfeni na okraji je vétsi nez vyslednice vnéjsiho
zatizeni na povrchu desky, tloha by tedy méla mit prave jedno feseni. V druhém
pripadé je vyslednice tfeni na okraji rovna vyslednici vnéjsi sily na plose a vzhle-
dem k tomu, Ze desce je zabranéno pouze v jejim natoceni, tak mozna reseni se lisi
o konstantu reprezentujici posunuti nahoru ¢i doli. Dokazeme si tento fyzikalni

nahled.

Lemma 13 JestliZe existuji dvé a vice teseni ulohy (57), pak se tato Tesent lisi
o prvek mnoZiny Py a ddle funkce f € L*(Q)) a dané tieni k € L*(T) musi
splriovat podminku (64).
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Diikaz: Predpokladame, ze existuji aspon dvé feseni uy,us € V' a dosadime je
do (57), pak dostavame

a(uy, ug — uy) + j(uz) — j(ur) > Flug — uy),
aug,u; — ug) + j(u1) — j(ug) > F(ug — ug),

Odtud (se¢tenim) plyne nerovnost —a(ug—1uy, ug—uy) > 0, coz z definice mnoziny
Py znamena, ze kazda dvé feseni se mohou lisit nejvyse o prvek z Py, t.j.

uy =uy+p, p € Py.

Vzhledem k ekvivalenci aloh (57) a (58) musi platit rovnost J(u1) = J(u2)

;a(ul,ul) +j(uy) — F(uy) = ;a(uQ, ug) + jug) — F(us),

sl ) + () = F(m) = Jalur,m) + j(un +p) ~ Flur) = F(p),

(
jluy) = (ul +p) = F(p),
F(p) =j(ui +p) — j(u).

Dale uzitim okrajovych podminek mame, ze

Ty, (ur)uy + klug| = 0,
T (u1 + p)(u1 + p) + Kluy +p| =0,

tedy

T (ur)(uy + p) + klug +p| = 0.

Odtud plyne, ze |T,(u1)] < & a |T,(u; + p)| < k. Protoke u; a uy jsou dvé
ruzna feSeni, musi byt jedno z nich nenulové, necht u; # 0. Pak |T,,(u1)| = .
Z Greenovy formule pro v = 1 dostavame

(f, Drze) = (Tn(u), 1),
tedy pro feseni u; a u; + ¢ mame
<Tn(u1 + p)? 1> = (f7 1)L2(Q) = <Tn(ul)’ 1>'
Z |T,(u1)| = k (tedy bud T, (u1) = k nebo —T,,(u;) = k) plyne, Ze

J(ur) = (K, u1) 2y = £(Tn(wr), w) L2(ry

jlur +p) = (K, m +p)L2(r (T (u1), v +p)L2(F)-
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Protoze F(p) = j(u1 +p) — j(uy), to je
F(p) = £(Tu(u1), (ur +p) — ur) 2y = £(To(wa), p) 2y,
plati, Ze
F(1) = £(Tn(u1), 1) 2y = £(sign &, ) 2(ry = F(K, 1) 20y,
coz je podminka (64).

Poznamka 19 Je-li pro funkce f(z) a x(s) splnéna podminka (63), potom mize
existovat nejvyse jedno slabé FeSeni ulohy (57). V nasledujicim ukazeme, ze za
platnosti takové podminky je v pfislusném minimalizacnim problému funkcional
J koercivni, tedy bude zajiSténa existence slabého resSeni.

Lemma 14 (Postaditelnost podminky (63)) Necht funkce f a k splriuji pod-
minku Tesitelnosti ve tvaru ostré nerovnosti (63). Potom existuje pravé jedno fe-
sent ulohy (57).

Dikaz Tvrzeni dokdzeme podobnym zpiisobem jako u predchozi modelové
ulohy, navic se zde objevi modifikace zapfi¢inéna funkcionalem j.

(i) Uloha minimalizace funkcionalu J nad prostorem V (viz (58)) je ekviva-
lentni tloze (57), chceme dokazat koercivitu funkcionalu J. Definujeme
v = (mes (D)™ [pyov(s)dl a v* == v — 7, ziejmé |v|p20) = [V*|n2(q),
H@H%%Q) =v°mes (Q) a (yv*,1)r2r) = 0.

(ii) Ze zobecnéné Poincarého nerovnosti ve tvaru (2) plyne, zZe
“U*H%{?(Q) < CP|U*|§{2(Q) Yov eV,

kde cp je kladna konstanta zavisla pouze na oblasti 2.

(iii) Pro dostatecné velkd v € V' plati nerovnost [[v|[}2q) < c(l|v*[|32q) + %)
pro néjakou kladnou konstantu ¢, nebot

2 2
HUH?LI?(Q) = > [|0av" + aa@HZH(Q) = ||v* Jr@H%?(Q) + > HaaU*H%Q(Q) =

|a|=0 |a|=1
= [[0*[Zr2 () + 200", D) 2@) + [0]l720) <
< v 20y + 210" 2@ 0]l 22(0) + [[0]]720) <

< C/H'U*”%IQ(Q) + mes?(Q) 7%,

¢ > 0 je kladna konstanta’.

"nebot pro dostatecné velké t € R ze odhadnout zhora vyraz t* + 2|0 2t funkel ¢/¢?
pro néjakou kladnou konstantu ¢’ (obecné zavislou na nezaporném cisle || 2(q))
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(iv) Nyni mtzeme odhadnout vyraz j(v) — F(v) zdola. Podle (61) je
jw) = Fv) = j(w*" +v) - F(v*+7) >
> j(©) = j(") = F(v") = F(v) =
= [pli(1) —vF1) —j(v") = F(v7)
2 [v]i(1) —vF(1) +
— (&l 2 [ov 2y + 1 Fl 2@ v 520) =
> [olj(1) —vF(1) = cof[v" | 2(@),
kde ¢y je kladna konstanta. Pfedpoklad —j(1) < F(1) < j(1) lze zapsat
jako nerovnosti F'(1) < j(1) a j(1) > —F(1), tedy pro nenulové v je vyraz
[7|7(1) — vF (1) kladny, nebot

iy _ vj(1) —oF(1); v > u(j(1) = F(1)); v >0,
[oli(1) = vF(L) = {Ui( 1)+ 5F(1): 7 < {vé(l) +F(1); T <0,

(Pro nulové v je vyraz |v]j(1) — 7F (1) nulovy.) Proto

v

Jj(v) = F(v) > 1T — ||v™ || m2(0),
kde ¢q, co jsou kladné konstanty.

(v) Nakonec odhadneme funkcionél J zdola pro dostatecné velkd v € V' jako

1-—
J(v) = Tlvlm +j(w) = Fv) =
1—p, ., ,
= L B + i) - Fv) >
1—p, . .
> 5 E 0 gy + i)~ F) >

> cl|[v* i) — eallv (2@ + et >
> cs|v” ||H2 + T
kde c3 a c; jsou kladné konstanty.

(vi) Pro v € V, |[v||m2@q) — oo roste aspoii jedno z ¢isel |[v*| p2(q) a ¥ nade
vSechny meze (viz bod (iii)), tedy i J(v) — +oo. Proto je funkcional J
na prostoru V' koercivni a feSeni minimaliza¢ni tlohy existuje aspon jedno.
Z predchozich tvrzeni plyne, Ze toto feseni je jediné.

Poznamka 20 Analogicky jako v prechozim problému s jednostrannym posunu-
tim lze studovat podminku ve tvaru rovnosti, to je podminky (64). Lze definovat
pomocnou ulohu a ukazat, ze kazdé feseni tohoto pomocného problému je zéaro-
veri i FeSenim problému (57). Poznamenejme, Ze klasické feseni w této pomocné
ulohy splnuje

Aw=fvQ,

O,w =0nal,

T,w=—knal.
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6 Nelinearni varia¢ni rovnice

Nakonec analyzujeme problematiku fesitelnosti tilohy, ktera vede na feseni neli-
nearni varia¢ni rovnice, nebot vystupujici forma a neni bilinearni, ale je linedrni
pouze v jedné proménné. Tato tloha vznika pfi modelovani ohybu tenké desky,
jejiz okraj se opét nemiiZze natocit a navic je na tomto okraji jesté predepsana
jednostranna Newtonova podminka na posunuti (okraj desky je pruzné podepten
a posunuti okraje smérem vzhiru je volné). Tuhost tohoto uloZeni je reprezento-
vana kladnou funkci k£ : I' — R takovou, ze

k(s) > ko >0s.v.nal, (65)

kde ky je dana kladna konstanta. Opét budeme uvazovat homogenni tvar okra-
jovych podminek.

Poznamka 21 (Klasicka formulace) Pro danou dostatecné hladkou funkci f
hleddme dostateéné hladkou funkei w, ktera spliiuje diferencialni rovnici (8) a
okrajové podminky

Opu =0 mna T, (66)
Tou+kut =0nal, (67)

takovou funkci nazyvame klasickym fesenim problému s jednostrannym pruznym
podepienim. Symbolem u" budeme oznacovat kladnou ¢ast funkce u,

Pomoci Greenovy formule lze formalné z klasické formulace snadno odvodit néa-
sledujici tlohu.

Definition 5 (Variaéni formulace) Necht f € L?(Q) a k € L=(Q), k(z) >
ko > 0. Definujeme

V ={ve H*Q); nv=0nal}l, (68)
a(u,v) = o(u,v) + (kg u, %) L2(r) (69)
F(v) = (f,v)12(9), (70)

kde 75 u := Yo(uT). Varia¢nim (slabym) fesenim problému s jednostrannym pruz-
nym podepienim nazyvame funkci u vyhovujici tloze

tueV: a(u,v)=Fv) YoeV. (71)
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Poznamka 22 Ani zde neni forma a koercivni, k ovéfeni této skutecnosti staci
uvazovat libovolnou nekladnou konstantu, nebot

/M@mﬂﬂm%m:o Ve € RY.
r
Semikoercivita formy a plyne z (15), tedy

1—p 1—p

a(v,v) = o (v, v)+(kyg v, 7%v) L2r) > ’U|§{2(Q)+(/€7 (76 v)*) 2y > ’Uﬁp(m

(kde jsme vyuzili rovnosti
/ k(s)vg vyovds = / k(s)vdvydvds).
r r

Poznamka 23 (Minimaliza¢ni problém) Problém nalezeni slabého feseni tillohy
(71) je ekvivalentni tiloze nalezeni minima funkcionalu

1
J(v) = 50(%”) + (kvg v, 75 v) 20y — () 12 (72)

nad prostorem V. Funkcional J je kvadraticky a diferencovatelny, ale piislusna
forma neni bilinearni.

Poznamka 24 Poznamenejme, Ze pokud bychom formélné uvazovali & — oo,
dostavame se k jiné tloze, jde o Signoriniho tlohu minimalizace na mnoziné

K ={ve H*(Q); yv>0nal,y,v=0nal}.

Lemma 15 (Nutna podminka FesSitelnosti) Necht iloha (71) ma reseni. Po-
tom funkce f musi splnovat podminku

F(1) >0,
podrobnéy

Af@ﬂxzu (73)

Dukaz: Necht u € V je slabym feSenim tlohy (71). Do rovnice (71) muzeme
dosadit za prvek v nenulovou konstantu ¢ € R C V' a ziskdme rovnost

(kg u, ¢y = F(c),

tedy
0 S (k’ygu, 1)L2(F) = F(l),

ale vgu > 0 a k(s) > kg > 0, tedy nutné F (1) > 0.
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Poznamka 25 V dalsim se omezime na ptipad, kdy plati nutnd podminka ve
tvaru ostré nerovnosti

/Q f(a)dz > 0. (74)

Lemma 16 (Postaditelnost podminky (74)) Necht funkce f spliuje podmin-
ku tesitelnosti ve tvaru ostré nerovnosti (74). Potom existuje aspori jedno slabé
resent ulohy (71).

Vzhledem k tomu, zZe tento diikaz je analogicky pfedchozim, provedeme jej struc¢né.

(i) Ekvivalence tlohy minimalizace funkcionalu J nad V' (viz (72)) s nelinearni
varia¢ni rovnici (71) pfevadi problém fFesitelnosti na problém koercivity J
nad prostorem V.

(ii) Definujeme v := (mes (')~ [pyov(s) dT av* := v—0 € V, zfejmé |v|g2(q) =
[v*|2@) & (Y0v*,1)2ry = 0. Podle zobecnéné Poincarého nerovnosti ve
tvaru (2) plati, ze

HU*’|12‘IQ(Q) < CP’U*’%IQ(Q) Yv € V,

kde cp = cp(2) > 0.

(iii) Pro dostatecné velkd v € V' plati nerovnost

ol < c(lv*Ie@ +7°),

kde ¢ > 0 je konstanta.

(iv) Odhadneme funkcional J zdola pro dostatecné velkd v € V

1—p
2

1 —p
20p

* |12 -2

Z 61”’0 ||H2(Q) + coU”,

J(v) = [0 Fr2(0) + Kollvo vl Z2) — F(v7) = F(1)v >

vV

1" N7z + kol @Iy = I F 2@ [[0" | 2@) — F(L)T >

kde ¢; > 0 a co > 0, nebo _ vyraz
k’o”’YSL@H%%r) — F(L)v
lze pro v > 0 odhadnout jako
kollvo @72y — F(1)v > komes*(T)v* — F(1)7 > ¢y0”
a pro v < 0 jako

k0||76FU||iZ(r) — F(1)1 > —F(1)T > c,7.
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(v) Pro v € V takové, ze ||v||g2@) — 00, roste aspon jedno z Cisel ||v*||g2(q) a
v nade vSechny meze, tedy i J(v) — +o0. Proto feseni tlohy (71) existuje.

Podékovani Autofi pfispévku povazuji za svou milou povinnost podékovat na
tomto misté Radé vlady Ceské republiky pro vizkum a Grantové agentuie Ceské
republiky za finan¢ni podporu své vyzkumné a prezentacni ¢innosti. Vysledky
piedlozené prace byly ziskany v rdmci feseni projektu GACR 105/99/1651 a vy-
zkumného zdméru katedry MAaAM na PiF UP Olomouc, ¢. J14/98 1531 000 11.
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Abstrakt

vvvvvv

kde se opiral o postup uvedeny v [30]. Obc¢asné problémy, které se pii
pocitani dloh z technické praxe vyskytovaly, vSak poukazovaly na potiebu
podrobnéjsi analyzy a piipadného prepracovani realizace nékterych kroktu
TeSeni.

Cilem této prace bylo proto znovu prezkoumat postup feseni kontakt-
ni tlohy s ohledem na nové vysledky z oblasti numerické optimalizace.
Predmeétem studia zde vSak neni bézné se v publikacich vyskytujici koer-
civni tloha, ale tloha semikoercivni. Ta je dobfe znama z ¢etnych aplikaci
a nemd, narozdil od koercivniho pripadu, zarucenu existenci ani jedno-
znacnost feSeni. Jeji teoretické rozbory jsou uvedeny v [31]. Nové upraveny
postup FeSeni je zalozen na vysledcich uvefejnénych v [41].

1 Uvod

Pokud jde o feseni kontaktni problematiky, do relativné nedavné doby nebylo jeji
korektni matematické reseni znamo. Velmi zjednoduseny pristup k reseni proble-
matiky kontaktnich tloh pruznych téles diive spocival pouze v uziti Hertzovych

101



102 Horymir NETUKA

vzorci z r. 1882, kde vSak jednim z limitujicich faktort byl tvar vysetfovaného
télesa. Prilom znamenaly az vysledky vynikajiciho francouzského matematika
J. L. Lionse v Sedesatych letech, které ukazaly, ze tyto problémy lze matematicky
formulovat pomoci variacnich nerovnic (viz napt. [17]). U nas pak na to bez-
prostfedné navazaly prace, které se zabyvaly rtiznymi aspekty kontaktnich tloh
nejprve bez tfeni a pozdéji s Coulombovym modelem tieni a jejichz autory byli
prevazn€ J. Haslinger, I. Hlavacek a J. Necas. Vétsi ¢ast dosazenych vysledki,
jez pokryvaji otazky formulace, existence a jednoznacnosti, aproximace metodou
koneénych prvki i numerické realizace, lze nalézt v knize [31]. Dalsimi fundamen-
talnimi publikacemi v této oblasti jsou [34] a [45].

Numerickéa realizace kontaktnich tloh se muze ubirat v zasadé tfemi smeéry
(opomineme-li rtizné vice méné intuitivni pokusy prezentované zejména v tech-
nickych a inZenyrskych periodikich). Pfedné jde o vyuZiti penaliza¢ni metody,
jak je napf. popsdno v [34]. Na tomto pfistupu je zaloZeno i feSeni kontaktni
problematiky ve zndmém programovém systému ANSYS. ZkuSenosti s nim vSak
ukazuji (viz [43]), Ze tento zpusob FeSeni neni dostatecné spolehlivy. Postup AN-
SYSu ovSem neni zcela v intencich [34], ale kombinuje penalizaci s intuitivnim
pristupem.

Druhou cestou je regularizace nediferencovatelnych clenti, coz popisuje napft.
[47]. Ani tento postup neni idedlni, nebot neni dostateéné numericky stabilni.

Tretim smérem jsou postupy zalozené na dualizaci, jez jsou popsané v [31].
Jejich realizace spociva na dvou bodech:

1. kvadratickém programovani,

2. hledani sedlového bodu,

pfi¢emz oboji se tyka tloh velkého rozméru. V odborné literatute (napt. [22]) se
vSak podrobné diskutuji pouze postupy feSeni béznych tuloh. Teprve v posledni
dobé se zacinaji objevovat prace, zabyvajici se i velkymi tlohami (napf¥. [27]).
Vyuziti navrzenych postupt pritom predpoklada dobfe vypracovany programovy
systém pro praci s fidkymi maticemi a finitni feseni velkych fidkych symetrickych
nedefinitnich soustav rovnic (viz napt. [16]).

V [30] je k feseni zminénych tloh doporucena metoda z knihy [46], zaloZené na
kombinaci metody projekce gradientu a metody konjugovanych gradientt. Pro-
toze se vsak jedna o Teseni singularnich soustav rovnic, je cela zalezitost vyrazné
komplikovanéjsi nez v standardnim, tj. pozitivné definitnim pripadé. Presto bylo
uvedené feSeni s Gspéchem realizovano u nas (viz napf. [32], [9]) i v ciziné (zde
vSak pouze pro tlohu bez tfeni, viz [§]).

Soucasné trendy v metodach feSeni kontaktni problematiky a jeho realizace se
ubiraji zhruba v nésledujicich smérech:

e postup zaloZzeny na dualni formulaci tlohy a vyuzivajici jednak techniky me-
tody rozlozeni oblasti (viz napf. [10]) a rovnéz algoritmu proporcionalizace
urychlujictho vyrazné celkovy proces minimalizace, jehoz autorem je prof. Z. Do-
stal (napt. [11] nebo [13]); kromé prof. Dostéla se na téchto pracich podili i sku-
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pina matematiki z Brazilie (A. Friedlander, S. A. Santos aj.) a nejvyznamnéjsi
vysledky jsou obsazeny v [12], [13] a [15] (velmi zajimava moznost matematicky
korektniho vyuziti metody okrajovych prvki je zkouména v [14]);

e postup zalozeny na technice blokové relaxace (viz [23]) rozvijeny matematiky
z Lince, jak je prezentovan napt. v [48];

e postup vyuzivajici tzv. monoténni multigridové techniky, jehoz autorem je né-
mecky matematik R. Kornhuber, viz napt. [36];

e inZenyrské“ postupy FeSeni problematiky (napft. [49]), jez nemivaji obvykle
solidni matematické zaklady, ale presto jsou s vétsimi ¢i mensimi tspéchy po-
uzivany, napf. i v rdmci znamého systému ANSYS (viz [35]).

S vyjimkou posledné jmenovaného pripadu lze tedy Tici, Ze se jedna o matema-
ticky vysoce sofistikované postupy zalozené na ruznych itera¢nich metodach.

7 uvedené literatury je znamo, ze uvazovany problém predstavuje po diskreti-
zaci ponékud specidlni tlohu kvadratického programovani, v niz vystupuje (pravé
jen) konvexni kvadratické funkce a linedrné nezavisla mnozina linedrnich omezuji-
cich podminek. Protoze matice kvadratické formy je nyni singularni, je t¥eba hle-
dat postupy, které tuto skutecnost akceptuji. Pfitom pocet neznamych je obecné
velky (fadové stovky a vice), kdezto pocet podminek nikoliv (obvykle nejméné
o Fad mensi). Odborné literatura vSak takovy pfipad téméf opomiji. Vyjimkou
jsou [46] a [4], kde jsou vSak uvazovany jen tlohy malé.

Jak jiz bylo uvedeno vyse, v [30] byla pro feSeni kontaktnich tloh (bez tfeni)
predlozena metoda zalozena na kombinaci metody projekce gradientu a metody
konjugovanych gradientti a v zdsadé prevzatd z [46]. T kdyZ obecné neni podobny
postup ve velkych tlohach vhodny, v pfipadé kontaktni problematiky umoziuje
specialni struktura vazbovych podminek na kontaktu jeho tspésnou realizaci
(napf. [40]). Prezentace metody v [46] je vSak z pohledu sou¢asného stavu nume-
rické optimalizace zastarald, nebot konjugované gradienty jsou uvazovany jako
finitni metoda.

Zasadni vyznam pro uspésnou realizaci ma stanoveni ukoncovaciho kritéria.
Zde je treba poznamenat, Ze navzdory usili prednich specialisti neexistuje uspo-
kojivé obecné Teseni této znamé slabiny itera¢nich metod (viz [1]). Vychozim
bodem pro metodu konjugovanych gradienttt mtze byt prace [33], kde je vSak
uvazovana pouze pozitivné definitni nepfedpodminénd varianta. Navic navrzeny
postup neni bohuzel vhodny pro tlohy velkych rozméri. Konec¢né dalsim, niko-
liv bezvyznamnym problémem, je pomérné znac¢na citlivost metody na vypocetni
konsistentnost fesené soustavy rovnic. Moznosti, jak se s timto jevem vypotradat,
popf. dalsi rozbory jsou uvedeny v [44] a [5].

Vzhledem k zminénym praktickym potizim s itera¢nimi metodami se autor po-
kusil navrhnout postup zalozeny na finitnim feseni. Ten vychézi z nové metody fe-
Seni singularnich symetrickych semidefinitnich soustav rovnic. K tomuto tcelu je
zde vyuzit algoritmus modifikované Choleského faktorizace, ktery je v numerické
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optimalizaci pouzivan pfi minimalizaci nekonvexnich funkci. Timto zptsobem se
ziska priblizné feseni soustavy, takze nasledné je tfeba provést jeho iteracni zpres-
néni, které zpravidla ¢ita jeden ¢i nejvyse nékolik mélo krokt. Je tedy pouzito
kombinace obou principt feseni soustav rovnic (podrobnéji viz [42]).

Dalsim dilezitym problémem, ktery je zapotiebi zvladnout, je feseni tzv. Kuhn—

Tuckerovych soustav rovnic s matici tvaru
K — C AT
S8
Rozbor této problematiky a nové navrzeny postup feseni pro pripad singulérni
matice C, zaloZeny na ,vhodné“ regularizaci dané soustavy, byly publikovany
v pfedchozim sborniku (viz [41]).

Poslednim krokem je analyza procesu feseni semidefinitni tlohy kvadratické-
ho programovani. Jak je dnes obvyklé, spociva toto feseni na metodé aktivni
mnoziny, kterd predstavuje jisté zobecnéni simlexové metody z linearniho pro-
gramovani. V semidefinitnim pfipadé miize ovsem dojit k selhani standardniho
algoritmu a takovymto situacim je pak vénovana specidlni pozornost. Nicméné
se ukazuje, ze pri pouziti nové zavedenych regularizac¢nich technik neni zapottebi
testovat singularnost popft. fesitelnost Kuhn—Tuckerovych soustav.

2 Matematicky model kontaktni ilohy bez tfeni

V nasledujicim vykladu se omezime na rovinnou ulohu. Uvazujme dvé télesa
reprezentovand omezenymi oblastmi QU a QP v R?, jez se navzajem dotykaji.
Predpokladejme, Ze jejich chovéani lze popsat v ramci teorie linedrni pruznosti
(viz [39]).

V dalsim budeme znadit veli¢iny vztahujici se k oblasti Q¥ & = 1,2, hornim

indexem [k]. Pole posunuti bod télesa Q¥ bude tedy u® = (ul?, ul¥'), tenzor

napéti 7 = (Ti[k})i,j:%, vektor napéti TH = (T™, T/, atd. S ohledem na
predpoklad linearni teorie budeme uvazovat pouze malé deformace a platnost

linedrniho Hookova zakona

k Kok
iy () = (). M
W gy M
CF N uy Um 9
ettt = 5 (G + %), 2)
pti¢emz koeficienty C,El;-]ml € L>=(QF]) splituji obvyklé podminky symetrie
k k k
ng]ml = Cgilnl = C[m]lz'j (3)

a elipticity

da > 0: Cgl;]ml fij fkl Z Oéfl'j fij v&] = éji eR sv.v Q[k} (4)
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Zde i v dalsim textu pouzivame sumacni pravidlo a zde i v dalsim textu budou
indexy 1, j, k, [, m nabyvat libovolnou z hodnot 1, 2.
V obou télesech museji byt splnény rovnice rovnovahy

o7 (ulh)

FM=0 vaoW 5

kde FIF = (Fl[k], Fz[k]) znali vektor objemovych sil, jez zatézuji téleso Q.
Hranice obou téles méjme rozdéleny takto

oM =T T T U T,

pricemz I'i predstavuje kontaktni zonu, jez je u tzv. nerozsirujiciho se kontaktu
dana jako
I'x =00 nonk.

Na ¢asti hranice T'l¥ bude téleso Q! fixovano, coz vyjadiime predepsanim okra-
jovych podminek

WM =0 naTH (6)
zatim co na Casti FEE] ptisobi povrchové sily P = (Pl[k], P2[k]). Tim dostavame
dalsi obvykly typ okrajovych podminek

) = 7 () = AT na T (7)

s o [k o .y .
pricemz ng-] znaci j-tou komponentu vektoru vnéjsi normaly n

hranice 0Q.

Na casti ' vSak nejsou klasické podminky tohoto typu predem znamé. Obecné
neni predem znama ani kontaktni zona sama. Predepisujeme zde namisto toho
tzv. jednostranne okrajové podminky, jez maji v pfipadé nerozsitujici se kontaktni
zony tvar

¥ v daném bodé

ul! + u? <0 na T, 8)
TH@M) = T2w?) <0 nalg, 9)
(i +uf?) TH@Y) =0 naTy. (10

~—~~

kde symboly s indexem n znamenaji normalovou slozku piislusného vektoru. Ty
jsou tudiz definovany takto

ulkl = yFpl (11)

n

T, () = 75 (™) plf (12)

Tyto podminky vyjadiuji to, ze t€lesa se nemohou pronikat a ze v mistech, kde
dojde na kontaktni zéné k jejich odlehnuti, tj. kde bude ul!) + u?) < 0, musi byt
T,(ul*) = 0. Zavedeme-li jesté tangencidlni slozku vektorti napéti vztahem

7
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pricemz tgk] znadi i-tou slozku vektoru tl¥l = (t[lk},t[f]) = (—ngﬂ, n[lk]), Ize jedno-
stranné podminky doplnit o podminku nulového tieni na I'g
1) = 7 (uP) = 0. (14)

Konec¢né na I‘gﬂ budou zadany podminky oboustranného (bilateralniho) kon-

taktu
Wl =0, 1) =0 narf’ (15)

Takovéto podminky se vyskytuji obvykle na osach symetrie tlohy.

Definice 2.1 Funkci
u= (u[l}, u[2]>

nazveme klasickym fesenim kontaktni tlohy bez tfeni a s nerozsitujici se kontaktni
zénou, jestlize u spliiuje rovnice rovnovéahy (5), Hookuv zdkon (1), (2) a okrajové
podminky (6) az (10), (14) a (15).

V pripadé, ze hranice téles jsou v okoli kontaktni zény hladké, mize dojit
k rozsifeni kontaktni zony, coz neni v praktickych aplikacich vyjimecny pripad.
Toto lze studovat pomoci zavedeni lokalniho soufadného systému (£,7) v misté
predpokladaného rozsiteni, pricemz souradnice £ se umisti do spole¢né normaly
obou téles a soufadnice 1 do spolecné te¢ny k jejich hranici. Podminky (8) a (9)
se pak zméni takto (pfedpokladdme, Ze £ ma smér vnitini normaly k 9QM)

udd —uh < a(n), (16)
(Wl — ' —5(n)) TH M) = 0, (17)

kde 0(n) je funkce vzdalenosti mezi obémi hranicemi v daném misté. Kontaktni
zéna se rozsi vné mnoziny 901 NN a je proto tieba uvazovat dvé zény I'y a
F[IZ(]. Podrobné je tato zélezitost analyzovana v [31]. V dalsim textu se ji nebudeme
zabyvat az do doby, kdy budeme fesit diskretizovanou tulohu.

Nyni pfejdeme k varia¢ni formulaci uvazované ulohy. Definujme prostor

H' = {v|v =) e @ QM) x (H'(Q%)}, (18)

kde H'(QF) jsou Sobolevovy prostory, tedy klasické prostory funkci na QU]
jez jsou spolu se svymi zobecnénymi derivacemi integrovatelné v kvadratu. Dale
zavedme prostor virtudlnich posunuti

V={v=HwlvP)eH | vl =0nal® 4" =0na Fgf]} (19)
a v ném mnozinu pripustnych posunuti

K={veV|ull v <0nalg}. (20)
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Poznamenejme, ze K je neprazdna konvexni uzaviena podmnozina ve V, definuje-
me-li zde normu vztahem

VI = v g + IVP I g (21)

kde ||.||? s znaci obvyklou normu prostoru (H*(Q4))2,
Polozme dale

1 1 2 2
a(u,v) = /9[11 Ti[j](u[l]) eE} (vm) dx + /9[2] Tl-[j](um) 5£j] (V[Z]) dx (22)

L(v) = / Fim vlm dx +/ Pi[l] UZ[I] ds
ol rill
+ / Fim Ulm dx + / Pi[z] Uz[z] ds, (23)
l2l rf

kde FI* e (L2(Q))2 a PI € (L2(I'"))2, a definujme na V funkcionél potencislni

energie vztahem
1

J(v) = 3 a(u,v) — L(v). (24)
Definice 2.2 Varia¢nim feSenim kontaktni tilohy bez tfeni nazveme funkci u €
K takovou, ze
= mi : 2
J(u) min J(v) (25)
Neni obtizné ukazat, ze s takto formulovanou tlohou je ekvivalentni tvar pou-
Zivajici varia¢ni nerovnici

{nalezt u € K tak, ze (26)

a(u,v—u)>L(v—u) VveK.

Povsimnéme si rozdilu oproti klasickym tiloham linearni pruznosti. Tam mini-
malizujeme potencialni energii na celém prostoru V, z ¢ehoz plyne, ze tam fesime
varia¢ni rovnici. To, Ze nyni mame minimaliza¢ni tlohu pouze na jeho konvexni
podmnoziné K ma za nasledek, ze prechazime k variacni nerovnict a ze tiloha je
nelinedrni.

V knize [31] je dokézano, Ze kazdé klasické feSeni kontaktni tilohy je i varia¢nim
feSenim a Ze je-li variacni feSeni dostatecné hladké, je rovnéz klasickym fesenim.
Déle je tam podrobné rozebrana problematika existence a jednoznacnosti feseni
této tlohy. Pfipomenme si strucné nekteré vysledky.

Nejprve zavedme prostor virtuélnich posunuti dokonale tuhych téles

R = {z = (zY,2?) e H' | z&k] = a[lk] — bl zgf] = a[zk] + oMy} (27)
kde a[lk], a[zk], b*! jsou libovolna realna &isla, a oznaéme

RNV =Ry, RNK = Rg.
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Pro dalsi ivahy maji zasadni vyznam dva pripady:
1. Rv = {O},
2. RV 7é {O} .

Funkciondl (24) je v prvém piipadé koercivni na 'V a bilinearni forma (22) gene-
ruje tudiz normu ekvivalentni s (21). Uloha (25), resp. (26) ma pak jediné feseni.
Pokud jde o druhy pfipad, vyraz (a(v, V))% je pouze seminormou a hovoiime pak
o semikoercivni loze. Ta bude v dalsim pfedmétem naseho zajmu.

Pro posouzeni jednoznacnosti feSeni, ktera neni obecné zajisténa, ma vyznam
nasledujici tvrzeni.

Véta 2.1 Predpokladejme, Ze plati
Ry = {o}

nebo

L(z) #0 Vz e Ry —{o}.
Potom ezistuje nejuyse jedno teseni ulohy (25), resp. (26).
Dukaz viz [31].

Pted formulaci stézejniho existen¢niho tvrzeni definujme mnozinu oboustran-
nych pripustnych posunuti dokonale tuhych téles takto

R'={zeRg|zeR" = —zcR"},
pricemz lze snadno nahlédnout, zZe je

R*:{ZERV|Z1[11]+ZT[L2]:0H&FK}.

Véta 2.2 Necht

L(y) <0 Vye€Rg, (28)
L(y) <0 VyeRg—R" (29)

Potom ezistuje asponi jedno teseni u ulohy (25), resp. (26). Kazdé dalsi teseni u
pak lze zapsat ve tvaru

u=u+y,
kde y € Ry je takove, Ze

ut+yck
a

L(y) =0.

Dutkaz viz napt. [45].
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Pokud jde o jednoznac¢nost feseni, velky vyznam ma dimenze podprostoru Ry, .
Uvazujeme-li napf., ze meas (I'll)) > 0, T2 = 0, Fg] = (), meas (r@?l) > 0, pak je
dim(Ry) < 3. Jestlize je TP = (), pak zfejmé

Ry = {y = (y,y?) |y =0, o = ay — baa, 45 = ay + b2y}, (30)

piidem ay,as a b jsou libovolné konstanty, a tudiz dim(Ry) = 3. Téleso QP2 je
zcela volné. Pokud je T2l # (), 1ze snadno ukazat (viz [31]), Ze

dim(Ry) < 1. (31)

Tato vlastnost je implicitné obsazena v nasledujicich tvrzenich.
Véta 2.3 Necht je

RK:RV7
L(y) =0 VyGRV.

Oznacime-li V.= H @ Ry ortogondlni rozklad prostoru 'V, pak plati

(i) funkciondl J je koercivni na H;

(i1) existuje, a to jednoznacné, reSeni u € K ulohy
J)<J(z VzeK, K=KnH; (32)
(11i) libovolné Tesent ulohy (26) lze zapsat ve tvaru
u=u+y,

kde 0 € K je fesenim (32) ay € Ry;
(iv) je-liu € K fesenim (82), paku =1u+Yy, kdey znaci libovolny prvek z Ry,
je Tesenim ulohy (26).
Duikaz viz [31].
Véta 2.4 Necht plati
R*={o} Ry #{o},
L(y) #0 Vy e Ry —{o}
a budto
Ry = {o},
nebo
Ry # {o},
L(y) <0 VyeRg—{o}.
Potom funkciondl J je koercivni na K a ezistuje pravé jedno teseni ulohy (26).
Duikaz viz [31].
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Aproximace uvazovaného problému vede na feseni kone¢nédimenzionalni tlohy,
jez mé formélni vyjadieni budto

J(up) = min J(vy), (33)

vreKy

{ nalézt u;, € K, tak, ze

nebo ekvivalentné

{nalezt u, € K, tak, ze (34)

a(uh, vy — llh) > L(Vh — uh) Vv, € K, .

Pouzijeme-li k diskretizaci metodu konecnych prvki, obdrzime, jak je ukazano
podrobné v [31] nebo [34], néasledujici tlohu

nalézt x € K tak, ze
f(%X) = min f(x) , (35)
xeK
kde .
f(x) = 5 xTCx —d'x (36)
je konvexni kvadraticka funkce a
K={xeR"|Ax <o, Bx=o0}. (37)

je konvexni mnozina. C je symetricka matice, jez ma strukturu

cil o
C:(o Cm)’

pficemz C* znadi matici tuhosti odpovidajici télesu QF. C je obecné pouze
pozitivné semidefinitni. Vektor d ma analogicky strukturu

dll
a=(go):

kde d*¥! znadi vektor zatizeni piislusejici télesu Q¥ A je matice vazeb, jez vznikla
diskretizaci podminek nepronikani (a obsahuje tudiz slozky jednotkovych vektort
vnéjsi normaly ke I'), B je matice vazeb, jez vznikla diskretizaci podminek
oboustranného kontaktu (a obsahuje tudiz slozky jednotkovych vektorid vnéjsi
normaly ke I‘([)k]), a n je dimenze prvkové ulohy.

Provedeme-li opét srovnani s klasickym problémem linearni pruznosti, neobdr-
zeli jsme po diskretizaci soustavu linearnich rovnic Cx = d, ale namisto ni llohu

konvexniho kvadratického programovani (35). Metodé jejiho feseni se budeme
vénovat v nasledujici kapitole.
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Poznamka 2.1 Problém s rozsifujici se kontaktni zénou nas po diskretizaci do-
vede k minimalizaci funkce (36) na mnoziné

K={xeR"| Ax <b, Bx =0}, (38)

kde vektor b vyjadiuje vzdalenost mezi hranicemi F[Il(] a Fg a matice vazeb A

ma ponékud jina pravidla pro své vytvareni, nez u piipadu, kdy je ¥ = F[IZ(].
Vzhledem k tomu, Ze toto se neziidka objevuje v aplikacich a Ze tvar (37) je
specidlnim pfipadem tvaru (38), bude tGcelné se v dalsich ivahach zaobirat tlohou

(35) s obecnéjsi mnozinou (38). Pfitom mnozinu K zredukujeme jesté na tvar
K={xeR"| Ax <b}. (39)

Jak bude zfejmé z dalsiho vykladu, nemé tato zména ptilisSny vyznam pro postup

feSeni tlohy (35).

3 Uloha konvexniho kvadratického programovani

Nyni se budeme zabyvat feSenim tilohy, k niz jsme dospéli v predchéazejici kapitole,
tedy

nalézt x* € K tak, ze
f(x*) = min f(x), (40)
xeK
kde .
f(x) = 5 x'Cx —d'x (41)
je konvexni kvadraticka funkce a
K={xeR"| Ax <b}. (42)

C € R™" je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, A € R™*", m < n, matice
plné hodnosti, d € R", b € R™. V dalsim vykladu budeme jesté potiebovat
znaceni pro prostor sloupcovych vektord matice A

R(A)={xeR" |y e R": Ay = x}
a nulovy prostor matice A
N(A) = {x e R" | Ax = o},
Uloha patii mezi zékladni tlohy v oblasti nelinearniho programovani. Jeji fe-

Seni lze charakterizovat pomoci tzv. Kuhn—Tuckerovych podminek obsazenych
v nasledujicim tvrzeni.
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Véta 3.1 Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby bod x* € K byl resenim
dané ulohy (40) az (42) je, aby existovala éisla \f, i =1,...,m, tak, Ze plati

1)

Cx*—d+) Na;,=o, (43)
i=1
Af>0 Vi=1,....,m, (44)
alx" —b<0=\N=0 Vi=1,...,m, (45)
pricem? vektory al , i = 1,...,m, predstavugi ¥adky matice A.

Dukaz viz napt. [46].

V kompaktnéjsi formé je mozno zapsat vSechny podminky takto

A x* <b, (46)

Cx* —d+A"X* =o, (47)

A* >0, (48)

No(alx* —b)=0 Vi=1,...,m, (49)

kde tzv. vektor Lagrangeovych multiplikdtorat A* € R™ byl vytvoren z m slozek
ALi=1,...,m.

V dalsim textu budeme pfedpokladat, ze feSeni ulohy (40) az (42) existuje.
K jeho nalezeni se dnes pouziva témeér standardné tzv. strategie aktivni mnoziny,
jez je do jisté miry zobecnénim simplexové metody z linedrniho programovani.

Definice 3.1 Omezujici podminka alx < b; se nazve aktivni v bodé %, jestlize
al'x = b;, a pasivni v tomto bodg, jestlize alx < b;.

Mno#ina I(X) vSech indext i takovych, Ze omezeni al x < b; jsou aktivni v bodé
X, se nazve aktivni mnozina bodu X.

Zakladni idea strategie aktivni mnoziny spociva v nasledujici rozvaze. Pokud
bychom znali aktivni mnozinu bodu x* spliiujiciho podminky (46) az (49), mohli
bychom tento bod plné urcit pomoci tlohy, jez ma omezujici podminky pouze ve
tvaru rovnosti

nalézt x* € K* tak, ze
{ f(x*) = min f(x), (50)
xeK*
kde
K*={xeR"|a]x=0b Viecl(x")}. (51)

S fesenim tuloh tohoto typu jsme se jiz seznamili ve stati o Kuhn—Tuckerovych
soustavach [41]. Jelikoz vSak mnozinu [(x*) zpravidla pfedem nezname, vytva-
fime v procesu Feseni ulohy (40) az (42) jeji predikce zvané pracovni mnoziny, jez
postupné dle urcitych pravidel, které popiseme dale, upravujeme tak dlouho, az
dosahneme kyzeného vysledku.
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Definice 3.2 Bod x € K nazveme kvazistaciondrnim bodem ulohy (40) az (42),
jestlize je TeSenim tzv. kvazistacionarniho problému

f(%) = min f(x), (52)

xeK

{ nalézt X € K tak, ze

kde R
K={xecR"|alx=0b;VicIx))}. (53)

Kvazistacionarni bod X tedy musi spliiovat nasledujici podminky

alx=0b Vielx), (54)
alx<b VidglIx), (55)
Cx—-d+A"Xx=o, (56)

@'k —b)=0 Vi=1,...,m. (57)

Podminka (55) deklaruje, ze bod X nesmi opustit pripustnou oblast K. Rovnice
komplementarity (57) uréuji, Ze hodnoty multiplikatora pfislusejici pasivnim ome-
zenim jsou nulové. Podminky (54) a (56) definuji tilohu kvadratického programo-
vani s omezenimi ve tvaru rovnosti. Existence i jednoznacnost kvazistacionarniho
bodu nejsou obecné zaruceny, a to ani v piipadé, ze dana tloha (40) az (42) ma
jediné feseni. K tomuto problému se vratime pozdéji.

Je ztejmé, ze pokud bude platit N > 0,7=1,...,m, budou splnény podminky
(46) az (49) a bod X je pak FeSenim uvazované tlohy (40) az (42).

Lemma 3.1 Necht X je kvazistaciondrni bod dlohy (40) a necht X je odpovidagjici
vektor Lagrangeovych multiplikatori. Lze-li nalézt index | takovy, Ze Ay < 0, pak
existuje bod X € K, pro néejz plati

alx<b a f(X)<f(X).
Diikaz Definujme smér p takto

alp=0 Vi=1,...,m, i #1

T
ap=-1.
To je mozno realizovat napt. pomoci pseudoinverze

P= _A+el7

kde e, = (d;)",. Takto uréeny smér je spadovy, nebot uzitim (56) a definice
vektoru p obdrzime

p'g®)=p’(Cx—d) = —p"A"A = -\ pTa, =X <0.
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Pro ,vhodny“ krok o > 0 v tomto sméru p dosdhneme tedy poklesu hodnoty
funkce (41), coz je zfejmé z rozvoje

- ~ . 1
f&E+ap)=f(X)+ag’ (X)p + §a2pTCp Va € R. (58)
Novy bod X = X + ap navic lezi v K, jelikoz je
AX = A(X+ ap) = AX + cAp = AX — ae,

odkud ihned nahlédneme, ze platnost vztahi (54) a (55) ztstala zachovéna s vy-
jimkou [-té rovnosti, ktera se zménila na nerovnost al (X + ap) < b;. O

Poznamka 3.1 Lemma poukazuje na znamy fakt, ze funkci f Ize na K redukovat
tim, Ze u¢inime pasivni omezujici podminku, jejiz multiplikator je zaporny.

V dalsim textu budeme kviili zjednoduseni vynechavat znak ,striska“ u symboli
veli¢in spjatych s kvazistacionarnimi body.

7 predchozich tvah lze ucinit dva dilezité zavéry. Predné, k urc¢eni bodu vyho-
vujictho podminkam (46) az (49), tj. k uréeni feSeni zadané tlohy (40), sta¢i pro-
zkoumat mnozinu kvazistacionarnich problémd, jez je, jak je evidentni, konecnd.
To, jak ihned ukazeme, nepredstavuje nezvladnutelny tkol, a to ani v piipadé,
ze TeSeni nékterého kvazistacionarniho problému neexistuje. Algoritmus feseni
zalozeny na tomto principu, bude tudiz finitni, avsak v jesté nikoliv efektivni.

Efektivniho prohledavani kvazistacionarnich problémii se tyka druhy zaveér.
Budeme-li ve smyslu vyse provedenych odvozeni redukovat funkéni hodnoty tim,
ze po vyfeSeni tlohy (52) vyfadime z aktivni mnoziny jedno ¢i vice omezeni,
jemuz prislusi negativni multiplikdtor, budeme tak prochézet posloupnost kva-
zistacionarnich bodt vlastnosti

fEO) > f(xh) > .. > f(xD), (59)

ktera musi po konecném poctu krokt dospét k feseni x* tlohy (40). Pozname-
nejme, ze v pribehu tohoto procesu miize dojit i k pribirani novych omezeni do
aktivni mnoziny v disledku toho, Zze nesmime béhem feseni opustit piipustnou
oblast K. Vypocetni proces bude tedy generovat posloupnost bodi x°, x!, ...,

pricemz se budeme, jak je v optimaliza¢nich metodach bézné, fidit vztahem

x" =x* +oup®, k=0,1,..., (60)
jenz vyjadifuje postup ve sméru p* o krok délky oy, > 0.
Predpokladejme tedy, Ze se nachdzime v bodé x*, mame k dispozici aktivni
mnozinu [, = I(x*) a x* neni kvazistacionarnim bodem. Hledejme nyni feseni
ulohy

f(X) = min f(x), (61)

nalézt x € K, tak, ze
xeKy
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kde
Ky ={x€R"|alx=0b;Vicl}. (62)

Plati nasledujici

Véta 3.2 Bod x € Kj je feSenim ulohy (61) tehdy a jen tehdy, kdyZ gradient
v tomto bodé splnuje podminku

g(x) LN (Ay), (63)

pricemZ matice A, € R™*" je tvofena prdvé témi omezenimi, resp. vddky matice
A, které jsou vybrdny mnoZinou indexi I, (viz (62)). Cislo my je rovno poctu
proki mnoZiny Ij.

Diikaz Necht je X feSenim (61). Potom existuje A" € R™* tak, e
Cx+ AN =d.
Skalarnim vynéasobenim zleva libovolnym prvkem p € N (A}) obdrzime
p ' Cx +p" AN =p'd,

odkud méame
pT(Cfi —d)=0 VpeN(Ay),

tj. pozadovanou vlastnost (63).
Nyni predpokladejme, ze plati (63) a Ze FeSenim tlohy (61) je jiny bod X.
Polozme
X =X+ p.

Vektor p musi lezet v N (Ay), coz lze ovéfit vyndsobenim uvedeného vztahu
matici A,. Pokud je p = o, neni uz co dale dokazovat. Predpokladejme tedy, Ze
vektor p je nenulovy. Pro gradienty v uvazovanych bodech ziejmé plati

g(x) = g(x) + Cp. (64)
Podle jiz dokédzané prvni ¢asti tvrzeni pak kromé (63) plati i
g(X) L N(Ay),
takze vynasobeni vztahu (64) vektorem p dava
p'Cp=0.
To vsSak dle lemmatu 3.1 znamend, Ze p nalezi také do N (C). Kuhn-Tuckerova

soustava rovnic je pak singularni a snadno se presvéd¢ime o tom, ze ji spliuje i
bod X, ktery je proto rovnéz feSenim tlohy (61).
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Nakonec predpokladejme, Ze (63) plati a tloha (61) nemé FeSeni. V tom piipadé
na zakladé vysledkt z kap. 4 existuje nenulovy vektor p € (N(C) NN (Ay)) a
soucasné d £ (N (C)NN(Ay)). Potom je ale

p'g(x)=p (Cx—d)=-p'd#£0,

coZ je v rozporu s predpokladem (63). O

Pouzijeme-li pro bod x vyjadfeni
x =x"+p", (65)

je tloha (61), (62) ekvivalentni s ilohou

nalézt p* € N'(Ay) tak, Ze
{ f0") = min f(p). (66)
kde
f(p) = ; p'Cp—d'p, (67)
d=d-Cx" = —g(x"). (68)

Reseni problému (66), (67) vyhovuje Kuhn-Tuckerové soustavé rovnic

T k q
(a0 ) (R)=(5): )
kde A* € R™* je vektor multiplikatort tlohy (66), resp. (61).

Z [41] jiz vime, Ze za predpokladu plné hodnosti matice Ay rozhoduje o fe-
Sitelnosti takovéto soustavy rovnic mnozina N(C) N N (Ay). Obsahuje-li pouze
nulovy vektor, je matice

C A7
K= o)

A, O

regularni a soustava (69) mé pravé jedno FeSeni. V opa¢ném piipadé je matice
K. singularni a jen za podminky

d L (V(C)NN(AR)) (70)

je soustava (69) Tesitelnd, pficemz FeSeni existuje nekoneéné mnoho. Z (68) je
ihned patrné, ze (70) plati pravé tehdy, kdyz

d L (N(C)NN(AL)) (71)

Lemma 3.2 Smér p*, ktery spliuje soustavu (69), je spddoviym smérem v bodé
x* tehdy a jen tehdy, kdyZ nelezi v N'(C).



Prispévek k reseni semikoercivni kontaktni tlohy bez tieni 117

Ditkaz Prvni soustava v (69) ma po vynéasobeni vektorem p* zleva tvar
T T T4
p* Cp" +p" APX =p"d,
coZ po dosazeni z (68) a s ohledem na to, Ze p* € N'(A;), dava

T T
p* g(x;) = —p" Cp". (72)

Protoze C je pozitivné semidefinitni, dokazované tvrzeni nyni plyne ihned z lem-
matu 3.1. ]

Jestlize je tedy matice Kj regularni, obdrzime feSenim soustavy (69) spadovy
smér. Je-li Ky singularni a je splnéna podminka (70), resp. (71), lze vSechna FeSeni
vyjadrit ve tvaru

p*+4q,

kde p* je n&jaké pevné zvolené feseni a q je libovolny prvek z N'(C) N N (Ay).
S ohledem na to, ze je

g(P" +a) = g(@"),

sta¢i se omezit na posouzeni vektoru p*. Ten podle pfedchoziho lemmatu neni
smérem spadu pouze, kdyz p* € N(C). V takovém piipadé vSak prvni maticova
rovnice v (69) dava

AN =4,

coZ s ohledem na (68) znamena, Ze g(x*) € R(AY), nebo ekvivalentné g(x*) L
N(Aj). Tim je vSak podle véty 3.2 fedeno, ze bod x;, je FeSenim tlohy (61) az
(62). Nebyl proto divod hledat bod X a tudiz i Fesit soustavu (66). Na zavér lze
tedy konstatovat, e mé-li soustava (66) feseni {p*, A*}, je jeho prvni slozka
spaddovym smérem v bodé x”*. Plati proto, Ze f(x) < f(x").

Nyni jesté musime zajistit splnéni podminky pripustnosti, nebot bod x nemusi
obecné patiit do K. Za tim ucelem definujme mazximdini pripustny krok ve sméru
p¥ jako nejvétsi z éisel o > 0 takovych, ze x* + ap” lezi v K, a ozna¢me ho ay,.
Je zfejmé, ze plati

- bz — E:IZTX]C

ar = min ——t—
igl:alpk>0  alpk

(73)
Déle je ziejmé, ze pokud je ap > 1, bude x € K, coz znadi, ze tento bod je
kvazistacionarni a mame tedy

Xk+1 — Xk + pk:

V pripadé, ze a; < 1, bod X v K nelezi a potom polozime

Xk+1 — Xk 4 akpk
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Ozna¢me nyni 7 index, pro néjz se ve vyrazu (73) nabyva minima, tj. pro néjz

plati

b —alxt
Ak = Tk
alp

Pak je evidentni, Ze omezeni s timto indexem se stalo v bodé x**! aktivnim a ze

tedy doslo k zatfazeni tohoto omezeni do aktivni mnoziny, coz zapiSeme takto
[k-+1 — [k U {T} .

Nyni vySetfeme piipad, kdy tloha (66) feseni nema. Pak ho nemé ani s ni
ekvivalentni uloha (61) a podle disledku 4.2 to znamen4, ze funkce (41) je zdola
neohrani¢ena. Existuje tedy spadovy smér v bodé x*, ktery lze zkonstruovat napi-.
jako smér s € R" takovy, ze

s € (N(C)NN(AL)), sg(xx) < 0. (74)

Nenulovy vektor spliiujici oba vztahy v (74) existuje, nebot matice soustavy (69)
je nyni singularni a neplati podminka Fesitelnosti (70). Dale uré¢ime maximalni
pripustny krok v tomto sméru. Protoze predpokladame, ze existuje feseni vychozi
ulohy (40) az (42), musi byt &) < +00. Zopakujeme tedy postup uvedeny vyse
véetné zarazeni nového indexu do mnoziny /.1 a obdrzime bod

xF = xF 1+ a;s.

V obou piipadech jsme tedy dospéli do kvazistacionarniho bodu x*+! € K,
povidajici omezenim, jejichz indexy obsahuje aktivni mnozina [, jsme ziskali pii
feSeni soustavy (66), popf. je mizeme dopocitat ze vztahu (56). V souladu s (57)
pak polozime zbyvajici rovnymi nule a tim ziskdme aplny vektor At e R™.
S ohledem na podminku (48) bude nezapornost vSech jeho sloZek znamenat, Ze
bod x*! je fesenim tilohy (40). V opa¢ném piipadé existuje index [ takovy, 7e
A < 0. Jak bylo ukédzano vySe, dokdZeme pak redukovat funkci (41) na K
pomoci vyfazeni indexu [ z aktivni mnoziny [ .

Poznamka 3.2 Kandidatt na vyfazeni z aktivni mnoziny je obvykle vice a lze
popr. uvazovat o vytazeni vSech nebo nékterych z nich. Ohledné strategie vyia-
zovani existuje fada praci preferujicich urcité postupy na podkladé numerickych
experimentti. Analyticky totiz nelze tyto zavéry dolozit. Z autorit je napt. R. Flet-
cher [19] stoupencem principu nalézt takové [, Ze

AP = min AP

€141

a z I, pak vytadit pravé jen tento index. Analogické problémy jsou i se zatazo-
vanim omezeni do aktivni mnoziny. Podle studie [37] je ve vétsiné piipadi ucelné
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udrzovat aktivni mnozinu co nejmensi. Odtud lze usoudit, Ze zarazovat omezeni
po jednom bude nejvhodnéjsi strategie. Tento postup doporucuje opét R. Flet-
cher. Pro jednoduchost se toho pridrzime i pti formulovani vysledného algoritmu.
Nékteré prace z posledni doby (napt. [38] nebo [20]) vSak ukazaly, Ze rychlého
postupu lze docilit pravé naopak velkymi zménami v aktivni mnoziné.

Celkem tedy dovedeme vytvaret posloupnost spliiujici podminku (59), ktera
po konecné mnoha krocich nalezne feseni tlohy (40). Ohledné finitnosti je vSak
tfeba mit zfeteli fakt, ze toto plati pouze v exaktni aritmetice (dtikaz viz [46]),
kdy jsou jednotlivé dil¢i alohy feSeny piesné. V pocitacové aritmetice vSak proces
muze finitni charakter ztratit napt. v disledku jevu, znamému v optimaliza¢nich
vypoctech pod nazvem zigzagging (viz napi. [19]). Postup zformulujeme jako

Algoritmus 3.1 (Metoda aktivni mnoziny)
Krok 0. Zadat x° a urcit Iy = I(x°).

Polozit k£ = 0.

Krok 1. Sestavit soustavu

C AT\ (pFY_ (k)
(a0 ) ()= (%) ()
Ma-li feSeni, vypocitat ho a prejit na krok 3.
Krok 2. Uréit p”* jako feseni tilohy

nalézt p* € (M(C)NN(Ay)) tak, ze
dT k _ 1. (76)
Krok 3. Urcit ay a r ze vztahu
b, —al'x" b; — a] x*
ap = oA X min # (77)
al'p” igl:alpk>0  aj pk
Krok 4. Pokud byl smér p* ziskédn fesenim soustavy (75), stanovit
ap = min[l, ay) . (78)
Jestlize byl ziskan z (76), polozit
Krok 5. Polozit
x"t = xF + ap”, (80)
g(x") = CxM —d. (81)

Krok 6. Je-li ay, = ay,, polozit

[k-+1 — [k U {7’} .
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Ptejit na krok 9.
Krok 7. Vytvofit vektor multiplikatort A*™ po slozkach takto

Nojeliie [

k+1 i ) ks

M= {0 jinak. (82)
Jestlize A*™ > o, polozit x* = x*! a konec.

Krok 8. Urcit index [ tak, ze Ayt < 0 a polozit
o = I — {1}

Krok 9. Polozit k = k + 1 a prejit ke kroku 1.

Poznamka 3.3 Pokud neni zaruceno, ze danda tloha mé feSeni, je tfeba doplnit
krok 4 o testovani podminky, zda je hodnota aj konecna. Pokud neni, jedna se
o pfipad, kdy je funkce (41) na K zdola neohranicena.

Poznamka 3.4 Uloha (76) je jednou z moznosti, jak postupovat v piipadé, ze
soustava (75) nemé feSeni. Jinou poskytuje volba sméru podle lemmatu 3.1.

Poznamka 3.5 Otevienou otazkou ovsem je, jak rozpoznat v kroku 1, zda je
matice K singularni a déle zda soustava (75) pak v tom piipadé méa FeSeni.
Pokud se k FeSeni soustav (75) pouzije algoritmus vyzadujici regularitu matice
Ky, nelze ji vytesit ani kdyz TeSeni existuje. U rozmérové malych tloh je snad
jesté tnosné stanovit prostory N (C) a N'(Ay) a testovat podminku (71), u vétsich
uloh vsak takto postupovat nejde. Lze se tedy jenom spoléhat na selhani resicich
algoritmii, které bude indikovat nékterou z uvedenych skutecnosti, a potom prejit
ke kroku 2.

Situaci, kdy se mize v pravé popsaném algoritmu meénit regulédrni soustava na
singularni a naopak popisuje nasledujici tvrzeni. Indexy oznacujici krok algoritmu
pro jednoduchost vynechame.

Véta 3.3 (i) Necht

C AT
K‘(A 0>

je requldarni matice. Potom matice

C AT
K‘(A. 0 )

kde A_ vznikla z A vyrazenim tddku a, tj.
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je singuldrni pravé tehdy, kdy? ezistuje s € (N(C) NN (AL)) tak, Ze
a’s #£0.
(ii) Je-li matice K singuldrni, potom matice

C AT
K+_<A+ 0)7

kde A vznikla z A priddnim vddku a”, tj.

A
A+:(aT>7

je reguldrni pravé tehdy, kdyz existuje s € (N (C) NN (A)) tak, Ze
als #£0.
Je-li K requldrni, je také K requldrni.
Duikaz (i) Podle [41] je matice K_ singularni tehdy a jen tehdy, kdyz
(M(C)NN(A-)) # {o}

a existuje tedy nenulovy vektor s z tohoto priniku. Plati

A s o
As = <aTs> - (aTs) '
Jezto K je dle piedpokladu regularni, musi byt al's # 0.

(i) Existence nenulového vektoru s € (M(C) NN (A)) je nutnou i postacujici
k tomu, aby matice K byla singularni. Protoze je

As o}
as=(n)=(0)

vede pozadavek na regularnost matice K k splnéni podminky a’s # 0. Je-li K
regularni, pak K, je nutné také regularni, nebot N'(A,) C N(A). O

Poznamka 3.6 7Z pravé dokazaného tvrzeni plyne, Ze mame-li v k-tém kroku
singularni matici Kj, bude nésledujici matice Ky, z algoritmu aktivni mnoziny
regularni, pokud nové zafazené omezeni splni podminku z ¢asti (ii). To se jevi
obecné pravdépodobnéjsi nez to, ze i Ki, 1 bude singularni.
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K realizaci algoritmu aktivni mnoziny vyuzijeme regularizacnich technik z [41].
Nyni v kroku 1 nezalezi na tom, zda je matice K singularni ¢i nikoliv. Pokud ma
soustava (75) FeSeni, ziskdme ho vySe popsanym zptisobem. Pokud feseni nema,
nejsme jiz nuceni pocitat smér podle kroku 2, ale pomoci jiz vypocitané regularni
matice C = C + E dokézeme urcit spadovy smér p* fesenim soustavy s regularni

matici C AT
( A ok)' (83)

V nésledujicim procesu vypoctu Teseni ptivodni soustavy pak staci zajistit, aby
rust slozek vektorii nepiekro¢il z vypocetniho hlediska piijatelné meze (coz je v al-
goritmu kazdopadné rozumné zavést). Reseni nyni sice neexistuje algebraicky, ale
vypoctem ziskdme potiebny spadovy smeér. Tim docilime jednotného postupu ve
vSech moznych ptipadech, a to bez testovani regularity popf. podminky fesitel-
nosti.

Zvazime-li cely postup feseni, jak byl diskutovan v této kapitole, je ziejmé,
Ze nejsme nijak nuceni Fesit soustavy (75) zcela pfesné, ale ze v podstaté po-
tfebujeme pouze ziskat ,dobry“ spadovy smeér. Piresnym feSenim ziskame tzv.
newtonovsky smér, ktery je v jistém smyslu optimélni (viz [19], [22]). ReSenim
soustavy s matici (83) obdrzime smér p*, ktery je newtonovskému sméru ,blizky“
a ktery je budto nulovy (a pak jsme hotovi) nebo spadovy, jak plyne z lemmatu
.2, a tudiz vyhovujici pro potieby reseni.

4 Zavér

Autor v této praci predklada apravu postupu numerické realizace FeSeni semikoer-
civni kontaktni lohy, jak je zndma z [30]. Algoritmy, které vyuzivaji regularizaci
singularni soustavy pomoci modifikované Choleského faktorizace, umoziuji bez
problémii fesit soustavy s nejednoznacné danym fesenim a nejsou citlivé na jejich
konsistenci. V piipadé, Ze je matice soustavy regularni (a neblizi se vipocetné sin-
guldrni matici), neprovedou navrhované algoritmy zadné zmény a chovaji se jako
standardni. Jistou nevyhodou je nutnost pocitat v dvojnasobné presnosti. Novy
postup Feseni lze vyuzit jak v rdmci prosté tpravy algoritmu z [30], kde pouze
vyménime metodu konjugovanych gradienti, tak i jako novou variantu metody
blokové eliminace v ramci algoritmu aktivni mnoziny. Ptriklady ukazujici feseni
jednoduchych kontaktnich tiloh dvou téles pomoci vysSe popsanych postupti jsou
uvedeny a popsany v [42].
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1 Introduction

Experience shows that most of the computational cost and storage requirement
for optimal design of structures result from the solution of state problem that arise
in repeated analysis and design sensitivity analysis. In this paper, the effective
algorithms for sensitivity analysis will be proposed.

Let us consider that the shape of the body that defines state problem Q(«) is

controlled by discrete design variables o« = (a4, ..., ). Then the abstract shape
optimization problem could be defined as a minimization problem
i 1
min J (u(a)), (1)

where U,4 is set of all admissible shapes and u(«) is solution of the state problem
that usually has form of minimization of potential energy

min J,, (u). (2)

UGC&

The goal of the sensitivity analysis is to evaluate the gradient of the solution u
of the state problem as function of variable «

Vu(a) = (%@,...,%ﬁ) | 3)
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This gradient is for example used in process of optimization for evaluation of the
gradient of the cost function J (u(«)).

The simplest method for computation of these derivatives is based on usage
of the forward finite difference approximation A;u/Aq; to the design sensitivity
Ou/Oa; that is given by

ou(a)  Awu(a)  u(og,...,0+ Doy, ..., ap) —ulag, ..., o) (4)
80@ B AOZZ‘ N Aai

It follows that the overall finite difference method for evaluation of the gradient
of u as a function of the design variables « requires k perturbations of the body
Q(«) by perturbation parameters Aa; and k + 1 solutions of the state problem
(2). This method is not optimal due to high computational cost and due to
troubles connected with choosing right perturbation parameter. Too small or
too large perturbation parameter may lead to very high inaccuracy in sensitivity
computations.

2 Sensitivity analysis for linear elasticity state problems

We shall consider linear elasticity problem as the state problem (2). After dis-
cretization by finite element method, this problem has a form of the following
system of n equations with n unknowns

K(a)u(a) = f(a), (5)

where K(«a) is the positive definite stiffness matrix, f(«) is the force vector,
and u(«) is the unknown vector of nodal displacements. Sensitivity analysis is
involved in most design optimization problems, and direct differentiation of (5)
and rearrangement leads to the wellknown equation for the sensitivity of the
unknown displacement field with respect to a design variable, «;

i ou O0f OK

8042- - 80@ B aOéiu (6)

which clearly demonstrates that the sensitivity analysis merely amounts to solving
(5) with several new right hand sides. Thus, the formula (6) can be rewritten as
the system of n equations with £k right hand sides

KX = B. (7)

The computations of sensitivities by formula (6) is often called semi-analytic
method for design sensitivity analysis.

Several strategies for the solution of systems with multiple righthand sides
have been proposed in the literature. The most simple and in many cases very
efficient method may be based on re-using of the conjugate directions p; generated
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by the conjugate gradient (CG) method for the solution of the system with the
first righthand side. In this case, the conjugate directions p; are used to get
better initial approximation to the solution of remaining systems whose solution
is then completed by the CG method. This approach was introduced by Suarjana
and Law [11] who labelled it the Successive Conjugate Gradient (SCG) method.
The performance of SCG depends on the angle of each righthand side to the
space V' = span(ps, ..., pm) that is formed by the combinations of the conjugate
directions pi,...,pn. Even though no improvement is granted when the right
hand side b; is conjugate to V', it does not seem that this happens often in
sensitivity analysis. It follows by the theory of the Lanczos method for eigenvalue
analysis that the residuals corresponding to initial approximations generated by
the SCG method will have very small coordinates in the directions of eigenvectors
that correspond to outer eigenvalues of K. Thus the first stage of the SCG
method may be considered as preconditioning. The idea of preconditioning of
the subsequent systems may be implemented more explicitly by an algorithm
that combines the CG method with the Lanczos method in the solution of the
first system. In the first run, in addition to the conjugate directions p;, to the
approximate solutions u;, and to the residuals r; that are generated by the CG
algorithm, the combined algorithm generates and stores orthonormal Lanczos
vectors ¢; = r;/||ri|| and entries of a tridiagonal matrix

T; = QI KQ; (8)
where Q; = [q1, - .., ¢]. Since we use formulae
T r} Kpi — Biar] Kpia Ty = — |7i41]] ()
||7i] |2 LT a|[ri]|

the cost of each step is dominated, as in the standard conjugate gradient algo-
rithm, by one multiplication of an n-vector by K. The matrices T; and @, are
then used to evaluate a few eigenvectors that correspond to the smallest eigen-
values. In the solution of subsequent systems, the eigenvectors are used to reduce
the error of the initial approximation in their direction nearly to zero. The ad-
vantage of this approach, which we label CGLAN, is that, after the first run is
finished, only a very small number of vectors are used in the further solution. We
observed that for realistic problems the time for the solution of subsequent prob-
lems was reduced by 75 % even with approximation of only 10 eigenvectors that
correspond to the smallest eigenvalues. The explanation of such a performance
may also be given in terms of the multigrid methods. Approximate eigenvectors
may also be used by the projector preconditioning methods (Dostal [2]).

3 Numerical experiments for linear problems

For the comparison of all methods mentioned in previous section we have cho-
sen two model problems. The first, ITER, is a relatively ill-conditioned long
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LLT CG SSCG CGLAN

SSOR ILLT SSOR ILLT SSOR ILLT

time | time | iter | time | iter | time | iter | time | iter | time | iter | time | iter

Anal. | 83 55 251 63 | 175 | 60 | 251 | 65 | 175 | 87 | 251 | 83 | 175

1 8 39 189 57 | 161 8 10 7 8 4 13 7 16
2 9 46 217 62 | 173 9 11 8 8 9 37 13 34
3 8 41 200 57 | 161 9 10 8 8 6 23 8 19
4 8 46 217 61 | 173 9 11 8 7 9 39 14 36
5 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Suml | 133 | 227 | 1074 | 324 | 843 | 95 | 293 | 120 | 206 | 115 | 363 | 149 | 280

Sum?2 | 133 | 227 | 1074 | 300 | 843 | 95 | 293 | 96 | 206 | 115 | 363 | 125 | 280

Sum3 | 50 172 | 823 | 237 | 668 | 35 42 31 31 28 | 112 | 42 | 105

Total | 288 | 329 X 425 b'e 211 X 239 X 221 b 259 X

Tabulka 2: Comparison of algorithms for ITER problem

cantilever beam with a lateral end load (Figure 5). The second, ITER2 (Fig-
ure 6), has the same boundary conditions and load, but it is wider and therefore
better conditioned than ITER. The models have identical meshes, 10 x 10 x 35
nodes, that is, 3500 nodes, 2754 elements and 10500 degrees of freedom. For
the preconditioned conjugate gradient method we have implemented two types
of preconditioning. The first is a very simple SSOR preconditioner (Axelsson [1])
implemented with the Eisenstat’s trick (Eisenstat [12]) that has no additional
memory requirement. It is characterized by a small number of floating point op-
erations in each CG step. For ill-conditioned problems, we have implemented a
more robust incomplete Cholesky factorization preconditioning by position with
respect to the sparsity pattern of the stiffness matrix (Saint-Georges [13]). In this
preconditioning, the preconditioner takes additional memory of the same amount
as the stiffness matrix. Also one CG step takes approximately twice the number
of flops of the SSOR preconditioning. Incomplete factorization of the stiffness
matrix took in both problems 24s. For eigenvalues and eigenvectors computa-
tion in the CGLAN method we have used the RATQR and TINVIT algorithms
from the EISPACK library. The optimal number of eigenvectors is chosen by
neig = argmax{l(i + 1)/l(z), i = 10,...,30}, where I(7) is the i-th eigenvalue in
ascending order. The comparisons of all methods is collected in Table 2 for the
ITER problem and in Table 3 for ITER2. “Suml” is the total time or number
of iterations taken by the solver for the analysis and design sensitivity analysis.
“Sum?2” is the same as “suml”, but it does not include the process of precon-
ditioning. Very important is “sum3” which expresses times spent by the solvers
only in design sensitivity analysis. “Total” is the total time of one design it-
eration, i.e. including the assembly of the stiffness matrix and load vector, etc.
Notice also that the skyline stiffness matrix storage used by finite solvers takes
24.899 MB of RAM, whereas the sparse storage typical of iterative solvers needs
only 3.214 MB of memory.
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ODESSY

Name: iter
Date: Jul 28 1997 13:00

Elanant Plot

Obrazek 5: Model problem ITER

ODESSY
Name: iter

Date: Apr 27 1997 15: 4

Obrazek 6: Model problem ITER2
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LLT CG SSCG CGLAN
SSOR ILL” SSOR ILLT SSOR ILLT
time | time | iter | time | iter | time | iter | time | iter | time | iter | time | iter
Anal. 83 19 86 16 44 20 86 18 44 29 86 22 44
1 8 17 80 15 42 5 17 4 8 5 18 6 13
2 9 17 80 12 32 5 15 4 7 5 17 5 13
3 8 13 58 13 34 5 17 4 7 5 17 5 13
4 8 17 83 15 43 6 20 5 9 5 20 9 24
5 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Suml | 133 83 | 387 | 95 195 | 41 155 59 75 49 158 | 71 107
Sum?2 | 133 83 | 387 | 71 195 | 41 155 | 35 75 49 158 | 47 107
Sum3 | 50 64 | 301 55 151 21 69 17 31 20 72 25 63
Total | 288 185 X 200 X 145 X 165 X 152 X 177 X

Tabulka 3: Comparison of algorithms for ITER2 problem

4 Sensitivity analysis for contact shape optimization

Let us now assume that the energy functional (2) has the form

1
Jo(u) = iuTK(a)u — ff(a)u (10)
with the stiffness matrix K («) and the vector of nodal forces f(«). The matrix
N(a) and the vector ¢(«) that describe the linearized incremental condition of
non-interpenetration also depend on «, so that the solution u(«) of the state
contact problem with the region Q(«) satisfies

u(a) = arg min J, (u), (11)

u€Cy

where

Co ={u: N(a)u < c(a)}.
More details about formulation and discretization of contact problems may be
found in Kikuchi and Oden [16] or Hlavacek at al [15].

The sensitivities of the solution of the state problem could be obtained by
overall finite difference method for sensitivity analysis described in section 1. The
more efficient semi-analytical method will be derived in the rest of this section.

The Lagrange function of the problem (11) has the form

L(u,z,a) = ;UTK(a)u — fH@)u+ 2" (N(a)u — c(a)) (12)

where u and z also depend on the vector of design variables «. For the problem
(11) we can prescribe Karush-Kuhn-Tucker conditions in following terms

K(a)u= f(a) = N'(a)r  N(@u—-c<o x>0 (13)
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Let the set I = {i: nj(a)u = ¢;(«)} denote set of indices of nodal variables in
contact, let n;,(a) denote the i row of matrix N(a) from the problem (11) and
let vector u denote solution of the state problem (11). Further, for analysis of all
contact cases we divide the set I to the two sets

I;={i:ielAnz; >0} I,={i:ielAnz; =0} (14)

where [ is the set of indices of nodal variables in, so called, strong contact, I, is
the set of indices in weak contact and x is the solution of the dual formulation of
the state problem (11). After formal differentiation of conditions (13) and after
some simplification we obtain the new problem

22y e ) "

where
1
H(Oéa ﬁ) = izTK(a)Z - ZT (f/(Oé, B) - K/(a> B)u - N/T<a7 ﬂ)m)
Gla, B) = {= : nja(a)z < file, B) — wu(a, Bu for j e L,
nj.(a)z = fi(o, B) = nj, (o, B)u for je [s} (16)
Symbols K'(«, 3), f'(a,3) and N'(«a, 3) represent directional derivatives in di-
rection 3. At this place it is important to notice that these derivatives can be
simply evaluated. It has been proved [14] that the solution of this problem is the

directional derivative u’(a, 3) of solution of problem (11).
Let us make some notifications for simplifying the problem (15)

f(Oé,ﬁ) = f,(Oé,ﬁ) - K,(O"ﬁ)u - N’T(a,ﬁ):p
Nu(@) = (@) jep, . culer 8) = (fj(a, B) = nj(a, B)u)

Ny(@) = (nju(@))jer, - eslen B) = (fj(e, B) = nj(, B)u)

where N, (), Ns(«) are matrices that are composed from the rows of the original
matrix N(«) of contact conditions from problem (11) which are in weak or strong
contact and ¢, (v, 3), cs(c, 3) are vectors of dimensions corresponding to number
of rows of matrices N,,(«), Ng(«). Then, we can rewrite problem (15) in the form

min ﬂ(a, B) (17)
z€G(a,B)

j€lw

Jjels

where
F0,5) = 5" K(0)z ~ F1(0,)2
G, B) = {z: Ny(a)z < cu(a, B), Ny(a)z = cs(a, B)}

It is easy to see that the last problem is again a quadratic programming problem
with linear constraints in the form of equalities and inequalities. These prob-
lem then could be very efficiently solved by duality based algorithms (Dostél,
Friedlander, Santos [17, 18]).
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5 Numerical experiments for contact problems

In this section a numerical solution of a contact shape optimization problem with
the coercive contact problem of two elastic bodies in contact will be presented.
This problem was named “cont” and is defined on Figure 7. The elastic param-
eters such Young modulus and Poisson ratio are F; = 2.1e+05, Ey = 1.0e+05
and 11 = v, = 0.3, where subscript 1 denotes the upper body and 2 the bottom
body respectively. The density of the loading force is equal to —1000.

The shape of the upper body is controlled by a B-spline with 6 controlling
points on the bottom edge as shown on the figure. These points can move in
the vertical direction with such limits that non-interpenetration of the bodies
are preserved for any position of these points. This defines a vector of 6 design
variables @ = (a1,...,a), where each design variable defines position of the
corresponding controlling point.

The meshes for both the bodies are defined by 41 x 21 nodes. The discretized
model is displayed on Figure 8 and consists of 1600 rectangular finite elements,
1722 nodes and 3298 unknown displacements.

As the cost function it was used the compliance that is the negative value of
the total potential energy

C(u) = —;uTKu—l—qu, (18)

where u is the primal solution of the state problem. One constraint on the
admissible shapes was described above and defines bounds for each design variable
such that

Second constraint sets admissible designs such that the volume of the bodies is
less or equal to the initial volume. It means, that for any design variables o and
the initial design variables o the inequality

/ 0 < d$) (20)
Qp(a) Qp(a?)
has to be fulfilled.

The sequential linear programming with the simplex method was used as the
optimizer. Hence, the first order sensitivity analysis has to be carried out and
both the methods of sensitivity analysis were used. The overall finite differ-
ence method was used with three values of the perturbation parameters (2.5e-02,
2.5e-03, 2.5e-05). The relative change of design smaller then 0.01 % was used as
the stopping criterion.

All the important data from the optimization process are collected for used
sensitivity analysis methods in Table 4. The overall finite difference method with
perturbation parameter 2.5e-05 was skipped because the optimization process did
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not converge. From this table it is easy to see that the semi-analytical method
is the most accurate because the smallest cost function value was reached in
the smallest number of design iterations. This table also proves that the semi-
analytical method is much more faster than the overall finite difference method.
Total time includes times necessary for assembles and factorizations of the stiff-
ness matrices and the solutions of all quadratic programming problems solved
during the optimization. In case of the overall finite difference method, each de-
sign iteration consists of 7 assembles and 7 factorizations while the semi-analytical
method needs only 1 assemble and 1 factorization. This is the main source of
speed up of the semi-analytical method. Total solution time summarizes only
times of solutions of the quadratic programming problems which appear during
the optimization process. Total analysis time and total sensitivity analysis time
collect solution times for solution of the state problem and the sensitivity analysis
respectively. Since, these times are dependent on the number of design iterations,
average times for the solution of the sensitivity analysis of one design variable in
one design iteration step are displayed in row “Avg. time per DV”. Here, we can
compare efficiency of the semi-analytical method qualitatively and we conclude
that the semi-analytical method is approximately four times faster than the over-
all finite difference method. Similarly, the total numbers of conjugate gradient
steps of the quadratic programming solver are compared in the rest of the table.

The sensitivities of the y-displacements computed from the initial state problem
are displayed for semi-analytical and overall finite difference sensitivity analysis
method in the figures 9 and 10. In case of the overall finite difference where
the round-off errors have large influence, some of these derivatives are obviously
unreasonable, specially in case of the smallest perturbation parameter h = 2.5e-03
and design variables 4 and 5.

All these observation leads to the conclusion that the semi-analytical method
is more efficient in all tested directions. Also the duality based solution of the
coercive contact problem is very stable and fast. The problem cont was solved on
the software package for optimization ODESSY installed on PC Pentium 300MHz
and the relative precision for all computations was set to 1.0e-06.
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Obrazek 7: Definition of model problem
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SA OFD, h=2.5e-2 | OFD, h=2.5e-3

# designs 36 87 46
Initial cost function 25.1552 25.1552 25.1552
Final cost function 8.7547 9.9906 12.0877
Total time 504 1533 792
Total solution time 84.7 649.64 305.47
Total analysis time 32.3 101.19 43.41
Total sensitivity analysis time | 52.4 548.45 262.06
Avg. time per DV 1.5 6.3 5.58
Total cg steps 1118 6409 2927
Total analysis cg 310 810 425
Total sensitivity analysis cg 808 5599 2502

Avg. cg steps per DV 23.09 64.36 53.23

Tabulka 4: Comparison of methods of sensitivity analysis
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