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1.3.1 Okoĺı bodu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3.2 Posloupnosti v metrických prostorech . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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6.4 Lokálně stejnoměrná konvergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
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7.3 Stejnoměrná konvergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
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Předmluva

Tato skripta vznikla jako učebńı text k předmětu Matematická analýza 2 vyučovanému
v rámci studijńıch programů Aplikovaná matematika a Matematika na Př́ırodovědecké
fakultě Univerzity Palackého v Olomouci a navazuj́ı na skripta Matematická analýza 1,
viz [13].

Prvńı část těchto skript, tvořena kapitolami 1–4, je věnována diferenciálńımu počtu
funkćı v́ıce proměnných a vektorových funkćı. Bohužel nebyl prostor pro detailněǰśı popis,
čtenáře lze odkázat třeba na skripta [3,10,12]. Druhá část, tvořená kapitolami 5–9, se zabývá
nekonečnými řadami a to jak č́ısel, tak funkćı. Je zakončena kapitolami o Taylorových a
Fourierových řadách. Podrobněǰśı výklad lze nalézt např. v [4]. Skripta neobsahuj́ı téměř
žádné př́ıklady k procvičováńı. Existuje však nepřeberné množstv́ı materiálu k poč́ıtáńı
v knihovnách a na internetu, viz citovaná skripta a sb́ırky př́ıklad̊u [1, 2, 5–7,9, 14].

Na tomto mı́stě by autor rád poděkoval recenzent̊um RNDr. Pavlu Ludv́ıkovi, Ph.D.
a Mgr. Ivoně Tomečkové, Ph.D. za jejich cenné připomı́nky a rady.

Tato skripta vznikla za podpory projektu OP VVV s názvem Univerzita Palackého jako
komplexńı vzdělávaćı instituce, reg. č. CZ.02.2.69/0.0/0.0/16 015/0002337
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Kapitola 1

Struktury nad RN

Ve skriptech [13] jsme se na začátku věnovali množině všech reálných č́ısel, a to zejména
proto, že nás zaj́ımaly reálné funkce jedné reálné proměnné. Jedńım z ústředńıch pojmů
těchto skript je funkce v́ıce proměnných a vektorová funkce. Proto se nejprve seznámı́me
s definičńım oborem a oborem hodnot těchto zobrazeńı, což jsou množiny uspořádaných
N -tic reálných č́ısel, kde N ∈ N. Zejména nás budou zaj́ımat operace na této množině,
velikosti jej́ıch prvk̊u, vzdálenosti mezi jej́ımi prvky, apod.

Začněme od podlahy, tedy pojmem uspořádané N -tice reálných č́ısel. Jak uvid́ıme, bude
nám tento pojem připomı́nat posloupnost reálných č́ısel.

Definice 1.1 Necht’ N ∈ N. Pak zobrazeńı množiny {1, 2, . . . , N} do R nazýváme uspořá-
danou N -tićı reálných č́ısel . Je-li x uspořádaná N -tice reálných č́ısel a j ∈ {1, . . . , N}, pak
obraz x(j) nazýváme j-tý prvek N -tice x a znač́ıme symbolem xj . Ṕı̌seme pak

x = (x1, . . . , xN ),

kde xj ∈ R, j = 1, . . . , N . Množinu všech uspořádaných N -tic reálných č́ısel znač́ıme sym-
bolem RN .

Poznámka 1.2 Uspořádané N -tice se daj́ı definovat bez pomoci pojmu zobrazeńı, a to na
základě pojmu uspořádané dvojice. Jsou-li x1, x2 a x3 reálná č́ısla, pak se dá uspořádaná
trojice definovat jako

(x1, x2, x3) :=
(
(x1, x2), x3

)
,

tedy jako uspořádaná dvojice, kde prvńı prvek je uspořádaná dvojice (x1, x2) a druhý prvek
je č́ıslo x3. Obecně se pro N ∈ N dá definovat uspořádaná N -tice reálných č́ısel x1, . . . , xN
jako

(x1, . . . , xN ) =
(
(x1, . . . , xN−1), xN

)
,

tedy jako uspořádaná dvojice, kde prvńı prvek je uspořádaná (N − 1)-tice (x1, . . . , xN−1)
a druhý xN .

Uspořádané N -tice budeme často chápat a použ́ıvat jako souřadnice bod̊u v
”
N -rozměr-

ném prostoru“, ze začátku nejčastěji pro N = 2, 3, viz Obrázek 1.1. Z toho d̊uvodu budeme
občas psát mı́sto (x1, x2) jen (x, y) a mı́sto (x1, x2, x3) jen (x, y, z) – kv̊uli nižš́ı přehlednosti
nejsou indexy úplně nejvhodněǰśı. Pro větš́ı N se jim už ale nevyhneme.
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8 KAPITOLA 1. STRUKTURY NAD RN
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(b) Souřadnice bodu v trojrozměrném
prostoru.

Obrázek 1.1: Jak si představovat uspořádané dvojice a trojice?

Nad množinou RN zavedeme operaci sč́ıtáńı a levou vněǰśı operaci násobeńı skalárem.

Definice 1.3 Zobrazeńı + : RN × RN → RN a · : R× RN → RN definované předpisy

x+ y = (x1 + y1, . . . , xN + yN ) a αx = (αx1, . . . , αxN )

pro každé x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN a α ∈ R nazýváme po řadě sč́ıtáńım
a násobeńım skalárem prvk̊u z RN .

S takto definovanými operacemi tvoř́ı množina RN vektorový prostor. Připomeňme jeho
definici.

Definice 1.4 Necht’ je dána neprázdná množina X a zobrazeńı

+ : X ×X → X a · : R×X → X

(pro jednoduchost budeme mı́sto +(x, y) psát x+ y a mı́sto ·(α, x) budeme psát α · x nebo
jen αx pro všechna x, y ∈ X, α ∈ R). Jestliže plat́ı:

(a) ∀x, y ∈ X : x+ y = y + x (komutativita sč́ıtáńı),

(b) ∀x, y, z ∈ X : x+ (y + z) = (x+ y) + z (asociativita sč́ıtáńı),

(c) ∃o ∈ X ∀x ∈ X : x+ o = x (prvek o nazýváme nulový prvek),

(d) ∀x ∈ X ∃ −x ∈ X : x+ (−x) = o (prvek −x nazýváme opačný k prvku x),

(e) ∀α ∈ R ∀x, y ∈ X : α(x+ y) = αx+ αy,

(f) ∀α, β ∈ R ∀x ∈ X : (α+ β)x = αx+ βx,

(g) ∀α, β ∈ R ∀x ∈ X : α(βx) = (αβ)x,

(h) ∀x ∈ X : 1 · x = x.

Pak uspořádanou trojici (X,+, ·) nazýváme reálným vektorovým prostorem a prvk̊um
množiny X ř́ıkáme vektory .
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Poznámka 1.5

• Pokud bychom v Definici 1.4 všude mı́sto R psali C (množinu komplexńıch č́ısel),
mluvili bychom o komplexńım vektorovém prostoru. Zde budeme pracovat pouze
s reálnými vektorovými prostory, takže př́ıvlastek reálný budeme vynechávat.

• Pokud to bude z kontextu jasné, pak budeme mı́sto uspořádané trojice (X,+, ·) psát
pouze X, např. zde budeme mluvit o

”
vektorovém prostoru RN“.

• Čtenář by si již měl sám dokázat, že (RN ,+, ·) s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem
z Definice 1.3 tvoř́ı vektorový prostor ! Přitom nulovým vektorem je vektor

o = (0, 0, . . . , 0)

tzn. uspořádaná N -tice, jej́ıž všechny prvky jsou nulové. Dále ke každé uspořádané
N -tici x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN je opačný vektor −x uspořádaná N -tice o složkách

−x = (−x1, . . . ,−xN ).

• V daľśım textu se od čtenáře očekávaj́ı daľśı znalosti pojmů z vektorových prostor̊u.
Zejména lineárńı nezávislost vektor̊u, báze vektorového prostoru a jeho dimenze.

Kromě toho v souvislosti s RN definujeme zobrazeńı přǐrazuj́ıćı každé uspořádané dvojici
prvk̊u z RN reálné č́ıslo.

Definice 1.6 Zobrazeńı
(·,·) : RN × RN → R,

které každé dvojici x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN přǐrad́ı č́ıslo

(x, y) =

N∑
i=1

xiyi

nazýváme standardńı skalárńı součin v RN .

V literatuře se často mı́sto (x, y) ṕı̌se x · y či 〈x, y〉, apod. Jednoduchá geometrická
aplikace standardńıho skalárńıho součinu bude uvedena dále v Poznámce 1.15.

Poznámka 1.7 Pro standardńı skalárńı součin plat́ı následuj́ıćı výroky:

(i) ∀x ∈ RN : (x, x) ≥ 0,

(ii) ∀x ∈ RN : (x, x) = 0 ⇔ x = o,

(iii) ∀α ∈ R ∀x, y ∈ RN : (αx, y) = α(x, y),

(iv) ∀x, y, z ∈ RN : (x+ y, z) = (x, z) + (y, z),

(v) ∀x, y ∈ RN : (x, y) = (y, x).

Dokázáńı jejich pravdivosti je přenecháno čtenáři jako jednoduché cvičeńı.

Pomoćı skalárńıho součinu můžeme definovat délku vektor̊u.
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Definice 1.8 Zobrazeńı ‖ · ‖ : RN → R definované vztahem

‖x‖ =
√

(x, x) =

√√√√ N∑
i=1

x2
i , x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN

nazýváme eukleidovskou normou v RN . Pro každé x ∈ RN nazýváme č́ıslo ‖x‖ eukleidovskou
velikost́ı (normou) vektoru x.

Pod́ıváme-li se pořádně na výraz vyjadřuj́ıćı normu vektoru x v R2 a R3, vid́ıme, že jde
o délku úsečky dané vektorem x.

Cvičeńı 1.9 Dokažte, že pro každé x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN a i = 1, . . . , N plat́ı

|xi| ≤ ‖x‖ ≤
√
N max{|xj | ; j = 1, . . . , N}.

Poznámka 1.10 Pro eukleidovskou normu plat́ı následuj́ıćı výroky:

(i) ∀x ∈ RN : ‖x‖ ≥ 0,

(ii) ∀x ∈ RN : ‖x‖ = 0 ⇔ x = o,

(iii) ∀α ∈ R ∀x ∈ RN : ‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

Důkaz jejich pravdivosti je přenechán čtenáři jako cvičeńı.

Věta 1.11 (Cauchyova–Schwarzova nerovnost). Pro x, y ∈ RN plat́ı

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

D̊ukaz. Zvolme x, y ∈ RN libovolně. Rozlǐśıme dva možné př́ıpady: (a) ‖x‖ = 0 nebo (b)
‖x‖ 6= 0.
ad (a): Podle Poznámky 1.10(ii) pak x je nulový vektor a platnost Cauchyovy–Schwarzovy
nerovnosti ověř́ıme dosazeńım x = o do obou stran této nerovnosti.
ad (b): Pro každé α ∈ R podle Poznámky 1.7(i) plat́ı

(αx+ y, αx+ y) ≥ 0.

Uprav́ıme-li levou stranu nerovnosti (s využit́ım (iii)-(iv) z Poznámky 1.7 a definice euklei-
dovské normy), dostáváme

α2‖x‖2 + 2α(x, y) + ‖y‖2 ≥ 0.

Vzhledem k předpokladu nenulovosti ‖x‖ se na tuto nerovnost můžeme d́ıvat jako na kvad-
ratickou nerovnici o neznámé α, jej́ıž diskriminant D je nekladné č́ıslo (proč?). To znamená,
že

0 ≥ D = 4(x, y)2 − 4‖x‖2 · ‖y‖2.

Zjednodušeńım dostáváme již požadovanou nerovnost. 2
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Poznámka 1.12 Rozeṕı̌seme-li si Cauchyovu–Schwarzovu nerovnost po souřadnićıch, dos-
táváme, že pro x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN plat́ı∣∣∣∣∣

N∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ N∑

i=1

x2
i ·

√√√√ N∑
i=1

y2
i

neboli (
N∑
i=1

xiyi

)2

≤
N∑
i=1

x2
i ·

N∑
i=1

y2
i .

Věta 1.13 (speciálńı př́ıpad Minkowského nerovnosti). Pro x, y ∈ RN plat́ı

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

tzn. pro x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN plat́ı√√√√ N∑
i=1

(xi + yi)2 ≤

√√√√ N∑
i=1

x2
i +

√√√√ N∑
i=1

y2
i .

D̊ukaz. Pro x, y ∈ RN plat́ı

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) = ‖x‖2 + 2(x, y) + ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 =
(
‖x‖+ ‖y‖

)2
,

kde jsme postupně využili vlastnost́ı standardńıho skalárńıho součinu z Poznámky 1.7
a Cauchyovy–Schwarzovy nerovnosti. Odmocněńım obou stran źıskané nerovnosti dostáváme
tvrzeńı této věty. 2

Definice 1.14 Vektor̊um maj́ıćım velikost rovnu jedné ř́ıkáme normované vektory .

Poznámka 1.15 Čtenář se může prostředky základńı a středńı školy sám přesvědčit (i když
ne úplně jednoduše), že pro každé nenulové x, y ∈ RN , kde N = 2 a N = 3 je č́ıslo α ∈ [0, π]
splňuj́ıćı

cosα =
(x, y)

‖x‖ · ‖y‖
odchylkou vektor̊u x a y, viz Obrázek 1.2. Z Cauchyovy–Schwarzovy nerovnosti vid́ıme, že
pro každé dva nenulové vektory x a y je č́ıslo α dobře definované, tzn. výraz v posledńı
rovnosti napravo nabývá hodnot z intervalu [−1, 1]. Dále vid́ıme:

• je-li cosα = 1, pak α = 0 a tedy vektory x a y jsou lineárně závislé a
”
ukazuj́ı stejným

směrem“, tzn. existuje c ∈ R, c > 0 tak, že y = cx,

• je-li cosα ∈ (0, 1), je úhel α ostrý,

• je-li cosα = 0, což je ekvivalentńı s t́ım, že (x, y) = 0 (!), jsou vektory k sobě kolmé(!),
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• je-li cosα ∈ (−1, 0), je úhel α tupý, a konečně

• je-li cosα = −1 jsou vektory x a y lineárně závislé a
”
ukazuj́ı opačným směrem“, tzn.

existuje c ∈ R, c < 0 tak, že y = cx.

Pro normované vektory x a y je pak vzorec pro odchylku vektor̊u daleko jednodušš́ı –
redukuje se na rovnost

cosα = (x, y),

tzn.

α = arccos (x, y).

x1

x2

x

y

α

Obrázek 1.2: Odchylka vektor̊u x a y.

Posledńım zásadńım pojmem je metrika, tzn. prostředek jak měřit vzdálenosti mezi
prvky z RN .

Definice 1.16 Zobrazeńı ρ : RN × RN → R definované předpisem

ρ(x, y) = ‖x− y‖ =

√√√√ N∑
i=1

(xi − yi)2, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN ,

nazýváme eukleidovská metrika. Pro každé x, y ∈ RN nazýváme č́ıslo ρ(x, y) eukleidovská
vzdálenost mezi vektory x a y.

Pod́ıváme-li se pořádně na výraz vyjadřuj́ıćı vzdálenost dvou vektor̊u x a y v R2 (a R3),
vid́ıme, že jde o délku úsečky dané koncovými body vektor̊u x a y.

Jakmile jsme si určili jak měřit vzdálenosti mezi jednotlivými vektory, můžeme se bavit
konvergenćı posloupnost́ı prvk̊u z RN .

Definice 1.17 Posloupnost́ı prvk̊u z RN rozumı́me zobrazeńı množiny N do RN . Je-li a
posloupnost prvk̊u z RN , pak n-tý člen posloupnosti a budeme značit

a[n] = (a
[n]
1 , a

[n]
2 , . . . , a

[n]
N ) ∈ RN .

Samotnou posloupnost budeme mı́sto a značit jako
{
a[n]
}∞
n=1

či

a[1], a[2], . . . , a[n], . . . .
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Ra− ε a+ εa

(a) Okoĺı v R.

x

y

ε

a

(b) Okoĺı v R2.

y

z

x

ε
a

(c) Okoĺı v R3.

Obrázek 1.3: Okoĺı bodu a o poloměru ε v RN .

Definice limity posloupnosti v RN je pak velice přirozeným zobecněńım pojmu limity
posloupnosti reálných č́ısel.

Definice 1.18 Necht’
{
a[n]
}∞
n=1

je posloupnost v RN , L ∈ RN . Řekneme, že L je limitou

posloupnosti
{
a[n]
}∞
n=1

, jestliže pro každé ε ∈ R, ε > 0 plat́ı

ρ(a[n], L) < ε (neboli
∥∥a[n] − L

∥∥ < ε) pro s.v. n ∈ N.

Ř́ıkáme také, že posloupnost
{
a[n]
}∞
n=1

konverguje a ṕı̌seme lim
n→∞

a[n] = L či a[n] → L.

S pomoćı normy či metriky můžeme definovat i okoĺı bodu v RN .

Definice 1.19 Necht’ a ∈ RN , ε ∈ R, ε > 0. Množinu

Uε(a) = {x ∈ RN ; ρ(x, a) < ε} = {x ∈ RN ; ‖x− a‖ < ε}

nazýváme ε-okoĺı bodu a (neboli okoĺı bodu a o poloměru ε), množinu

Rε(a) = {x ∈ RN ; 0 < ρ(x, a) < ε} = {x ∈ RN ; 0 < ‖x− a‖ < ε} = Uε(a) \ {a}

nazýváme redukované ε-okoĺı bodu a (neboli redukované okoĺı bodu a o poloměru ε).

Poznámka 1.20 Okoĺı bodu a ∈ RN o poloměru ε > 0 jsou pro r̊uzná N následuj́ıćı:

• N = 1: V tomto př́ıpadě splývá pojem okoĺı i redukovaného okoĺı se stejnojmenným
pojmem z [13] (ověřte si to!) – viz Obrázek 1.3a.

• N = 2: Jde o kruh se středem v bodě a a poloměrem ε bez ohraničuj́ıćı kružnice – viz
Obrázek 1.3b. Redukované okoĺı je pak tento kruh bez středu a.

• N = 3: V tomto př́ıpadě jde o kouli bez ohraničuj́ıćı sféry o středu a a poloměru ε –
viz Obrázek 1.3c. Redukované okoĺı zase dostaneme vyjmut́ım středu z této koule.

Poznámka 1.21 Pomoćı okoĺı můžeme definici limity posloupnosti opět vyjádřit následuj́ıćım
zp̊usobem: Pro posloupnost

{
a[n]
}∞
n=1

bod̊u z RN a L ∈ RN plat́ı lim
n→∞

a[n] = L ∈ RN právě

tehdy, když
∀ε ∈ R, ε > 0 : a[n] ∈ Uε(L) pro s.v. n ∈ N.
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Věta 1.22 (o konvergenci po složkách). Necht’
{
x[n]
}∞
n=1

je posloupnost prvk̊u z RN ,

x ∈ RN . Pak
lim
n→∞

x[n] = x

právě tehdy, když pro každé i = 1, . . . , N plat́ı

lim
n→∞

x
[n]
i = xi.

D̊ukaz. (⇒): Necht’ lim
n→∞

x[n] = x, tzn.
∥∥x[n] − x

∥∥ → 0 pro n → ∞. Zvolme i ∈ {1 . . . , N}
libovolně. Pak podle Cvičeńı 1.9 plat́ı

|x[n]
i − xi| ≤

∥∥x[n] − x
∥∥→ 0.

(⇐): Necht’ pro každé i = 1, . . . , N plat́ı lim
n→∞

x
[n]
i = xi neboli |x[n]

i − xi| → 0 pro n → ∞.

Podle Cvičeńı 1.9 plat́ı

∥∥x[n] − x
∥∥ ≤ √N max{|x[n]

i − xi| ; i = 1, . . . , N} → 0

pro n→∞. 2

Př́ıklad 1.23 Posloupnost
{(

(1 + 1
n)n, 2−n

)}∞
n=1

konverguje k vektoru (e, 0), protože

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e a lim

n→∞
2−n = 0. ©

Z předchoźı věty tedy vid́ıme, že pro vyšetřováńı konvergence posloupnosti vektor̊u z RN
lze využ́ıt znalost́ı o limitách posloupnost́ı reálných č́ısel – dá se pomoćı ńı zobecnit celá
řada tvrzeńı plat́ıćıch pro posloupnosti reálných č́ısel (opět viz např. [13]). Začněme větou
o aritmetice.

Věta 1.24 (o aritmetice limit konvergentńıch posloupnost́ı). Necht’
{
a[n]
}∞
n=1

a
{
b[n]
}∞
n=1

jsou konvergentńı posloupnosti v RN , maj́ıćı limity L[1] ∈ RN a L[2] ∈ RN . Pak plat́ı

(a) lim
n→∞

∥∥a[n]
∥∥ =

∥∥L[1]
∥∥,

(b) lim
n→∞

(a[n] + b[n]) = L[1] + L[2],

(c) lim
n→∞

(a[n] − b[n]) = L[1] − L[2],

(d) lim
n→∞

(a[n], b[n]) = (L[1], L[2]),

(e) lim
n→∞

ρ(a[n], b[n]) = ρ(L[1], L[2]).

Daľśı věty plat́ı i pro posloupnosti mnohem obecněǰśıch prostor̊u. Pod́ıvejme se nejprve
na zobecněńı doposud uvedených pojmů a vyslovme tak obecněǰśı tvrzeńı.
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1.1 O prostorech se skalárńım součinem

V Poznámce 1.7 byly vyṕıchnuty ty nejzákladněǰśı vlastnosti standardńıho skalárńıho součinu.
Pod́ıvejme se nyńı na zobecněńı tohoto pojmu. Zmı́něné vlastnosti budu dokonce charakte-
rizovat obecný pojem skalárńıho součinu (srovnejte Poznámku 1.7 s Definićı 1.25).

Definice 1.25 Necht’ (X,+, ·) je reálný vektorový prostor a zobrazeńı

(·,·) : X ×X → R

pro něž plat́ı

(i) ∀x ∈ X : (x, x) ≥ 0,

(ii) ∀x ∈ X : (x, x) = 0 ⇔ x = o,

(iii) ∀α ∈ R ∀x, y ∈ X : (αx, y) = α(x, y),

(iv) ∀x, y, z ∈ X : (x+ y, z) = (x, z) + (y, z),

(v) ∀x, y ∈ X : (x, y) = (y, x).

Pak zobrazeńı (·,·) nazýváme skalárńım součinem na X a uspořádanou dvojici
(
X, (·,·)

)
nazýváme prostorem se skalárńım součinem. Pokud je nav́ıc X reálným vektorovým pro-
storem konečné dimenze, nazýváme př́ıslušný prostor se skalárńım součinem eukleidovským
prostorem.

Poznámka 1.26 Z Poznámky 1.7 plyne, že standardńı skalárńı součin (·,·) je skalárńım
součinem nad RN . Protože RN je konečně dimenzionálńı (jeho dimenze je rovna N), pak(
RN , (·,·)

)
je dokonce eukleidovský prostor.

Cvičeńı 1.27 Necht’ N ∈ N, w1, . . . , wN jsou kladná reálná č́ısla. Dokažte, že zobrazeńı

(x, y) =

N∑
i=1

wixiyi, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN

je skalárńı součin nad RN (ř́ıká se mu vážený skalárńı součin).

Ukažme si daľśı prostory se skalárńım součinem, ve kterých nefiguruje množina RN .

Cvičeńı 1.28 Necht’ MM×N (R) je množina všech matic typu M × N s reálnými prvky,
M,N ∈ N. Dokažte, že zobrazeńı (·,·) : MM×N (R)×MM×N (R)→ R definované předpisem

(A,B) =
M∑
i=1

N∑
j=1

aijbij

pro každé dvě matice A = (aij)
M,N
i,j=1, B = (bij)

M,N
i,j=1 z MM×N (R), je skalárńı součin.

Cvičeńı 1.29 Necht’ X = C([a, b]) je množina všech spojitých funkćı na intervalu [a, b],
vybavená sč́ıtáńım funkćı a násobeńım reálnými č́ısly – ověřte, že jde o reálný vektorový
prostor (uvědomte si zejména, která funkce je

”
nulovým vektorem“ a jak vypadá

”
opačný
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vektor“ k dané funkci). Rozmyslete si také, co znamená lineárńı nezávislost prvk̊u z tohoto
vektorového prostoru. Na C([a, b]) definujme zobrazeńı

∀f, g ∈ C([a, b]) : (f, g) =

∫ b

a
f(x)g(x) dx. (1.1)

Dokažte, že toto zobrazeńı je dobře definováno a že jde o skalárńı součin.

Př́ıklad 1.30 Uvažujme (R([a, b]),+, ·) prostor všech riemannovsky integrovatelných funkćı
na intervalu [a, b] společně se sč́ıtáńım funkćı a násobeńım funkćı skalárem. Z [13, Věta 9.28]
v́ıme, že

C([a, b]) ⊂ R([a, b]).

Pak předpis (1.1) uvažovaný pro širš́ı definičńı obor R([a, b])×R([a, b]) již neńı předpisem
skalárńıho součinu. Jak se čtenář může sám přesvědčit, sice jsou splněny vlastnosti (i),(iii)-
(v) z Definice 1.25, ale pro funkci

f(x) =

{
1 x = a,
0 x ∈ (a, b],

plat́ı (f, f) = 0, přitom f neńı nulová funkce! Tuto obt́ıž můžeme překonat tak, že na
množině R([a, b]) definujeme relaci ∼ následuj́ıćım zp̊usobem:

∀f, g ∈ R([a, b]) : f ∼ g ⇐⇒
∫ b

a
(f(x)− g(x))2 dx = 0.

Dá se dokázat, že jde o relaci ekvivalence na R([a, b]). Z algebry je známo, že relace ekvi-
valence indukuje rozklad této množiny, označuje se R([a, b])/∼ (tzv. faktorová množina
R([a, b]) podle ∼ - prvky této množiny nazýváme tř́ıdy a označujeme je [f ] ∈ R([a, b])/∼,
kde f ∈ R([a, b])). Na této množině se dá definovat sč́ıtáńı a násobeńı skalárem tak, že
př́ıslušná uspořádaná trojice tvoř́ı vektorový prostor. A co je nejd̊uležiteǰśı: na této množině
již lze definovat skalárńı součin takovýmto zp̊usobem:

([f ], [g]) =

∫ b

a
f(x)g(x) dx, [f ], [g] ∈ R([a, b])/∼. ©

1.2 O normovaných lineárńıch prostorech

Nyńı si ukažme zobecněńı eukleidovské normy na libovolné vektorové prostory. Inspiraćı
pro nás budou vlastnosti normy z Poznámky 1.10 a Věty 1.13 (srovnejte je s vlastnostmi z
následuj́ıćı definice).

Definice 1.31 Necht’ (X,+, ·) je vektorový prostor a zobrazeńı ‖·‖ : X → R má následuj́ıćı
vlastnosti:

(i) ∀x ∈ X : ‖x‖ ≥ 0 (nezápornost),

(ii) ∀x ∈ X : ‖x‖ = 0 právě tehdy, když x = o (definitnost),

(iii) ∀α ∈ R ∀x ∈ X : ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ (pozitivńı homogenita),

(iv) ∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost).

Pak zobrazeńı ‖·‖ ř́ıkáme norma na X, uspořádanou dvojici (X, ‖·‖) nazýváme normovaným
lineárńım prostorem a vektorovému prostoru X ř́ıkáme jeho nosič.
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Poznámka 1.32 Z motivačńıch úvah pro pojem normy okamžitě vid́ıme, že eukleidovská
norma v RN je normou ve smyslu Definice 1.31. V Poznámce 1.36 si ukážeme daľśı normy
na RN .

Cvičeńı 1.33 Necht’ (X, ‖·‖) je normovaný lineárńı prostor.

1. Dokažte, že plat́ı
∀x, y ∈ X :

∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x− y‖.
2. Matematickou indukćı dokažte zobecněnou trojúhelńıkovou nerovnost, tzn.

∀n ∈ N ∀x1, . . . , xn ∈ X : ‖x1 + · · ·+ xn‖ ≤ ‖x1‖+ · · ·+ ‖xn‖.

Inspirováni Poznámkou 1.32 můžeme očekávat platnost následuj́ıćı jednoduché věty.

Věta 1.34. Necht’ (·,·) je skalárńı součin na vektorovém prostoru X. Pak zobrazeńı ‖ · ‖ :
X → R definované předpisem

‖x‖ =
√

(x, x), x ∈ X, (1.2)

je norma na X. Přitom plat́ı obecná Cauchyova–Schwarzova nerovnost, tzn.

∀x, y ∈ X : |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

D̊ukaz. Předpokládejme, že plat́ı vlastnosti (i)–(v) z Definice 1.25. Máme dokázat, že pak ‖·‖
má vlastnosti (i)–(iv) z Definice 1.31. Ověřeńı prvńıch tř́ı vlastnost́ı je snadné. Trojúhelńıková
nerovnost si ovšem vyžádá v́ıce pozornosti. Nejprve je potřeba dokázat Cauchyovu–Schwar-
zovu nerovnost. To se ale provede na chlup stejně jako v d̊ukazu Věty 1.11, protože se tam
využ́ıvaly právě pouze charakteristické vlastnosti skalárńıho součinu a normy (ověřte si to!).
Následně se trojúhelńıková nerovnost dokáže na chlup stejně jako v d̊ukazu Věty 1.13 – ze
stejného d̊uvodu. 2

Definice 1.35 Necht’
(
X, (·,·)

)
je prostor se skalárńım součinem. Pak normu definovanou

předpisem (1.2) nazveme normou indukovanou skalárńım součinem (·,·) a ř́ıkáme, že nor-
movaný lineárńı prostor (X, ‖·‖) je indukován skalárńım součinem (·,·).

Poznámka 1.36 Na vektorovém prostoru RN lze definovat v́ıce norem. Nejčastěji použ́ıvané
jsou:

1. eukleidovská norma, viz Definici 1.8,

2. součtová norma, daná předpisem

‖x‖1 =
N∑
i=1

|xi|, x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN ,

3. maximová norma, daná předpisem

‖x‖∞ = max{|xi|, i = 1, . . . , N}, x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN ,
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4. p-norma (kde p ∈ R, p ≥ 1), daná předpisem

‖x‖p = p

√√√√ N∑
i=1

|xi|p, x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN .

Poznamenejme, že eukleidovská norma a součtová norma jsou speciálńımi př́ıpady p-normy
(pro p = 2 a p = 1). Čtenáři je ponecháno jako cvičeńı ověřit, že jde skutečně o normy
(obt́ıžněǰśı je ověřit platnost trojúhelńıkové nerovnosti u p-normy, jde o d̊usledek Min-
kowského nerovnosti).

Zaj́ımavý je také fakt, že pro N = 1 všechny zde uvedené normy splývaj́ı. Skutečně, pro
x ∈ R1 plat́ı

‖x‖ = ‖x‖1 = ‖x‖∞ = ‖x‖p = |x|.
V jednodimenzionálńım př́ıpadě se tedy tyto normy redukuj́ı na absolutńı hodnotu reálného
č́ısla. Na vektorovém prostoru X = R lze ovšem definovat i jiné normy, např. ‖x‖ = 2|x|
pro každé x ∈ R (ověřte, že jde o normu).

Př́ıklad 1.37 Dokažte, že pro každé p ∈ R, p ≥ 1 a x ∈ RN plat́ı:

(a) ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤
p
√
N‖x‖∞, (b) ‖x‖ ≤ ‖x‖1 ≤ N‖x‖.

Řešeńı. Necht’ x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN .
ad (a): Necht’ p ∈ R, p ≥ 1. Dokažme nejprve druhou nerovnost. Pro každé i = 1, . . . , N
plat́ı

|xi| ≤ ‖x‖∞.
Umocńıme tyto nerovnosti na p (přitom se nerovnost nezměńı), poté sečteme přes všechna
i = 1, . . . , N a máme

‖x‖pp =
∑
i=1

|xi|p ≤ N‖x‖p∞.

Odmocněńım dostáváme požadovanou nerovnost. Nyńı se zaměřme na prvńı nerovnost. Pro
každé i = 1, . . . , N plat́ı

|xi|p ≤
N∑
j=1

|xj |p = ‖x‖pp,

tedy odmocněńım dostáváme |xi| ≤ ‖x‖p. Protože posledńı nerovnost plat́ı pro všechna
i = 1, . . . , N , pak nutně ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p.
ad (b): Opět nejprve dokážeme druhou nerovnost. Již ze Cvičeńı 1.9 v́ıme, že pro každé
i = 1, . . . , N plat́ı

|xi| ≤ ‖x‖.
Sečteme-li tyto nerovnosti přes všechna i, dostáváme

‖x‖1 =

N∑
i=1

|xi| ≤ N‖x‖.

Nyńı se pod́ıvejme na nerovnost prvńı. Úvaha je následuj́ıćı

‖x‖21 =

(
N∑
i=1

|xi|

)2

=

N∑
i=1

|xi|2 +
∑

i,j=1,...,N,
i6=j

|xi| · |xj | ≥
N∑
i=1

|xi|2 = ‖x‖2,
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kde druhá rovnost je pouhé roznásobeńı výrazu nalevo (pokud to neńı jasné, je vhodné si
provést umocněńı pro konkrétńı N , např. N = 2, N = 3). Nyńı stač́ı jen odmocnit obě
strany nerovnosti. ©

Poznámka 1.38 Z Př́ıkladu 1.37(a), rovnosti

lim
p→∞

p
√
N = N0 = 1

(d́ıky spojitosti exponenciálńı funkce o základuN) a věty o třech limitách (viz [13, Věta 5.33])
plyne, že

lim
p→∞

‖x‖p = ‖x‖∞

pro každé x ∈ RN . Odtud může čtenář vidět, proč se maximová norma označuje indexem
∞.

Př́ıklad 1.39 Na množině MM×N (R) definujme normu indukovanou skalárńım součinem
z Cvičeńı 1.28 – označme ji ‖·‖. Dokažte, že pak pro každé x ∈ RN a B ∈MM×N (R) plat́ı

‖B · x‖ ≤ ‖B‖ · ‖x‖,

kde B · x je
”
maticové násobeńı“, x je sloupcový vektor a ‖x‖ a ‖B · x‖ jsou po řadě

eukleidovské normy v RN a RM sloupcových vektor̊u x a B · x.

Řešeńı. Nejprve si uvědomme, že B ·x je sloupcový vektor z RM (předpokládá se, že čtenář
umı́ maticově násobit). Označme x = (x1, . . . , xN )T a B = (bij)

M,N
i,j=1. Pak

B · x =

 N∑
j=1

b1jxj ,
N∑
j=1

b2jxj , . . . ,
N∑
j=1

bMjxj

T

∈ RM .

Následně

‖B · x‖2 =
M∑
i=1

 N∑
j=1

bijxj

2

≤
M∑
i=1

 N∑
j=1

b2ij ·
N∑
j=1

x2
j


=

M∑
i=1

N∑
j=1

b2ij ·
N∑
j=1

x2
j = ‖B‖2 · ‖x‖2 = (‖B‖ · ‖x‖)2 ,

kde nerovnost plyne z Cauchyovy–Schwarzovy nerovnosti, viz Poznámku 1.12 pro vektory
(bi1, bi2, . . . , biN ), (x1, . . . , xN ) ∈ RN . ©

Př́ıklad 1.40 Normy můžeme uvažovat i na složitěǰśıch vektorových prostorech, než jsou
prostory vektor̊u či matic. Na vektorovém prostoru C([a, b]) lze uvažovat následuj́ıćı normy:

1. L2-norma, která je indukována skalárńım součinem ze Cvičeńı 1.29, tzn. tato norma
má předpis

‖f‖2 =

√∫ b

a
f2(x) dx, f ∈ C([a, b]),

2. L1-norma, daná předpisem

‖f‖1 =

∫ b

a
|f(x)| dx, f ∈ C([a, b]),
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3. maximová norma, daná předpisem

‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ [a, b]}, f ∈ C([a, b]),

4. Lp-norma (kde p ∈ R, p ≥ 1), daná předpisem

‖f‖p =
p

√∫ b

a
|f(x)|p dx, f ∈ C([a, b]).

Ověřte, že jde o normy. Přitom trojúhelńıková nerovnost pro Lp-normu je známá Min-
kowského nerovnost. ©

1.3 O metrických prostorech

Nyńı si ukažme zobecněńı eukleidovské metriky definované na RN v Definici 1.16. Stejně
jako tomu bylo u skalárńıho součinu a normy zde v podstatě jde o to, že metrikou nazveme
každé zobrazeńı maj́ıćı jisté vlastnosti.

Definice 1.41 Necht’ X je neprázdná množina a zobrazeńı ρ : X ×X → R má vlastnosti:

1. ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) ≥ 0 (nezápornost),

2. ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = 0⇔ x = y (definitnost),

3. ∀x, y ∈ X : ρ(y, x) = ρ(x, y) (symetrie),

4. ∀x, y, z ∈ X : ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (trojúhelńıková nerovnost).

Pak zobrazeńı ρ ř́ıkáme metrika na X, uspořádanou dvojici (X, ρ) nazýváme metrický
prostor a množině X ř́ıkáme jeho nosič.

Poznámka 1.42 Všimněme si předpoklad̊u na nosič X z definic prostoru se skalárńım
součinem, normovaného lineárńıho prostoru a metrického prostoru. U toho posledńıho ne-
potřebujeme, aby na X byla definována nějaká lineárńı struktura (prostě X nemuśı být
vektorový prostor). Metrický prostor je dokonce možné definovat na jakékoliv neprázdné
množině. Je-li X neprázdná množina, pak zobrazeńı ρ : X ×X → R definované předpisem

ρd(x, y) =

{
0 pro x = y,

1 pro x 6= y,
x, y ∈ X

je metrikou (dokažte). Ř́ıká se j́ı diskrétńı metrika. Nemá ale př́ılǐs praktický význam a
objevuje se sṕı̌s v r̊uzných protipř́ıkladech.

Poznámka 1.43 Na množině X = R budeme téměř vždy uvažovat metriku

ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.

Snadno se dá ověřit, že (R, ρ) je metrický prostor – viz např. [13, Poznámka 2.49]. Na R lze
použ́ıvat i jiné metriky, např.

ρ(x, y) = α|x− y|, x, y ∈ R,
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kde α ∈ R, α > 0 nebo třeba

ρ(x, y) = |arctg x− arctg y| , x, y ∈ R.

Obecněji, každá funkce ϕ : R→ R, která je ryze monotónńı na celém R, určuje metriku na
R danou předpisem

ρ(x, y) = |ϕ(x)− ϕ(y)| , x, y ∈ R.

Ověřte!

Podobně jako se ze skalárńıho součinu dá vyrobit norma (Věta 1.34), dá se z normy
vyrobit metrika. Inspiraćı pro nás může být vztah mezi eukleidovskou normou a metrikou,
viz Definici 1.16. Důkaz následuj́ıćı věty je možno přenechat čtenáři.

Věta 1.44. Necht’ (X, ‖·‖) je normovaný lineárńı prostor. Pak zobrazeńı ρ : X ×X → R
definované předpisem

ρ(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ X (1.3)

je metrika na X.

Definice 1.45 Necht’ (X, ‖·‖) je normovaný lineárńı prostor. Pak metriku ρ definovanou
předpisem (1.3) nazýváme metrikou indukovanou normou ‖·‖ neboli metrický prostor (X, ρ)
je indukován normou ‖·‖.

Př́ıklad 1.46 V Poznámce 1.36 byly představeny normy ‖·‖, ‖·‖1, ‖·‖∞ a ‖·‖p na RN , ty
pak indukuj́ı následuj́ıćı metriky:

• eukleidovská metrika, viz Definici 1.16,

• součtová metrika, daná předpisem

ρ1(x, y) =
N∑
i=1

|xi − yi|, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN ,

• maximová metrika, daná předpisem

ρ∞(x, y) = max
{
|xi − yi| ; i = 1, . . . , N

}
, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN ,

• p-metrika (kde p ∈ R, p ≥ 1), daná předpisem

ρp(x, y) = p

√√√√ N∑
i=1

|xi − yi|p, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN . ©

Doposud jsme si ukazovali r̊uzné druhy metrik v nám velmi dobře známých a představi-
telných prostorech konečné dimenze. V následuj́ıćım př́ıkladu dáme smysl pojmu

”
vzdálenost

dvou funkćı“. Opět máme volnou ruku při výběru metriky.

Př́ıklad 1.47 Na vektorovém prostoru C([a, b]) lze pomoćı norem z Př́ıkladu 1.40 definovat
následuj́ıćı metriky:
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1. L2-metrika, s předpisem

ρ2(f, g) =

√∫ b

a

(
f(x)− g(x)

)2
dx, f, g ∈ C([a, b]),

2. integrálńı metrika (L1-metrika), s předpisem

ρ1(f, g) =

∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx, f, g ∈ C([a, b]),

3. maximová metrika, s předpisem

ρ∞(f, g) = max{|f(x)− g(x)| ; x ∈ [a, b]}, f, g ∈ C([a, b]),

4. Lp-metrika (kde p ∈ R, p ≥ 1), s předpisem

ρp(f, g) =
p

√∫ b

a

∣∣f(x)− g(x)
∣∣p dx, f, g ∈ C([a, b]). ©

1.3.1 Okoĺı bodu

Důležitým pojmem v metrických prostorech je okoĺı bodu (či otevřená koule) a redukované
okoĺı bodu.

Definice 1.48 Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, a ∈ X, ε ∈ R, ε > 0. Množinu

Uε(a) = {x ∈ X ; ρ(x, a) < ε}

nazveme ε-okoĺı bodu a vzhledem k metrice ρ (neboli okoĺı bodu a o poloměru ε vzhledem
k metrice ρ), množinu

Rε(a) = {x ∈ X ; 0 < ρ(x, a) < ε} = Uε(a) \ {a}

nazveme redukované ε-okoĺı bodu a vzhledem k metrice ρ (neboli redukované okoĺı bodu a
o poloměru ε vzhledem k metrice ρ).

Poznámka 1.49 Pokud je jasné, kterou metriku použ́ıváme, často upřesněńı
”
vzhledem

k metrice ρ“ z Definice 1.48 vynecháváme.

Př́ıklad 1.50 Uvažujme o = (0, 0) ∈ R2, ε ∈ R, ε > 0. Pak ε-okoĺı bodu o

• v eukleidovské metrice je otevřený kruh (tzn. kromě ohraničuj́ıćı kružnice) se středem
v počátku a poloměru ε, viz Obrázek 1.4a,

• v součtové metrice je čtverec (bez hranice) o vrcholech o souřadnićıch (ε, 0), (0, ε),
(−ε, 0) a (0,−ε), viz Obrázek 1.4b,

• v maximové metrice je čtverec (bez hranice) o vrcholech o souřadnićıch (ε, ε), (−ε, ε),
(−ε,−ε) a (ε,−ε), viz Obrázek 1.4c.
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(a) V eukleidovské metrice.
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(b) V součtové metrice.
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(c) V maximové metrice.

Obrázek 1.4: Okoĺı bodu o = (0, 0) o poloměru ε v R2.
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(a) V eukleidovské metrice.
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(b) V součtové metrice.
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(c) V maximové metrice.

Obrázek 1.5: Okoĺı bodu o = (0, 0, 0) o poloměru ε v R3.

Okoĺı bodu a ∈ R2 pak dostaneme posunut́ım těchto množin tak, aby jejich
”
střed“ byl

v bodě a. ©

Př́ıklad 1.51 Uvažujme o = (0, 0, 0) ∈ R3, ε ∈ R, ε > 0. Pak ε-okoĺı bodu o

• v eukleidovské metrice je otevřená koule (tzn. kromě ohraničuj́ıćı sféry) se středem
v počátku a poloměru ε, viz Obrázek 1.5a,

• v součtové metrice je pravidelný osmistěn (bez hranice) s vrcholy v bodech (ε, 0, 0),
(−ε, 0, 0), (0, ε, 0), (0,−ε, 0), (0, 0, ε), (0, 0,−ε), viz Obrázek 1.5b,

• v maximové metrice je krychle (bez hranice) se středem v počátku o se stěnami rov-
noběžnými s rovinami xy, yz a xz o délce hrany 2ε, viz Obrázek 1.5c.

Okoĺı bodu a ∈ R3 pak dostaneme posunut́ım těchto množin, aby jejich
”
střed“ byl bod a.

©

Př́ıklad 1.52 Uvažujme vektorový prostor C([a, b]) vybavený maximovou metrikou ρ∞.
Pak ε-okoĺı funkce f ∈ C([a, b]) je množina všech funkćı g ∈ C([a, b]) takových, že pro každé
x ∈ [a, b] plat́ı

|g(x)− f(x)| < ε, tzn. f(x)− ε < g(x) < f(x) + ε.

To se dá pěkně graficky znázornit tak, že prvky z tohoto okoĺı maj́ı graf, který celý lež́ı v
”
ε-

pásu funkce f“ (viz modře vyznačená množina v Obrázku 1.6), přitom se graf g nedotýká
grafu funkce f − ε ani f + ε. ©
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f − ε

f + ε

ε

ε
g

f

x

y

a b

Obrázek 1.6: Funkce f ∈ C([a, b]), jej́ı ε-pás (modře) a funkce g ∈ Uε(f).

Poznámka 1.53 Často v tvrzeńı vět nebývá d̊uležitá konkrétńı hodnota poloměru okoĺı,
takže mı́sto Uε(a) ṕı̌seme jen U(a) a čteme

”
okoĺı bodu a“. Podobně to budeme použ́ıvat

i pro redukované okoĺı.

1.3.2 Posloupnosti v metrických prostorech

V metrickém prostoru známe vzdálenost mezi každými dvěma prvky. Proto lze definovat
pojem limity posloupnosti prvk̊u z tohoto metrického prostoru. Nejprve ale zadefinujeme
posloupnost prvk̊u na množině X – všimněte si, že k zavedeńı posloupnosti nepotřebujeme
metriku.

Definice 1.54 Necht’ X je neprázdná množina. Posloupnost́ı prvk̊u z X rozumı́me zobrazeńı
množiny N do množiny X.

Posloupnost prvk̊u obecné množiny budeme značit podobně jako u posloupnosti reálných
č́ısel či vektor̊u z RN .

Definice 1.55 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost prvk̊u v metrickém prostoru (X, ρ), a ∈ X.
Řekneme, že prvek a je limitou posloupnosti {an}∞n=1 v prostoru (X, ρ) (nebo jen vzhledem
k metrice ρ), jestliže pro každé ε > 0 plat́ı

ρ(an, a) < ε pro s.v. n ∈ N.

V tomto př́ıpadě také ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 konverguje k a v metrickém prostoru
(X, ρ) (nebo jen vzhledem k metrice ρ) a znač́ıme

lim
n→∞

an = a v (X, ρ).

Poznámka 1.56

• Je snad jasné, že
lim
n→∞

an = a v (X, ρ)

právě tehdy, když
lim
n→∞

ρ(an, a) = 0.
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Toto je d̊uležitá charakterizace. Vyšetřováńı konvergence posloupnost́ı v metrických
prostorech se tak dá převést na vyšetřováńı limit posloupnost́ı reálných č́ısel. Důkazy
některých tvrzeńı o limitách posloupnost́ı v obecných metrických prostorech pak jsou
často velmi podobné těm pro posloupnosti reálných č́ısel.

• Podobně jako u posloupnost́ı reálných č́ısel lze definovat vybrané posloupnosti (pod-
posloupnosti) a plat́ı pro ně podobné věty.

Mnohé vlastnosti limity posloupnosti reálných č́ısel se daj́ı zobecnit pro limitu posloup-
nosti v metrických prostorech.

Věta 1.57. Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou posloupnosti bod̊u v metrickém prostoru (X, ρ),
a ∈ X. Pak plat́ı:

1. Existuje nejvýše jedna limita posloupnosti {an}∞n=1.

2. Jestlǐze an = a pro skoro všechna n ∈ N, pak lim
n→∞

an = a.

3. Jestlǐze an = bn pro skoro všechna n ∈ N a jedna z posloupnost́ı je konvergentńı, pak
lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

4. Konverguje-li posloupnost v X, pak každá z ńı vybraná posloupnost také konverguje
a má stejnou limitu.

D̊ukaz. Dokažme pro zaj́ımavost jednoznačnost limity – sporem. Předpokládejme, že existuj́ı
a, b ∈ X, a 6= b takové, že lim

n→∞
an = a a lim

n→∞
an = b. Pak podle základńı vlastnosti metriky

plat́ı ρ(a, b) > 0. Pak k č́ıslu

ε =
ρ(a, b)

2
> 0

podle definice limity posloupnosti existuje n1 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N, n ≥ n1 plat́ı
ρ(an, a) < ε a existuje n2 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N, n ≥ n2 plat́ı ρ(an, b) < ε. Položme
n0 = max{n1, n2}. Pak

ρ(a, b) ≤ ρ(a, an0) + ρ(an0 , b) < 2ε = ρ(a, b),

což je žádaný spor (prvńı nerovnost plyne z trojúhelńıkové nerovnosti). 2

1.3.3 Vlastnosti podmnožin metrických prostor̊u

Pomoćı pojmu okoĺı a redukovaného okoĺı můžeme definovat následuj́ıćı pojmy: otevřenou,
uzavřenou množinu, vnitřek, uzávěr, hranici, derivaci množiny a daľśı.

Definice uvedeme pro obecné metrické prostory – i když nás bude zaj́ımat nejv́ıce prostor
RN s eukleidovskou metrikou.
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Definice 1.58 Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X je neprázdná množina a a ∈ X.

• Řekneme, že a je vnitřńı bod množiny A, jestliže

∃U(a) : U(a) ⊂ A.

Množinu všech vnitřńıch bod̊u množiny A nazýváme vnitřek množiny A a znač́ıme
intA nebo A◦.

• Řekneme, že a je vněǰśı bod množiny A, jestliže

∃U(a) : U(a) ⊂ X \A.

Množinu všech vněǰśıch bod̊u množiny A nazýváme vněǰsek množiny A a znač́ıme
extA nebo Ae.

• Řekneme, že a je hraničńı bod množiny A, jestliže

∀U(a) : U(a) ∩A 6= ∅ ∧ U(a) ∩ (X \A) 6= ∅.

Množinu všech hraničńıch bod̊u množiny A nazýváme hranice množiny A a znač́ıme
∂A nebo bA.

• Řekneme, že a je bod uzávěru množiny A, jestliže

∀U(a) : U(a) ∩A 6= ∅.

Množinu všech bod̊u uzávěru množiny A nazýváme uzávěr množiny A a znač́ıme Ā
nebo clA.

• Řekneme, že a je hromadný bod množiny A, jestliže

∀R(a) : R(a) ∩A 6= ∅.

Množinu všech hromadných bod̊u množiny A nazýváme derivaćı množiny A a znač́ı-
me A′.

• Řekneme, že bod a je izolovaný bod množiny A, jestliže

∃U(a) : U(a) ∩A = {a}.

Cvičeńı 1.59 Dokažte, že pro podmnožinu A metrického prostoru (X, ρ) plat́ı:

• intA ⊂ A ⊂ Ā, A′ ⊂ Ā,

• Ā = A ∪ ∂A = X \ int(X \A),

• ∂A = Ā \ intA,

• extA = X \ Ā,

• intA ∪ ∂A ∪ extA = X, intA ∩ ∂A = ∅, ∂A ∩ extA = ∅, intA ∩ extA = ∅,
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• A \A′ je množina právě všech izolovaných bod̊u množiny A.

Definice 1.60 Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X.

• Řekneme, že množina A je otevřená, jestliže A = intA.

• Řekneme, že množina A je uzavřená, jestliže A = Ā.

Př́ıklad 1.61 Načrtněte množinu

A = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 1 ∧ y > 0} ∪ {(1, 1)},

jej́ı vnitřek, vněǰsek, hranici, uzávěr, derivaci a množinu jej́ıch izolovaných bod̊u. Určete zda
je množina otevřená či uzavřená.

Řešeńı. Množina A je pr̊unik jednotkového kruhu s horńı polorovinou (bez osy x), ke
kterému přidáme bod (1, 1) – viz Obrázek 1.7a. Vnitřek množiny pak dostáváme jako

intA = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1 ∧ y > 0},

viz Obrázek 1.7b. Vněǰsek množiny je jednodušš́ı si pouze načrtnout – viz Obrázek 1.7c.
Hranici množiny A zase lze vidět na Obrázku 1.7d. Uzávěr množiny A je pak zase na
Obrázku 1.7e. Derivace množiny je vlastně uzávěr množiny A bez bodu (1, 1) – viz Obrá-
zek 1.7f. Množina A má jediný izolovaný bod: je to bod (1, 1). Jak je vidět z náčrtk̊u,
množina A neńı rovna ani svému vnitřku ani uzávěru, tedy neńı ani otevřená ani uzavřená.

©

x

y

(a) Množina A.

x

y

(b) Vnitřek množiny A.

x

y

(c) Vněǰsek množiny A.

x

y

(d) Hranice množiny A.

x

y

(e) Uzávěr množiny A.

x

y

(f) Derivace množiny A.

Obrázek 1.7: Množiny z řešeńı Př́ıkladu 1.61.

Bez d̊ukazu uved’me následuj́ıćı praktická tvrzeńı.
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Věta 1.62. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X. Pak plat́ı:

• Množina A je uzavřená právě tehdy, když je v ńı obsažena jej́ı hranice, tzn.

∂A ⊂ A.

• Množina A je otevřená právě tehdy, když je disjuktńı se svou hranićı, tzn.

A ∩ ∂A = ∅.

• Množina A je uzavřená (resp. otevřená) právě tehdy, když jej́ı doplněk X \ A je
otevřená (resp. uzavřená) množina.

Poznámka 1.63 Otevřené množiny v metrickém prostoru (X, ρ) jsou např́ıklad

• okoĺı i redukované okoĺı bodu,

• vnitřek a vněǰsek jakékoliv podmnožiny,

• prázdná množina i celý prostor X.

Uzavřené množiny jsou

• uzávěr, hranice množiny,

• prázdná množina i celý prostor X.

Věta 1.64 (charakterizace uzavřené množiny pomoćı posloupnost́ı). Necht’ (X, ρ) je me-
trický prostor, A ⊂ X. Pak množina A je uzavřená právě tehdy, když každá konvergentńı
posloupnost {xn}∞n=1 prvk̊u z A má limitu v A.

D̊ukaz. (⇒): Necht’ A je uzavřená, tzn. A = Ā. Zvolme libovolně posloupnost {xn}∞n=1

tak, že xn ∈ A pro každé n ∈ N a existuje lim
n→∞

xn = x ∈ X. Dokažme, že x ∈ A. Podle

předpokladu stač́ı dokázat, že x ∈ Ā. Zvolme libovolně okoĺı Uε(x). Pak podle definice limity
plat́ı

xn ∈ Uε(x) pro s.v. n ∈ N,

a protože xn ∈ A, pak A ∩ Uε(x) 6= ∅. Tedy x ∈ Ā.
(⇐): Protože A ⊂ Ā, stač́ı dokázat opačnou inkluzi, tzn. Ā ⊂ A. Zvolme libovolně x ∈ Ā.
Pro každé n ∈ N pak plat́ı, že

U 1
n

(x) ∩A 6= ∅.

Tedy pro každé n ∈ N existuje xn ∈ A tak, že ρ(xn, x) < 1
n . Dostáváme tak posloupnost

prvk̊u {xn}∞n=1 z množiny A konverguj́ıćı k x. Podle předpokladu pak x ∈ A. 2

Definice 1.65 Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X. Řekneme, že množina A je
ohraničená (neboli omezená), jestliže existuje a ∈ X a K ∈ R tak, že

∀x ∈ A : ρ(x, a) ≤ K.
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Poznámka 1.66 Jedna a tatáž množina může být ohraničená v jednom metrickém prostoru
a neohraničená v jiném. Uvažujme např. X = R, A = [0,∞). Uvažujeme-li na R metriku
ρ(x, y) = |x − y|, pak A neńı ohraničená v (R, ρ). Uvažujeme-li ovšem metriku ρ(x, y) =
|arctg x− arctg y|, pak A je ohraničená v (R, ρ).

Cvičeńı 1.67 Necht’ je dán normovaný lineárńı prostor (X, ‖·‖) a z něj vytvořený metrický
prostor (X, ρ) ve smyslu Definice 1.45. Pak množina A je ohraničená v metrickém prostoru
(X, ρ) právě tehdy, když existuje K ∈ R tak, že

∀x ∈ A : ‖x‖ ≤ K.

Dokažte!

1.3.4 Ekvivalence metrik

V Př́ıkladu 1.46 jsme si představili několik metrik na RN . Při bližš́ım pohledu na pojmy
vnitřku, vněǰsku, otevřené množiny a konvergenci posloupnosti vzniká otázka, jak se tyto
množiny lǐśı podle toho, kterou metriku uvažujeme.

Pod́ıvejme se na problém obecněji. V této sekci odpov́ıme na následuj́ıćı otázky:

• Je-li posloupnost {xn}∞n=1 posloupnost bod̊u z množiny X, a ∈ X je jeho limita podle
metriky ρ1, je pak také a limitou této posloupnosti podle metriky ρ2?

• Je-li a ∈ X vnitřńım bodem množiny A ⊂ X podle metriky ρ1, je pak a vnitřńım
bodem množiny A i podle metriky ρ2? Jinak řečeno, jak záviśı množina intA na
zvolené metrice? Podobné otázky si lze klást i pro daľśı pojmy z Definice 1.58.

Pouze pro potřeby této sekce si zavedeme následuj́ıćı značeńı: Pro metriku ρ na množině
X označme Uρε (a) jako ε-okoĺı bodu a ∈ X v metrickém prostoru (X, ρ).

Definice 1.68 Necht’ X je neprázdná množina a ρ1, ρ2 jsou metriky na X. Řekneme, že
ρ1 a ρ2 jsou ekvivalentńı, jestliže

• pro každé okoĺı Uρ1(a) existuje Uρ2(a) tak, že Uρ2(a) ⊂ Uρ1(a) a

• pro každé okoĺı Uρ2(a) existuje Uρ1(a) tak, že Uρ1(a) ⊂ Uρ2(a).

Začněme př́ıkladem dvojice metrik, které nejsou ekvivalentńı.

Př́ıklad 1.69 Dokažte, že eukleidovská metrika ρ v RN a diskrétńı metrika ρd v RN (viz
Poznámku 1.42) nejsou ekvivalentńı.

Řešeńı. (d̊ukaz sporem) Uvažujme okoĺı nulového vektoru o poloměru 1
2 v diskrétńı metrice –

jde o jednoprvkovou množinu {o}. Kdyby byla eukleidovská metrika ekvivalentńı s diskrétńı
metrikou, pak bychom museli naj́ıt okoĺı nulového vektoru v eukleidovské metrice, které je
podmnožinou {o}. Takové ovšem neexistuje. ©

Nyńı se pod́ıvejme na pozitivńı př́ıklady. K usnadněńı ověřováńı ekvivalence si ještě
uved’me ekvivalenci norem.

Poznámka 1.70 V normovaných lineárńıch prostorech se také definuje vztah ekvivalence
mezi normami nad stejným nosičem. Dvě normy ‖·‖1 a ‖·‖2 na vektorovém prostoru X
nazveme ekvivalentńı, jestlǐze existuj́ı c1, c2 > 0 tak, že

∀x ∈ X : ‖x‖2 ≤ c1‖x‖1 ∧ ‖x‖1 ≤ c2‖x‖2.
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Pod́ıváme-li se na Př́ıklad 1.37, vid́ıme, že normy eukleidovská, součtová a maximová jsou
ekvivalentńı v RN (dokonce libovolné dvě normy na konečně dimenzionálńım vektorovém
prostoru jsou ekvivalentńı – viz např. [10]). Čtenáři je přenechán d̊ukaz faktu, že jsou-li
metriky ρ1 a ρ2 ve vektorovém prostoru X indukovány ekvivalentńımi normami ‖·‖1 a ‖·‖2,
pak tyto metriky jsou také ekvivalentńı. Tedy i metriky eukleidovská, součtová a maximová
jsou ekvivalentńı v RN – to je také okamžitě vidět prostřednictv́ım okoĺı vzhledem k těmto
metrikám, která lze do sebe jednoduše zanořovat, viz Obrázek 1.8.

a

Uρ1(a)

Uρ∞(a)

Uρ(a)

Obrázek 1.8: Vztahy inkluze okoĺı bodu a ∈ R2 vzhledem k eukleidovské, součtové a maxi-
mové metrice.

Cvičeńı 1.71 Necht’ ϕ : R → R je ryze monotónńı a spojitá na R. Dokažte, že v R je
eukleidovská metrika ekvivalentńı s metrikou

ρ(x, y) = |ϕ(x)− ϕ(y)|, x, y ∈ R.

Nyńı se pod́ıvejme, co lze ř́ıci o ekvivalentńıch metrikách. Začněme otázkou konvergence
posloupnost́ı.

Věta 1.72. Necht’ X je neprázdná množina a ρ1, ρ2 jsou ekvivalentńı metriky na X. Pak
pro každou posloupnost {an}∞n=1 bod̊u z X a bod a ∈ X plat́ı

lim
n→∞

an = a v metrice ρ1 ⇐⇒ lim
n→∞

an = a v metrice ρ2.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat jen jednu implikaci, protože jde o
”
symetrické“ tvrzeńı. Necht’ lim

n→∞
an =

a v metrice ρ1. Zvolme Uρ2ε (a) libovolně. Pak podle předpokladu ekvivalence metrik existuje
Uρ1δ (a) tak, že Uρ1δ (a) ⊂ Uρ2ε (a). Následně z faktu

an ∈ Uρ1δ (a) pro s.v. n ∈ N,
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vyplývá
an ∈ Uρ2ε (a) pro s.v. n ∈ N.

T́ım je dokázáno, že lim
n→∞

an = a v metrice ρ2. 2

Nyńı se pod́ıvejme na otázku rozd́ılu mezi množinami z Definice 1.58.

Věta 1.73. Necht’ X je neprázdná množina a ρ1, ρ2 jsou ekvivalentńı metriky na X, a ∈ X,
A ⊂ X. Pak a je vnitřńım bodem množiny A v prostoru (X, ρ1) právě tehdy, když je vnitřńım
bodem množiny A v prostoru (X, ρ2).

D̊ukaz. Necht’ a je vnitřńım bodem množiny A v prostoru (X, ρ1). Tedy existuje Uρ1ε (a) tak,
že Uρ1ε (a) ⊂ A. Podle předpokladu ekvivalence metrik pak existuje Uρ2δ (a) takové, že

Uρ2δ (a) ⊂ Uρ1ε (a) ⊂ A,

tedy a je vnitřńım bodem množiny A v prostoru (X, ρ2). 2

Z předchoźı věty a výsledk̊u Cvičeńı 1.59 plyne následuj́ıćı tvrzeńı pro ekvivalentńı
metriky.

Důsledek 1.74. Necht’ X je neprázdná množina a ρ1, ρ2 jsou ekvivalentńı metriky na
X. Pak v obou metrických prostorech splývaj́ı pojmy otevřené a uzavřené množiny, vnitřek,
vněǰsek, uzávěr, derivace množiny a izolované body.

V RN je tedy jedno, kterou z metrik z Př́ıkladu 1.46 zvoĺıme. Pak totiž konvergence
posloupnost́ı a pojmy z Definice 1.58 a 1.60 splývaj́ı.

Poznámka 1.75 Ze Cvičeńı 1.71 a Př́ıkladu 1.66 plyne, že vlastnost ohraničenosti množiny
se vzhledem k dvěma ekvivalentńım metrikám nezachovává. Oproti tomu, ekvivalence no-
rem (viz Poznámku 1.70) již zachovává ohraničenost množiny, tzn. jsou-li ‖·‖1 a ‖·‖2 dvě
ekvivalentńı normy na vektorovém prostoru X, pak každá množina A ⊂ X je ohraničená
vzhledem k jedné normě právě tehdy, když je ohraničená vzhledem k druhé – dokažte!





Kapitola 2

Funkce v́ıce proměnných

Ve skriptech [13] jsme se seznámili s funkcemi jedné proměnné, které vyjadřovaly závislost
jedné veličiny (tzv. závisle proměnné) na druhé (tzv. nezávisle proměnné). Často ale hodnoty
nějaké veličiny nezávisej́ı jen na jedné ale na v́ıce nezávislých proměnných. Např. obsah
obdélńıku záviśı na délkách jeho dvou stran, objem kvádru na délkách třech hran atp. V této
kapitole si vylož́ıme základy teorie funkćı v́ıce proměnných, zejména pak diferenciálńı počet.

2.1 Základńı pojmy a vlastnosti

Definice 2.1 Necht’ N ∈ N. Zobrazeńı f : RN → R nazveme reálnou funkćı N reálných
proměnných (funkćı N proměnných; funkćı v RN ).

Poznámka 2.2

• Funkce N reálných proměnných tedy každé uspořádané N -tici x = (x1, . . . , xN ) ∈
D(f) přǐrazuje reálné č́ıslo f(x) = f

(
(x1, . . . , xN )

)
, které budeme také zapisovat jako

f(x1, . . . , xN ). Odtud plyne označeńı
”
v́ıce proměnných“ – totiž mı́sto jedné (vekto-

rové) proměnné budeme uvažovat několik (skalárńıch) proměnných x1, . . . , xN . Zapi-
sujeme

f : y = f(x1, . . . , xN ) nebo (x1, . . . , xN ) 7→ f(x1, . . . , xN ),

kde y ř́ıkáme závisle proměnná a x1, . . . , xN ř́ıkáme nezávisle proměnné.

• Pro N = 2 (resp. N = 3) často znač́ıme

f : z = f(x, y)
(
resp. w = f(x, y, z)

)
,

a to proto, abychom se vyhnuli index̊um.

Př́ıklad 2.3 Obsah obdélńıku o stranách a, b je roven

S = ab.

Výraz S lze chápat jako funkci dvou nezávisle proměnných a, b, a > 0, b > 0, tedy budeme
psát

S(a, b) = ab, a, b ∈ (0,∞),

tzn. D(S) = (0,∞)× (0,∞) (i když výraz ab má smysl i pro nekladné hodnoty a, b).

33
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Poznámka 2.4 Je-li funkce N proměnných f dána předpisem a neńı určen jej́ı definičńı
obor, pak definičńım oborem budeme rozumět množinu všech uspořádaných N -tic, pro
které má předpis funkce smysl – nazýváme jej přirozeným definičńım oborem. Např́ıklad
přirozeným definičńım oborem funkce S z Př́ıkladu 2.3 je celá množina R2.

Př́ıklad 2.5 Přirozeným definičńım oborem funkce

f(x, y) =
√

1− x2 − y2

je zřejmě množina
D(f) = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 1},

tedy uzavřený jednotkový kruh (kruh o poloměru 1 se středem v počátku).

Definice 2.6 Grafem funkce f : RN → R rozumı́me množinu

graf f = {(x1, . . . , xN , xN+1) ∈ RN+1 ; (x1, . . . , xN ) ∈ D(f), xN+1 = f(x1, . . . , xN )}.

Př́ıklad 2.7 Uvažujme funkci

f(x, y) = 4− (x− 1)2 − (y − 1)2, (x, y) ∈ [0, 2]× [0, 2].

Jej́ı graf je načrtnut na Obrázku 2.1 – zřejmě jde o
”
plochu“. Pro větš́ı přehlednost je vlastně

mı́sto grafu funkce vykreslen pouze jeho
”
drátěný model“. ©

y

z

x

2

2

f

Obrázek 2.1: Graf funkce f z Př́ıkladu 2.7 (definičńı obor funkce f je vykreslen šedě).

Př́ıklad 2.8 Grafem funkce z Př́ıkladu 2.5 je množina

graf f =
{

(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 ≤ 1 ∧ z =
√

1− x2 − y2
}
,

což je horńı polosféra (včetně rovńıku) jednotkové koule (to je koule o středu v počátku
(0, 0, 0) a poloměru 1).

Jak vid́ıme, již jen graf funkce dvou proměnných je podmnožina R3, nemluvě o funkćıch
v́ıce než dvou proměnných. Takový graf se velmi špatně graficky znázorňuje. Proto si
ukážeme následuj́ıćı užitečný pojem, který okamžitě oceńıme zejména pro funkce dvou a tř́ı
proměnných.
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Definice 2.9 Necht’ f : RN → R, c ∈ R. Hladinou funkce f př́ıslušné k č́ıslu c (c-hladinou
funkce f ; vrstevnićı funkce f) nazýváme množinu

Hc(f) = {(x1, . . . , xN ) ∈ D(f) ; f(x1, . . . , xN ) = c}.

Poznámka 2.10 Jeden z možných názv̊u
”
vrstevnice“ je velmi výstižný. Uvažujme turis-

tickou mapu – ve tvaru obdélńıku, a zanedbejme zakřiveńı zemského povrchu. Každý bod
na mapě se dá charakterizovat jako uspořádaná dvojice (x, y), kde x je zeměpisná délka a y
zeměpisná š́ı̌rka. Mapa tedy odpov́ıdá kartézskému součinu dvou interval̊u. Uvažujme ji jako
definičńı obor funkce dvou proměnných x a y, jej́ıž funkčńı hodnoty udávaj́ı nadmořskou
výšku v daném bodě. Pak hladiny této funkce odpov́ıdaj́ı vrstevnićım na této mapě, viz např.
Obrázek 2.2, kde je znázorněn graf jisté funkce dvou proměnných společně s hladinami (vrs-
tevnicemi). Přitom

”
nadmořská výška“ (rovna č́ıslu c z Definice 2.9) je vyjádřena barevně

(chladněǰśı barvy odpov́ıdaj́ı menš́ım hodnotám). Ještě jednou: hladiny funkce odpov́ıdaj́ı
vrstevnićım a graf funkce odpov́ıdá př́ıslušné

”
plastické mapě“. Zde je vidět jedna z výhod

hladin funkce dvou proměnných – pro lepš́ı představu o
”
pr̊uběhu“ funkce stač́ı nakreslit

co nejv́ıce hladin této funkce. U funkćı tř́ı proměnných jsou nav́ıc hladiny funkce jedinou
možnost́ı jak si graficky znázornit takovou funkci.

y

z

x

Obrázek 2.2: Graf a hladiny funkce dvou proměnných.

Př́ıklad 2.11 Určete a pokud možno načrtněte hladiny následuj́ıćıch funkćı:

1. f(x, y) =
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2,

2. g(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ R2,

3. h(x, y) = 2x− y + 1, (x, y) ∈ R2,
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4. k(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3.

Řešeńı. ad 1: Pro c ∈ R je c-hladina funkce f vlastně množinou všech řešeńı rovnice√
x2 + y2 = c

o dvou neznámých x, y ∈ R a jednom parametru c. Vzpomeneme si tak na středńı školu,
kde se rovnice s parametrem řešily. Proved’me diskuzi vzhledem k parametru c:

(a) Necht’ c < 0. Pak tato rovnice žádné řešeńı nemá, protože levá strana je nezáporná
pro jakékoliv (x, y) ∈ R2. Hladiny funkce pro tyto hodnoty parametru c jsou prázdné
množiny – neńı co kreslit.

(b) Necht’ c = 0. Hledáme tak řešeńı rovnice√
x2 + y2 = 0.

Po umocněńı této nerovnosti vid́ıme, že muśı platit x2 +y2 = 0. Protože ale x2, y2 ≥ 0
a rovnost je splněna právě pro x = 0 a y = 0, pak dostáváme

H0(f) = {(0, 0)}.

(c) Necht’ c > 0. Po umocněńı rovnice na druhou (jde o ekvivalentńı úpravu, protože obě
strany jsou zaručeně nezáporné) dostáváme

x2 + y2 = c2.

Snad každý v této rovnici vid́ı rovnici kružnice se středem v (0, 0) a poloměru c – to
je tedy Hc(f).

Některé hladiny této funkce jsou načrtnuty na Obrázku 2.3.

ad 2: Pro funkci g dostáváme podobné výsledky. Jediný rozd́ıl je v hladinách pro c > 0,
přesně: Hc(g) je kružnice o středu (0, 0) a poloměru

√
c.

ad 3: V tomto př́ıpadě je pro každé c ∈ R hladinou funkce množina všech (x, y) ∈ R2

splňuj́ıćıch

2x− y + 1− c = 0,

tzn. jde o př́ımky procházej́ıćı bodem (0, 1− c) maj́ıćı směrový vektor (1, 2).

ad 4: Postupujeme podobně jako u funkce f . Pro c < 0 jsou hladiny prázdnými množinami,
H0(k) = {(0, 0, 0)} a pro c > 0 jsou Hc(k) sférami (tzn. hranicemi koule) se středem v bodě
(0, 0, 0) a poloměrem c. ©

Podobně jako pro funkce jedné proměnné lze definovat daľśı pojmy jako funkce shora,
zdola ohraničená na množině.

Definice 2.12 Necht’ f : RN → R, A ⊂ D(f). Funkci f nazýváme zdola ohraničená/shora
ohraničená/ohraničená, je-li takový jej́ı obor hodnot. Funkci f nazýváme zdola ohraniče-
nou/shora ohraničenou/ohraničenou na A, je-li taková množina f(A).

Dále definujeme supremum, infimum, maximum, minimum na množině.
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x

y

c = 0

c = 1

c = 2

Obrázek 2.3: Některé hladiny funkce f z Př́ıkladu 2.11.

Definice 2.13 Necht’ f : RN → R, ∅ 6= A ⊂ D(f). Pak definujeme

sup
A
f = sup f(A) = sup{f(x) ; x ∈ A},

inf
A
f = inf f(A) = inf{f(x) ; x ∈ A}

a nazýváme postupně supremem/infimem funkce f na množině A. A dále

max
A

f = max f(A) = max{f(x) ; x ∈ A},

min
A
f = min f(A) = min{f(x) ; x ∈ A},

kterým ř́ıkáme postupně (globálńı, absolutńı) maximum a minimum funkce f na množině
A, neboli nejvěťśı a nejmenš́ı funkčńı hodnota funkce f na množině A (pokud tato č́ısla
v̊ubec existuj́ı).

Př́ıklad 2.14 Funkce f z Př́ıkladu 2.5 je ohraničená shora i zdola. Má největš́ı funkčńı
hodnotu, což je č́ıslo 1 = f(0, 0), a nejmenš́ı funkčńı hodnotu 0 (funkčńı hodnoty funkce f
na jednotkové kružnici). Zřejmě pak supremum funkce f je rovno č́ıslu 1 a infimum č́ıslu 0.

©

Daľśı pojmy jako parita či periodicita se u funkćı v́ıce proměnných také daj́ı smysluplně
definovat. My ovšem tyto vlastnosti nebudeme potřebovat.
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2.2 Operace s funkcemi v́ıce proměnných

Podobně jako u funkćı jedné reálné proměnné lze definovat sč́ıtáńı (odč́ıtáńı, násobeńı,
děleńı). Např́ıklad pro funkce f , g : RN → R definujeme jejich součet jako funkci s předpisem

(f + g)(x1, . . . , xN ) = f(x1, . . . , xN ) + g(x1, . . . , xN )

pro každé (x1, . . . , xN ) ∈ D(f + g) := D(f) ∩ D(g).

Zaj́ımavé jsou složené funkce v́ıce proměnných.

Definice 2.15 Necht’ f : RM → R, g1, g2, . . ., gM : RN → R jsou takové, že množina

A = {x ∈ D(g1) ∩ D(g2) ∩ · · · ∩ D(gM ) ;
(
g1(x), g2(x), . . . , gM (x)

)
∈ D(f)}

je neprázdná. Pak složeńım funkćı f a g1, . . ., gM rozumı́me funkci F : RN → R definovanou
předpisem

F (x1, . . . , xN ) = f
(
g1(x1, . . . , xN ), . . . , gM (x1, . . . , xN )

)
pro každé (x1, . . . , xN ) ∈ A =: D(F ). Funkci f nazýváme vněǰśı funkćı funkce F a funkce
g1, . . ., gM nazýváme vnitřńımi funkcemi funkce F .

Př́ıklad 2.16 Mějme definovány funkce f : R2 → R, g1, g2 : R3 → R předpisy

f(u, v) = u2 + v3, (u, v) ∈ R2,

g1(x, y, z) = xyz, (x, y, z) ∈ R3,

g2(x, y, z) = x+ y, (x, y, z) ∈ R3.

Pak funkce F z Definice 2.15 vzniklá jejich složeńım má předpis

F (x, y, z) = x2y2z2 + (x+ y)3, (x, y, z) ∈ R3. ©

2.3 Elementárńı funkce v RN

Stejně jako jsme uvažovali elementárńı funkce jedné proměnné, můžeme uvažovat i ele-
mentárńı funkce N proměnných. Budeme je definovat jako funkce v RN vzniklé pomoćı
algebraických operaćı (tj. sč́ıtáńı, násobeńı, odč́ıtáńı a děleńı) a operace skládáńı (viz Defi-
nici 2.15) z těchto funkćı:

1. konstantńı funkce v RN (tzn. funkce maj́ıćı jednoprvkový obor hodnot),

2. elementárńı funkce jedné proměnné,

3. projekce v RN .

Ze zmı́něných funkćı je pro nás nový třet́ı typ elementárńıch funkćı.

Definice 2.17 Pro každé i = 1, . . . , N rozumı́me i-tou projekćı v RN funkci Πi : RN → R
danou předpisem

Πi(x1, . . . , xN ) = xi, (x1, . . . , xN ) ∈ RN .
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Poznámka 2.18 Funkce z Definice 2.17 źıskala sv̊uj název d́ıky faktu, že jde o zobrazeńı,
které každému bodu (x1, . . . , xN ) přǐrazuje jeho i-tou souřadnici, což se dá chápat jako
ortogonálńı (pravoúhlá) projekce tohoto bodu do i-té souřadné osy – pro N = 2 a N = 3
viz Obrázek 1.1.

Př́ıklad 2.19 Ověřte, že funkce s předpisem

f(x, y) = e−x
2−y2 sin(xy)

je elementárńı funkce v R2.

Řešeńı. Uvažujme obě projekce v R2, tj.

Π1(x, y) = x, Π2(x, y) = y, (x, y) ∈ R2.

Dále uvažujme součiny f1 = Π1 ·Π2, f2 = Π2
1 a f3 = Π2

2, tzn. funkce

f1(x, y) = xy, f2(x, y) = x2, f3(x, y) = y2, (x, y) ∈ R2.

Funkci f1 lze složit s funkćı jedné proměnné sin (sin je vněǰśı, f1 je vnitřńı) a funkci −f2−f3

slož́ıme s exponenciálńı funkćı exp (exp je vněǰśı a −f2 − f3 je vnitřńı) a dostáváme tak
funkce

f4(x, y) = e−x
2−y2 , f5(x, y) = sin(xy), (x, y) ∈ R2.

Jejich součin je zadaná funkce. ©

Z konstantńıch funkćı a projekćı můžeme pomoćı operace násobeńı vytvořit funkce
maj́ıćı předpis

g(x1, . . . , xN ) = cxk11 x
k2
2 · · ·x

kN
N , (2.1)

kde c ∈ R, ki ∈ N ∪ {0} pro i = 1, . . . , N . Jde tedy o elementárńı funkce.

Definice 2.20 Funkci g z (2.1) pro c 6= 0 budeme nazývat jednočlenem v RN (monomem
v RN ) stupně k1 + · · · + kN . Polynomem v RN rozumı́me bud’ nulovou funkci nebo součet
(konečného počtu) jednočlen̊u. Stupněm nenulového polynomu rozumı́me největš́ı ze stupň̊u
jednočlen̊u jejichž je součtem (stupeň nulového polynomu nedefinujeme).

Př́ıklad 2.21

1. Každou nenulovou konstantńı funkci lze chápat jako polynom stupně 0.

2. Funkce s předpisem

P (x1, . . . , xN ) = c0 + c1x1 + c2x2 + · · ·+ cNxN , (x1, . . . , xN ) ∈ RN ,

kde ci ∈ R, i = 0, 1, . . . , N a alespoň jedno z č́ısel c1, . . ., cN je nenulové, je polynom
stupně 1.

3. Funkce třech proměnných

P (x1, x2, x3) = 3x2
1x2x

5
3 + 4x1x

2
2x3 − 2x1x2, (x1, x2, x3) ∈ R3

je polynom stupně 8, protože je konečným součtem jednočlenu

3x2
1x2x

5
3
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stupně 2 + 1 + 5 = 8, jednočlenu
4x1x

2
2x3

stupně 1 + 2 + 1 = 4 a jednočlenu
−2x1x2

stupně 1 + 1 + 0 = 2. ©

Definice 2.22 Polynom P v RN nazveme homogenńı polynom stupně m ∈ N∪{0} (formou
m-tého stupně), jestliže plat́ı

P (tx1, . . . , txn) = tmP (x1, . . . , xN )

pro každé t ∈ R a (x1, . . . , xN ) ∈ RN .

Poznámka 2.23 Snadno se dá vidět, že

• nulová funkce je homogenńı polynom všech stupň̊u,

• jednočlen je homogenńı polynom,

• nenulový polynom je homogenńı právě tehdy, když je součtem jednočlen̊u stejného
stupně – ten je roven stupni tohoto homogenńıho polynomu.

Př́ıklad 2.24 Polynom

P (x1, x2, x3) = 3x2
1x2x

5
3 + 2x8

1 − 3x1x
7
2 + 4x1x2x

6
3

je homogenńı polynom stupně 8. Stač́ı ověřit, že je splněna podmı́nka z Definice 2.22 nebo
pozorovat, že tento polynom je součtem jednočlen̊u stupně 8.

Poznámka 2.25 (o lineárńı formě) Homogenńı polynom prvńıho stupně (lineárńı forma)
v RN je zobrazeńı definované předpisem

`(x1, . . . , xN ) = c1x1 + . . .+ cNxN , (x1, . . . , xN ) ∈ RN ,

kde c1, . . ., cN ∈ R. Předpis lze také chápat jako standardńı skalárńı součin (viz Definici 1.6)
vektoru proměnných a vektoru c = (c1, . . . , cN ) ∈ RN , tzn.

`(x1, . . . , xN ) =
(
(c1, . . . , cN ), (x1, . . . , xN )

)
.

Vektoru c = (c1, . . . , cN ) pak ř́ıkáme reprezentant lineárńı formy. Kromě toho se lze na
předpis d́ıvat jako na maticový součin

`(x1, . . . , xN ) = (c1, . . . , cN ) ·


x1

x2
...
xN

 ,

kde druhý vektor je transponovaný k vektoru (x1, . . . , xN ). S využit́ım vektorového označeńı
pak lze psát

`(x) = (c, x) = c · xT = x · cT , x ∈ RN .
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Poznámka 2.26 (o kvadratické formě) Homogenńım polynomem druhého stupně v RN
(kvadratickou formou) je zobrazeńı definované předpisem

q(x1, . . . , xn) =

N∑
i=1

N∑
j=1

aijxixj =

N∑
i,j=1

aijxixj , (x1, . . . , xn) ∈ RN ,

kde aij ∈ R pro i, j = 1, . . . , N . Přitom lze vzhledem ke komutativitě násobeńı předpokládat,
že tyto koeficienty jsou

”
symetrické“, tzn. aij = aji pro každé i, j = 1, . . . , N (opravdu,

pokud aij 6= aji pak lze tyto koeficienty předefinovat hodnotou (aij +aji)/2, tzn. jejich arit-
metickým pr̊uměrem, viz Př́ıklad 2.28(2)). Předpis lze pak chápat jako následuj́ıćı součiny
vektoru proměnných a symetrické matice A = (aij)

N,N
i,j=1, konkrétně je to

q(x1, . . . , xN ) = (x1, . . . , xN ) ·


a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N
...

...
. . .

...
aN1 aN2 · · · aNN

 ·

x1

x2
...
xN

 , (x1, . . . , xN ) ∈ RN ,

tzn. vektorově
q(x) = xAxT , x ∈ RN .

Ověřte to vynásobeńım těchto vektor̊u a matice. Kromě toho lze předpis takové funkce
chápat jako následuj́ıćı skalárńı součin

q(x) = (xA, x) = (AxT , xT ), x ∈ RN

(pozor, posledńı rovnost plat́ı proto, že A je symetrická, tzn. AT = A). Matici A nazýváme
reprezentantem kvadratické formy. Je třeba dodat, že právě symetrie matice zaručuje jed-
noznačnost tohoto reprezentanta (tzn. každá kvadratická forma má právě jednoho repre-
zentanta – podobně jako tomu je u lineárńı formy).

Poznámka 2.27 (o formě stupně m) Obecně, formou stupně m je funkce s předpisem

f(x1, . . . , xN ) =
N∑
i1=1

N∑
i2=1

· · ·
N∑

im=1

ai1i2···imxi1xi2 · · ·xim , (x1, . . . , xN ) ∈ RN ,

kde ai1i2···im ∈ R pro všechny i1, . . . , im ∈ {1, . . . , N}. Formy stupně m využijeme v definici
diferenciálu m-tého řádu funkce v́ıce proměnných – viz dále Definici 2.114.

Př́ıklad 2.28

1. Funkce ` : R3 → R definovaná předpisem

`(x1, x2, x3) = x1 − 2x2 + 10x3, (x1, x2, x3) ∈ R3,

je lineárńı forma v R3. Jej́ı reprezentant je vektor

c = (1,−2, 10).

2. Funkce

q(x1, x2, x3, x4) = x2
1 − 2x1x3 + 3x2x4 − x3x4, (x1, . . . , x4) ∈ R4
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je kvadratická forma v R4. Jej́ım reprezentantem je matice

A =


1 0 −1 0
0 0 0 3

2
−1 0 0 −1

2
0 3

2 −1
2 0

 .

Ověřte, že tomu tak skutečně je (vynásobeńım této matice vektorem proměnných
z obou stran).

3. Funkce

P (x1, x2) = x3
1 − 2x1x

2
2 + 10x2

1x2 + x3
2, (x1, x2) ∈ R2

je formou třet́ıho stupně v R2. ©

2.4 Limita funkce

U funkćı jedné proměnné znamenal symbol lim
x→a

f(x) hodnotu, ke které se
”
bĺıžily“ funkčńı

hodnoty funkce f(x), jestliže argument x se
”
bĺıžil“ k a. Podobně budeme definovat tento

pojem i pro funkce v́ıce proměnných. Zde definovaný pojem limity bude o něco obecněǰśı.
Předpoklad, aby pro bod a existovalo jeho redukované okoĺı, jež je podmnožinou definičńıho
oboru, nahrad́ıme slabš́ım předpokladem – bude stačit, aby tento bod byl pouze hromadným
bodem definičńıho oboru.

Definice 2.29 Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f)′, L ∈ R∗. Řekneme, že f má v bodě a limitu
L, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ D(f), x ∈ Rδ(a) : f(x) ∈ Uε(L),

neboli
∀Uε(L) ∃Rδ(a) : f

(
Rδ(a) ∩ D(f)

)
⊂ Uε(L).

Pak ṕı̌seme lim
x→a

f(x) = L.

Poznámka 2.30

(a) Jak souviśı Definice 2.29 pro N = 1 s definicemi limity ve vlastńım bodě z [13, Definice
5.3, 5.10]? Nejprve si uvědomme, že jestliže existuje redukované okoĺı bodu a, jež je
podmnožinou D(f), pak a ∈ D(f)′. Pro N = 1 je tedy v Definici 2.29 představeno
zobecněńı limity funkce jedné proměnné (limity ve vlastńım bodě) z [13].

(b) Smysl předpokladu a ∈ D(f)′ spoč́ıvá v tom, aby
”
se šlo s x bĺıžit neomezeně k a

v rámci definičńıho oboru“.

(c) Někdy je užitečné definovat i limity v
”
nevlastńıch bodech“, tzn. bodech z (R∗)N .

Definice limity pak bude formálně stejná, jen je třeba dodefinovat pojmy redukovaného
okoĺı i pro body z (R∗)N \ RN . Pro a = (a1, . . . , aN ) ∈ (R∗)N \ RN definujeme

Rε(a) = Uε(a) = Uε(a1)× Uε(a2)× · · · × Uε(aN ).



2.4. LIMITA FUNKCE 43

Např. pro (∞, y0) ∈ (R∗)2, kde y0 ∈ R, je definováno

Rε
(
(∞, y0)

)
=

(
1

ε
,∞
)
× (y0 − ε, y0 + ε),

a třeba

Rε
(
(−∞,∞)

)
=

(
−∞,−1

ε

)
×
(

1

ε
,∞
)
.

Nakreslete si tyto dvě množiny! Je dále nutno upozornit, že v tom př́ıpadě je předpoklad
a ∈ D(f)′ potřeba nahradit předpokladem, že D(f) ∩Rε(a) 6= ∅ pro každé ε > 0.

(d) Daľśı pojem, který je užitečný např. v souvislosti s optimalizaćı funkćı v́ıce proměnných
(tzn. hledáńı minimálńıch a maximálńıch hodnot funkćı), je následuj́ıćı: Za předpokladu,
že pro každé Uδ(o) plat́ı D(f) \ Uδ(o) 6= ∅, řekneme, že funkce f : RN → R má limitu
L ∈ R∗ pro ‖x‖ → ∞, jestlǐze

∀Uε(L) ∃Uδ(o) : f
(
D(f) \ Uδ(o)

)
⊂ Uε(L);

ṕı̌seme pak
lim
‖x‖→∞

f(x) = L.

Př́ıklad 2.31 Dokažte, že

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x− y
= 0.

Řešeńı. Pod́ıvejme se nejprve na definičńı obor funkce f . Jde o množinu

D(f) = {(x, y) ∈ R2 ; x 6= y}.

Snadno se ověř́ı, že (0, 0) ∈ D(f)′. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Pak pro každé (x, y) ∈
D(f) plat́ı∣∣∣∣x2 − y2

x− y
− 0

∣∣∣∣ = |x+ y| ≤ |x|+ |y| ≤ ‖(x, y)‖+ ‖(x, y)‖ ≤ 2‖(x, y)‖ = 2ρ((x, y), (0, 0)).

Odtud vid́ıme, že polož́ıme-li δ < ε/2, pak pro každé (x, y) ∈ D(f) ∩Rδ
(
(0, 0)

)
plat́ı∣∣∣∣x2 − y2

x− y
− 0

∣∣∣∣ ≤ 2δ < 2
ε

2
= ε. ©

Můžeme okamžitě vyslovit Heineovu nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku. Důkaz je ponechán
čtenáři – inspiraci lze nalézt u stejnojmenné věty pro funkce jedné proměnné (viz např. [13,
Důsledek 5.35]).

Věta 2.32 (Heineova o limitě). Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f)′, L ∈ R∗. Pak lim
x→a

f(x) = L

právě tehdy, když pro každou posloupnost
{
x[n]
}∞
n=1

bod̊u z D(f) \ {a} pro nǐz lim
n→∞

x[n] = a

plat́ı
lim
n→∞

f(x[n]) = L.
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Dále si uvědomme, že u funkce jedné proměnné jsme se k bodu a mohli bĺıžit ze dvou
stran: zprava či zleva. U funkce dvou a v́ıce proměnných těchto

”
cest“, po kterých se ar-

gument x bĺıž́ı k a, je daleko v́ıce – jde o nejr̊uzněǰśı křivky (př́ımky, paraboly, roviny) i
mnohem složitěǰśı množiny. To pak vede k limitě vzhledem k dané množině, což lze chápat
jako zobecněńı jednostranných limit funkce jedné proměnné.

Definice 2.33 Necht’ f : RN → R, A ⊂ RN , a ∈ (A ∩ D(f))′, L ∈ R∗. Řekneme, že f má
v bodě a limitu L vzhledem k množině A, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ A ∩ D(f), x ∈ Rδ(a) : f(x) ∈ Uε(L),

neboli
∀Uε(L) ∃Rδ(a) : f

(
Rδ(a) ∩A ∩ D(f)

)
⊂ Uε(L).

Pak ṕı̌seme
lim
x→a
x∈A

f(x) = L.

Poznámka 2.34

• Limitu funkce f vzhledem k množině A lze ekvivalentně definovat jako limitu restrikce
této funkce na množinu A ∩ D(f), protože

lim
x→a
x∈A

f(x)

existuje právě tehdy, když existuje

lim
x→a

f |A∩D(f),

a pokud existuj́ı, jsou si rovny. Dokažte!

• Speciálně proN = 1, tzn. pro funkci jedné proměnné, polož́ıme-liA = (a,∞) dostáváme
limitu zprava a pro A = (−∞, a) dostáváme limitu zleva.

Př́ıklad 2.35 Je dána funkce f : R2 → R předpisem

f(x, y) =
xy

x2 + y2
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)},

pro každé k ∈ R jsou dány množiny

Ak = {(x, y) ∈ R2 ; y = kx}.

Vypočtěte limitu funkce f v bodě (0, 0) vzhledem k Ak pro každé k ∈ R.

Řešeńı. Zvolme libovolně k ∈ R. Zřejmě množina Ak je př́ımka procházej́ıćı bodem (0, 0)
a (1, k) – načrtněte si. Snadno je pak vidět, že (0, 0) je hromadným bodem pr̊uniku množin
D(f) = R2 \ {(0, 0)} a Ak. Má tedy smysl uvažovat danou limitu. Vypočtěme ji. Plat́ı

lim
(x,y)→(0,0)
(x,y)∈Ak

xy

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
(x,y)∈Ak

kx2

x2 + k2x2
= lim

x→0

kx2

(1 + k)x2
= lim

x→0

k

1 + k
=

k

1 + k
,

kde jsme v druhé rovnosti přešli k limitě funkce jedné proměnné, protože výraz v limitě již
nezávisel na proměnné y. ©
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Věta 2.36. Funkce f má v bodě a ∈ D(f)′ nejvýše jednu limitu.

D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že funkce f má v bodě a dvě limity L1, L2 ∈ R∗, L1 6= L2.
Pak existuj́ı okoĺı Uε1(L1) a Uε2(L2) taková, že Uε1(L1)∩ Uε2(L2) = ∅. Podle definice limity
pak existuj́ı redukovaná okoĺı Rδ1(a) a Rδ2(a) taková, že

• pro každé x ∈ Rδ1(a) ∩ D(f) plat́ı f(x) ∈ Uε1(L1) a

• pro každé x ∈ Rδ2(a) ∩ D(f) plat́ı f(x) ∈ Uε2(L2).

Zvolme libovolně x ∈ Rδ1(a) ∩Rδ1(a) ∩ D(f). Pak ale

f(x) ∈ Uε1(L1) ∩ Uε2(L2),

což je ve sporu s disjunktnost́ı obou okoĺı. 2

Následuj́ıćı věta zobecňuje tvrzeńı pro funkci jedné proměnné o tom, že existence limity
funkce implikuje existenci a rovnost jednostranných limit.

Věta 2.37. Necht’ f : RN → R, A ⊂ RN , a ∈ (A∩D(f))′, L ∈ R∗. Existuje-li lim
x→a

f(x) = L,

pak existuje i limita
lim
x→a
x∈A

f(x)

a ta je rovna L.

D̊ukaz. Necht’ existuje lim
x→a

f(x) = L. Zvolme Uε(L) libovolně. Pak podle definice existuje

Rδ(a) tak, že pro každé x ∈ Rδ(a) ∩ D(f) plat́ı f(x) ∈ Uε(L). Následně pro libovolné
x ∈ Rδ(a) ∩A ∩ D(f) plat́ı x ∈ Rδ(a) ∩ D(f) a tedy f(x) ∈ Uε(L). 2

Důsledek této věty nám pomůže při dokazováńı neexistenci limity funkce.

Důsledek 2.38. Jestlǐze existuj́ı A, B ⊂ RN takové, že a ∈ (A ∩ D(f))′ ∩ (B ∩ D(f))′ a

lim
x→a
x∈A

f(x) 6= lim
x→a
x∈B

f(x),

pak lim
x→a

f(x) neexistuje.

Př́ıklad 2.39 Funkce f z Př́ıkladu 2.35 v bodě (0, 0) nemá limitu. Plyne to právě z řešeńı
tohoto př́ıkladu, kdy jsme zjistili, že hodnota limity této funkce záviśı na množinách, po
kterých se k (0, 0) bĺıž́ıme. ©

Nyńı se pod́ıvejme na některé vlastnosti limity funkce v́ıce proměnných, které již známe
pro funkce jedné proměnné. Důkazy následuj́ıćıch vět jsou přenechány čtenáři. Lze se inspi-
rovat jejich speciálńımi př́ıpady formulovanými a dokázanými např. v [13]. Většinu lze také
dokázat použit́ım Heineovy věty (Věta 2.32), která převád́ı problém na limity posloupnost́ı
reálných č́ısel.

Nejprve nás nepřekvaṕı, že limity funkćı lze opět sč́ıtat, odč́ıtat, násobit a dělit.
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Věta 2.40 (o aritmetice). Necht’ f, g : RN → R, a ∈ (D(f) ∩ D(g))′, lim
x→a

f(x) = L1 ∈ R∗,
lim
x→a

g(x) = L2 ∈ R∗. Pak plat́ı

(i) lim
x→a
|f(x)| = |L1|,

(ii) lim
x→a

(
f(x)± g(x)

)
= L1 ± L2,

(iii) lim
x→a

f(x) · g(x) = L1 · L2,

(iv) lim
x→a

f(x)

g(x)
=
L1

L2
,

pokud jsou výrazy na pravých stranách definované.

Dále, funkce maj́ıćı vlastńı/nevlastńı limity jsou pak na pr̊unićıch redukovaných okoĺı
daného bodu s definičńım oborem funkce ohraničené/neohraničené.

Věta 2.41 (limita a ohraničenost). Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f)′.

(a) Má-li f vlastńı limitu v bodě a, pak existuje R(a) tak, že je f na množině R(a)∩D(f)
ohraničená.

(b) Má-li f nevlastńı limitu ∞ v bodě a, pak pro každé R(a) je f neohraničená shora na
R(a) ∩ D(f) a existuje R(a) tak, že f je ohraničená zdola na R(a) ∩ D(f).

(c) Má-li f nevlastńı limitu −∞ v bodě a, pak pro každé R(a) je f neohraničená zdola na
R(a) ∩ D(f) a existuje R(a) tak, že f je ohraničená shora na R(a) ∩ D(f).

D̊ukaz. Na ukázku dokažme alespoň tvrzeńı (a). Označme lim
x→a

f(x) = L ∈ R. Podle předpo-

kladu pak k ε = 1 existuje R(a) takové, že pro každé x ∈ R(a)∩D(f) plat́ı |f(x)−L| < 1,
tzn.

L− 1 < f(x) < L+ 1. 2

Kladnost limity implikuje kladnost funkce na nějakém jej́ım redukovaném okoĺı – viz
následuj́ıćı větu.

Věta 2.42. Necht’ funkce f : RN → R má kladnou limitu L ∈ R∗ v bodě a. Pak existuje
R(a) takové, že

f(x) > 0 pro všechna x ∈ R(a) ∩ D(f).

Je-li nav́ıc tato limita vlastńı, pak existuje R(a) takové, že

f(x) >
L

2
pro všechna x ∈ R(a) ∩ D(f).

D̊ukaz. Uvažujme Uε(L) takové, že Uε(L) ⊂ (0,∞). Pak podle Definice 2.29 existuje Rδ(a)
tak, že pro každé x ∈ Rδ(a) ∩ D(f) plat́ı

f(x) ∈ Uε(L) ⊂ (0,∞).

Je-li nav́ıc L ∈ R, stač́ı vźıt Uε(L) pro ε = L/2. 2

Důkazy následuj́ıćıch tvrzeńı jsou přenechána čtenáři.
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Věta 2.43 (o dvou limitách). Necht’ f, g : RN → R, a ∈ RN , existuje R(a) tak, že

R(a) ∩ D(f) = R(a) ∩ D(g)

a
f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ R(a) ∩ D(f).

Pak plat́ı implikace

• je-li lim
x→a

f(x) =∞, pak lim
x→a

g(x) =∞,

• je-li lim
x→a

g(x) = −∞, pak lim
x→a

f(x) = −∞.

Věta 2.44 (o třech limitách). Necht’ f, g, h : R→ R, a ∈ RN , existuje R(a) tak, že

R(a) ∩ D(f) = R(a) ∩ D(g) = R(a) ∩ D(h),

∀x ∈ R(a) ∩ D(f) : f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

a také
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = L ∈ R.

Pak existuje lim
x→a

g(x), přitom je rovna L.

2.5 Spojitost funkce

Nyńı se pod́ıvejme na spojitost funkce v bodě. Podobně jako u limity, u spojitosti si
představ́ıme obecněǰśı definici funkce oproti skript̊um [8,13]. Tam byla spojitost funkce jedné
proměnné v bodě definována za předpokladu, že tento bod byl vnitřńım bodem definičńıho
oboru funkce. Zde budeme pouze předpokládat, že tento bod je prvkem definičńıho oboru
dané funkce.

Definice 2.45 Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f). Řekneme, že f je v bodě a spojitá, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ D(f), x ∈ Uδ(a) : |f(x)− f(a)| < ε,

neboli
∀Uε

(
f(a)

)
∃Uδ(a) : f

(
Uδ(a) ∩ D(f)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)
.

Asi nás nepřekvaṕı následuj́ıćı analogie Heineho věty pro spojitost funkce v bodě. Jej́ı
d̊ukaz je přenechán čtenáři jako cvičeńı.

Věta 2.46 (Heineova o spojitosti). Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f). Funkce f je spojitá v bodě
a právě tehdy, když pro každou posloupnost

{
x[n]
}∞
n=1

bod̊u z D(f) pro nǐz lim
n→∞

x[n] = a plat́ı

lim
n→∞

f(x[n]) = f(a).
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Jako jsme zavedli limitu vzhledem k množině, analogicky tento pojem můžeme zavést
pro spojitost v bodě.

Definice 2.47 Necht’ f : RN → R, A ⊂ RN , a ∈ D(f)∩A. Řekneme, že funkce f je v bodě
a spojitá vzhledem k množině A, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ A ∩ D(f), x ∈ Uδ(a) : |f(x)− f(a)| < ε,

neboli
∀Uε

(
f(a)

)
∃Uδ(a) : f

(
Uδ(a) ∩A ∩ D(f)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)
.

Poznámka 2.48

(a) Z Definice 2.47 okamžitě plyne, že f je spojitá v bodě a vzhledem k množině A právě
tehdy, když restrikce f |A∩D(f) je spojitá v bodě a. A z toho zase plyne, že pokud
najdeme nějakou množinu A, vzhledem ke které neńı f spojitá v bodě a, pak f neńı
v bodě a spojitá.

(b) Uvědomme si, co spojitost vzhledem k množině znamená pro N = 1. Uvažujeme-li
spojitost funkce f vzhledem k množině A = [a,∞) dostáváme spojitost zprava a pro
A = (−∞, a] dostáváme spojitost zleva.

(c) Pro spojitost funkce f v bodě a vzhledem k množině A ⊂ RN lze také vyslovit
př́ıslušnou Heineovu větu. Jediná změna v tvrzeńı Věty 2.46 je v tom, že členy po-
sloupnosti

{
x[n]
}∞
n=1

jsou z množiny D(f) ∩A.

Následuj́ıćı věta nám ukazuje jeden ze zp̊usob̊u, jak prakticky určovat spojitost funkce
v daném bodě.

Věta 2.49. Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f). Jestlǐze existuje K > 0 a R(a) takové, že pro
každé x ∈ R(a) ∩ D(f) plat́ı

|f(x)− f(a)| ≤ Kρ(x, a),

pak f je spojitá funkce v bodě a.

D̊ukaz. Vezmeme ε > 0 libovolné a polož́ıme δ = ε/K. Pak pro každé x ∈ D takové, že
ρ(x, a) < δ plat́ı

|f(x)− f(a)| ≤ Kρ(x, a) < Kδ = K
ε

K
= ε. 2

Př́ıklad 2.50 Dokažte, že plat́ı:

(1) Každé konstantńı zobrazeńı je spojité v každém bodě z RN .

(2) Projekce v RN jsou spojité funkce v každém bodě z RN .

(3) Funkce f : R3 → R dané předpisem

f(x, y, z) =

{
xyz

x2+y2+z2
pro (x, y, z) 6= (0, 0, 0),

0 pro (x, y, z) = (0, 0, 0).

je spojitá v bodě (0, 0, 0).
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(4) Funkce f : R2 → R daná předpisem

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0).

neńı spojitá v bodě (0, 0).

Řešeńı.

(1) Necht’ f je konstantńı zobrazeńı, tj. existuje c ∈ R tak, že

f(x) = c, x ∈ RN .

Vezmeme libovolný bod a ∈ RN . Plat́ı

ρ(f(x), f(a)) = ρ(c, c) = 0 ≤ Kρ(x, a)

pro každé x ∈ RN , přitom za K lze zvolit libovolné kladné č́ıslo. Podle Věty 2.49 je f
spojitá v bodě a.

(2) Uvažujme projekci Πi : RN → R, i ∈ {1, . . . , N} a a = (a1, . . . , aN ) ∈ RN . Pak pro
každé x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN plat́ı

ρ(Πi(x),Πi(a)) = ρ(xi, ai) = |xi − ai| ≤

√√√√ N∑
j=1

(xj − aj)2 = ρ(x, a),

tedy lze položit K = 1 a použ́ıt Větu 2.49.

(3) Plat́ı ∣∣∣∣ xyz

x2 + y2 + z2
− 0

∣∣∣∣ =
|xyz|

x2 + y2 + z2
=

√
x2
√
y2
√
z2

x2 + y2 + z2
≤ (
√
x2 + y2 + z2)3

x2 + y2 + z2

=
√
x2 + y2 + z2 = ρ((x, y, z), (0, 0, 0))

pro (x, y, z) 6= (0, 0, 0). V tomto př́ıpadě lze opět položit K = 1 a použ́ıt Větu 2.49.

(4) Ukážeme, že funkce f neńı spojitá v bodě (0, 0). Uvažujme restrikci funkce f na
množině

A = {(x, y) ∈ R2 : y = x}.

Pak zřejmě

g(x, y) =

{
1
2 pro (x, y) ∈ A \ (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0).

Je vidět, že funkce g neńı spojitá v (0, 0), tedy podle Poznámky 2.48(a) nemůže být
spojitá ani funkce f . ©

Mezi spojitost́ı a limitou funkce je opět velmi těsný vztah.
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Věta 2.51. Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f). Pak plat́ı:

(a) jestlǐze a je izolovaný bod D(f), pak f je v bodě a spojitá,

(b) jestlǐze a je hromadný bod D(f), pak f je v bodě a spojitá právě tehdy, když

f(a) = lim
x→a

f(x).

D̊ukaz. ad (a): Necht’ je tedy a izolovaným bodem definičńıho oboru funkce f . Podle Defi-
nice 1.58 pak existuje Uδ(a) tak, že

Uδ(a) ∩ D(f) = {a}.

Vezměme Uε
(
f(a)

)
libovolně. Pak

f
(
Uδ(a) ∩ D(f)

)
= f({a}) = {f(a)} ⊂ Uε

(
f(a)

)
,

tedy f je podle definice spojitá v a.
ad (b): Necht’ a je hromadným bodem D(f). Necht’ f je v bodě a spojitá. Zvolme Uε

(
f(a)

)
libovolně. Pak existuje Uδ(a) tak, že

f
(
Rδ(a) ∩ D(f)

)
⊂ f

(
Uδ(a) ∩ D(f)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)
,

tzn. lim
x→a

f(x) = f(a). Předpokládejme naopak, že lim
x→a

f(x) = f(a). Zvolme Uε
(
f(a)

)
libo-

volně. Podle předpokladu existuje Rδ(a) tak, že

f
(
Rδ(a) ∩ D(f)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)
.

Protože f(a) ∈ Uε
(
f(a)

)
, pak

f
(
Uδ(a) ∩ D(f)

)
= f

(
{a} ∪ (Rδ(a) ∩ D(f))

)
= f({a}) ∪ f

(
Rδ(a) ∩ D(f)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)
. 2

Věta 2.52. Necht’ f , g : RN → R, a ∈ D(f)∩D(g). Jsou-li f a g spojité v bodě a, pak jsou
v tomto bodě spojité funkce |f |, f + g, f − g, f · g i funkce f

g za dodatečného předpokladu
g(a) 6= 0.

D̊ukaz. S výhodou využijeme Větu 2.46 a větu o aritmetice limit posloupnost́ı reálných č́ısel.
Dokažme, že f + g je spojitá v bodě a. Uvažujme libovolnou posloupnost

{
x[n]
}∞
n=1

bod̊u

z D(f + g) = D(f) ∩ D(g) takovou, že lim
n→∞

x[n] = a. Podle předpokladu spojitosti funkćı

f a g v bodě a pak lim
n→∞

f(x[n]) = f(a) a lim
n→∞

g(x[n]) = g(a). Protože jde o posloupnosti

reálných č́ısel, plat́ı

lim
n→∞

(f + g)(x[n]) = lim
n→∞

(
f(x[n]) + g(x[n])

)
= lim

n→∞
f(x[n]) + lim

n→∞
g(x[n])

= f(a) + g(a) = (f + g)(a).

Spojitost zbývaj́ıćıch funkćı se dokáže podobně. 2

Nyńı se pod́ıvejme na spojitost funkce na množině.
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Definice 2.53 Necht’ f : RN → R, A ⊂ D(f). Řekneme, že funkce f je spojitá na množině
A, jestliže

∀x′ ∈ A ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ A,
∥∥x− x′∥∥ < δ : |f(x)− f(x′)| < ε.

Poznámka 2.54 Spojitost na množině se dá ekvivalentně definovat tak, že f je spojitá
v každém bodě množiny A vzhledem k množině A – což je kratš́ı, ale možná méně pochopi-
telné.

Z Věty 2.52 okamžitě dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.

Důsledek 2.55. Necht’ funkce f, g : RN → R jsou spojité na množině A ⊂ RN . Pak jsou
funkce |f |, f+g, f−g, f ·g, f

g (u pod́ılu za dodatečného předpokladu, že g 6= 0 na A) spojité
na A.

A lze také dokázat větu o spojitosti složené funkce. Jej́ı d̊ukaz lze snadno provést s vy-
užit́ım Poznámky 2.54 a 2.48(c).

Věta 2.56. Necht’ g1, . . ., gM : RN → R jsou spojité v bodě a ∈ RN , f : RM → R je spojitá
v bodě (

g1(a), g2(a), . . . , gM (a)
)
∈ RM .

Pak složená funkce F = f(g1, . . . , gN ) je spojitá v bodě a.

2.5.1 Spojitost na kompaktńı množině

Pro funkci jedné proměnné plat́ı tzv. Weierstrassova věta (viz např. [13, Věta 5.82]), která
ř́ıká, že spojitá funkce (jedné proměnné) na uzavřeném a ohraničeném intervalu nabývá
své největš́ı a nejmenš́ı hodnoty. Zformulujme a dokažme analogickou větu pro funkce v́ıce
proměnných – t́ım bude Důsledek 2.63.

Nejprve si zaved’me pojem kompaktńı množiny.

Definice 2.57 Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X. Množinu A nazýváme kompaktńı,
jestliže z libovolné posloupnosti bod̊u z A lze vybrat konvergentńı podposloupnost, jej́ıž
limita je prvkem A.

Ukažme si hned dvě základńı vlastnosti kompaktńıch množin.

Věta 2.58. Každá kompaktńı množina v metrickém prostoru je uzavřená a ohraničená.

D̊ukaz. Necht’A ⊂ X je kompaktńı v metrickém prostoru (X, ρ). Nejprve dokažme uzavřenost.
Uvažujme konvergentńı posloupnost prvk̊u z množiny A. Zřejmě pak jej́ı limita je limitou
každé z ńı vybrané posloupnosti. Z kompaktnosti tedy plyne, že limita této posloupnosti
lež́ı v A. Nyńı dokažme ohraničenost – sporem. Podle Definice 1.65 pak pro každé x ∈ X
a každé K ∈ R existuje a ∈ A tak, že ρ(x, a) ≥ K. Zvolme x ∈ X pevně. Pak pro každé
K = n ∈ N existuje an ∈ A tak, že

ρ(x, an) ≥ n
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tedy plat́ı
lim
n→∞

ρ(x, an) =∞. (2.2)

Vzhledem ke kompaktnosti množiny A pak existuje podposloupnost {akn}
∞
n=1 a a ∈ A tak,

že lim
n→∞

ρ(akn , a) = 0. Odtud pak plyne pro každé n ∈ N nerovnost

ρ(x, akn) ≤ ρ(x, a) + ρ(a, akn),

ze které vid́ıme, že posloupnost reálných č́ısel {ρ(x, akn)}∞n=1 je ohraničená. To je ve sporu
s (2.2). 2

Nyńı si ukážeme, že v metrickém prostoru RN plat́ı i obrácená implikace z Věty 2.58
(např. v nekonečně dimenzionálńıch prostorech totiž tato opačná implikace neplat́ı). K tomu
účelu nejprve zmı́ńıme analogii Bolzanovy–Weierstrassovy věty pro posloupnosti reálných
č́ısel, viz [13, Věta 3.94].

Věta 2.59 (Bolzanova–Weierstrassova). Z každé ohraničené posloupnosti v RN lze vybrat
konvergentńı podposloupnost.

D̊ukaz. Necht’
{
x[n]
}∞
n=1

je ohraničená posloupnost v RN , tzn. existuje K > 0 tak, že pro

všechna n ∈ N plat́ı
∥∥x[n]

∥∥ ≤ K. Pak (viz Cvičeńı 1.9) pro všechna n ∈ N plat́ı

|x[n]
1 | ≤

∥∥x[n]
∥∥ ≤ K,

odkud plyne, že
{
x

[n]
1

}∞
n=1

je ohraničená. Tedy podle Bolzanovy–Weierstrassovy věty pro

posloupnosti reálných č́ısel existuje konvergentńı vybraná posloupnost
{
x

[kn]
1

}∞
n=1

; označme

x1 jej́ı limitu. Nyńı, uvažujeme-li posloupnost
{
x[kn]

}∞
n=1

, pak zase pro všechna n ∈ N plat́ı

|x[kn]
2 | ≤

∥∥x[kn]
∥∥ ≤ K,

tzn. posloupnost
{
x

[kn]
2

}∞
n=1

je také ohraničená a zase podle Bolzanovy–Weierstrassovy věty

existuje konvergentńı vybraná posloupnost. Označme ji
{
x

[`n]
2

}∞
n=1

a jej́ı limitu označme x2.

Uvažujeme-li posloupnost
{
x[`n]

}∞
n=1

, pak zase pro všechna n ∈ N plat́ı

|x[`n]
3 | ≤

∥∥x[`n]
∥∥ ≤ K.

Takto pokračujeme dále a po přesněN kroćıch dostáváme vybranou posloupnost
{
x[mn]

}∞
n=1

,

tak, že x
[mn]
i → xi pro n → ∞ a i = 1, . . . , N . Uvažujeme-li vektor x = (x1, . . . , xN ), tzn.

vektor jehož složky jsou limity jednotlivých posloupnost́ı, pak podle Věty 1.22 dostáváme

lim
n→∞

x[mn] = x. 2

Nyńı se dostáváme k charakterizaci kompaktńı množiny v RN .

Věta 2.60. Podmnožina RN je kompaktńı právě tehdy, když je uzavřená a ohraničená.
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D̊ukaz. (⇒): Z Věty 2.58 již v́ıme, že v libovolném metrickém prostoru je kompaktńı množina
uzavřená i ohraničená.

(⇐): Mějme nyńı uzavřenou a ohraničenou množinu A ⊂ RN . Zvolme libovolně posloup-
nost vektor̊u

{
x[n]
}∞
n=1

z A. Z ohraničenosti A plyne i ohraničenost této posloupnosti. Tedy
z Bolzanovy–Weierstrassovy věty (Věta 2.59) plyne, že existuje konvergentńı podposloup-
nost

{
x[kn]

}∞
n=1

, označme x ∈ RN jej́ı limitu. Z uzavřenosti množiny A pak podle Věty 1.64
vyplývá, že x ∈ A. 2

Následuj́ıćı věta se často zkráceně vyslovuje tak, že
”
spojitost zachovává kompaktnost“.

Věta 2.61. Necht’ f : RN → R je spojitá na kompaktńı množině A ⊂ D(f). Pak f(A) je
kompaktńı.

D̊ukaz. Zvolme libovolnou posloupnost {yn}∞n=1 prvk̊u z f(A). Pak existuje posloupnost
prvk̊u

{
x[n]
}∞
n=1

z množiny A tak, že yn = f(x[n]) pro každé n ∈ N. Z kompaktnosti A

plyne, že existuje konvergentńı vybraná posloupnost
{
x[kn]

}∞
n=1

, maj́ıćı limitu a lež́ıćı v A.
Ze spojitosti f v bodě a a Heineovy věty (Věta 2.46) pak plyne, že

lim
n→∞

ykn = lim
n→∞

f(x[kn]) = f(a) ∈ f(A). 2

Cvičeńı 2.62 Dokažte, že každá kompaktńı množina v R má největš́ı a nejmenš́ı prvek.

Následuj́ıćı d̊usledek budeme využ́ıvat v kapitole o extrémech funkćı v́ıce proměnných –
zejména v sekci o globálńıch extrémech.

Důsledek 2.63. Necht’ f : RN → R je spojitá na kompaktńı množině A ⊂ D(f). Pak
funkce f nabývá na množině A nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.

Cvičeńı 2.64 Dokažte, že jednotková sféra v RN , tzn. množina

{x ∈ RN ; ‖x‖ = 1}

je kompaktńı.

2.5.2 Spojitost na souvislé množině

V této sekci zformulujeme a dokážeme zobecněńı věty o nabýváńı mezihodnot – viz např. [13,
Věta 5.91].

Nejprve si představme jeden z typ̊u
”
souvislosti“ množiny v RN .

Definice 2.65 Řekneme, že body a, b ∈ A ⊂ RN lze spojit cestou (křivkou) lež́ıćı v A,
jestliže existuje spojité zobrazeńı γ : [α, β]→ RN takové, že

γ(α) = a ∧ γ(β) = b ∧ H(γ) ⊂ A.

Oboru hodnot křivky ř́ıkáme geometrický obraz křivky a často znač́ıme jako [γ].
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Poznámka 2.66 Intuitivně ze středńı školy křivkou rozumı́me čáru v rovině či prostoru,
kterou provedeme jedńım tahem (to d́ıky předpokladu spojitosti). Křivkou v RN pak ro-
zumı́me spojitou vektorovu funkci – viz dále kapitolu o vektorových funkćıch. Křivku lež́ıćı
v A si pak představujeme jako čáru, která celá lež́ı v množině A – viz Obrázek 2.4. Podle
Definice 2.65 ovšem tato čára neńı samotná křivka ale jej́ı geometrický obraz!

x

y

A

γ(α) = a

b = γ(β)

[γ]

Obrázek 2.4: Geometrický obraz křivky γ v množině A spojuj́ıćı body a, b ∈ A.

Definice 2.67 Neprázdná množina A ⊂ RN se nazývá (obloukově) souvislá, jestliže libo-
volné jej́ı dva body lze spojit křivkou lež́ıćı v A. Otevřenou souvislou množinu nazýváme
oblast́ı.

Cvičeńı 2.68 Následuj́ıćı množiny jsou souvislé v RN . Ověřte!

1. Pro a, b ∈ RN definujeme úsečku jejichž krajńı body jsou právě a a b jako množinu

ab = {λa+ (1− λ)b ∈ RN ; λ ∈ [0, 1]}.

2. Lomenou čarou s krajńımi body a, b ∈ RN rozumı́me množinu

L = aa[1] ∪ a[1]a[2] ∪ . . . ∪ a[m]b,

kde a[1], . . . , a[m] ∈ RN .

3. Okoĺı i redukované okoĺı bodu v RN je souvislá množina.

Poznámka 2.69 Existuje v́ıce typ̊u souvislosti množin:

• polygonálńı souvislost – jestliže každé dva body z této množiny lze spojit lomenou
čarou lež́ıćı v této množině.

• topologická souvislost – o množině M řekneme, že je souvislá v tomto smyslu, jestliže
neexistuj́ı dvě otevřené disjunktńı množiny A a B tak, že by M = (A∩M)∪ (B∩M).
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Tyto tři pojmy bohužel nejsou ekvivalentńı. Je asi jasné, že polygonálńı souvislost implikuje
obloukovou souvislost. Dále se dá dokázat, že kružnice je souvislá v topologickém smyslu
i obloukově souvislá, ale neńı polygonálně souvislá. A množina

M =

{(
x, sin

1

x

)
; x ∈ (0, 1]

}
∪ {(0, 0)} ⊂ R2

je souvislá v topologickém smyslu ale neńı obloukově souvislá (t́ım sṕı̌s ani polygonálně).
Dá se ale také dokázat, že pro otevřené množiny tyto pojmy splývaj́ı.

Poznámka 2.70 Souvislost jsme tedy ve dvou př́ıpadech definovali jako možnost spojit
libovolné dva body množiny nějakou křivkou lež́ıćı v dané množině. Pokud je možno každé
dva body takto spojit dokonce úsečkou, ř́ıká se takové množině konvexńı.

Cvičeńı 2.71 V R jsou souvislé právě všechny intervaly. Dokažte! [Návod: Proved’te sporem
a využijte Bolzanovu větu o nabýváńı mezihodnot pro funkci jedné proměnné.]

Věta 2.72. Necht’ f : RN → R je spojitá na souvislé množině D ⊂ RN . Pak f(D) je
interval.

D̊ukaz. Vzhledem k Cvičeńı 2.71 stač́ı dokázat, že f(D) je souvislá množina. Zvolme c, d ∈
f(D) libovolně. Pak existuj́ı a, b ∈ D tak, že f(a) = c a f(b) = d. Vzhledem k souvislosti
množiny D existuje spojité zobrazeńı γ : [α, β] → R tak, že γ(α) = a, γ(β) = b a přitom
[γ] ⊂ D. Uvažujme zobrazeńı φ = f ◦ γ. Protože γi jsou spojité na [α, β] pro každé i =
1, . . . , N a f je také spojitá, pak φ je podle Věty 2.56 také spojitá na [α, β]. Přitom [φ] ⊂
f(D). T́ım je dokázána souvislost množiny f(D). 2

2.6 Směrová derivace

Rádi bychom definovali u funkćı v́ıce proměnných podobný pojem jako je pojem derivace
funkce jedné proměnné – tzn. pojem, který bude určovat rychlost změny f(x) pro x→ a. Jak
už bylo řečeno, můžeme se k bodu a bĺıžit nekonečně mnoha směry a po r̊uzných křivkách
(na rozd́ıl od funkce jedné proměnné – tam jsme se mohli bĺıžit pouze dvěma směry: zprava
nebo zleva – derivace zprava a derivace zleva).

Pro potřeby diferenciálńıho počtu nám bude stačit bĺıžit se k bodu a po př́ımce –
docháźıme tak ke směrové derivaci. Můžeme ji motivovat geografickým př́ıkladem z Poznám-
ky 2.10. Na Obrázku 2.5 jsou znázorněny vrstevnice funkce z Obrázku 2.2. Představujme
si, že jde skutečně o mapu, stoj́ıme v bodě a a d́ıváme se ve směru vektoru ν. Uděláme-li

”
malý kr̊uček“, zaj́ımá nás, jestli

”
jdeme nahoru či dol̊u a jak moc př́ıkrý je náš vzestup či

sestup“. Tak, jak je to znázorněno na Obrázku 2.5, to bude
”
z kopce“.

Nyńı uved’me přesnou definici.

Definice 2.73 Necht’ f : RN → R, a ∈ intD(f), ν ∈ RN . Existuje-li limita

lim
t→0

f(a+ tν)− f(a)

t

nazýváme ji směrovou derivaćı funkce f v bodě a podle vektoru ν. Budeme ji značit

∂f

∂ν
(a), f ′ν(a), . . .
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x

y

ν

a

Obrázek 2.5: Hladiny funkce dvou proměnných.

Poznámka 2.74

(a) Upozorněme na fakt, že limita v Definici 2.73 je limita funkce jedné proměnné. Defi-
nujme si pomocnou funkci g : R→ R předpisem

g(t) = f(a+ tν), t ∈ U(0), (2.3)

kde U(0) je takové okoĺı bodu 0, pro které a+ tν ∈ intD(f) pro každé t ∈ U(0). Pak
směrová derivace je rovna

f ′ν(a) = lim
t→0

f(a+ tν)− f(a)

t
= lim

t→0

g(t)− g(0)

t
= g′(0).

Toto je vidět na Obrázku 2.6 pro funkci f dvou proměnných a na Obrázku 2.7 pro
funkci g. Geometrický význam směrové derivace je tangens úhlu mezi př́ımkou p a teč-
nou t – na Obrázku 2.6 je označen jako α (stejný jako α na Obrázku 2.7). Je také
vidět, že směrový vektor tečny je (

ν1, ν2, f
′
ν(a)

)
.

(c) Je třeba zd̊uraznit, že směrová derivace vyjadřuje rychlost změny funkčńıch hodnot
funkce f v bodě a ve směru vektoru ν pouze tehdy, když ‖ν‖ = 1, tzn. pro normované
vektory.

(d) Pod́ıvejme se na speciálńı př́ıpad N = 1, tzn. př́ıpad funkce jedné proměnné. Polož́ıme-
li ν = 1, pak

f ′ν(a) = f ′(a),

tzn. směrová derivace v bodě a ve směru 1 splývá s derivaćı funkce jedné proměnné
v bodě a.
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p

ν

a

f(a)

a+ tν

f(a+ tν)
f

t

α

y

z

x

Obrázek 2.6: Geometrický význam směrové derivace.

Př́ıklad 2.75 Určete směrovou derivaci funkce

f(x, y) = x2 + y3, (x, y) ∈ R2

v bodě (x, y) = (1, 1) ve směru vektoru ν = (3
5 ,

4
5).

Řešeńı. Podle definice směrové derivace máme

∂f

∂ν
(1, 1) = lim

t→0

(
1 + t · 3

5

)2
+
(
1 + t · 4

5

)3 − (12 + 13
)

t

= lim
t→0

1 + 2t3
5 +

(
3
5 t
)2

+ 1 + 3t4
5 + 3

(
t4

5

)2
+
(
t4

5

)3 − 1− 1

t

= lim
t→0

t
(

6
5 + 12

5

)
+ t2

((
3
5

)2
+
(

4
5

)2)
+ t3

(
4
5

)3
t

=
6

5
+

12

5
=

18

5
. ©

Cvičeńı 2.76 Dokažte, že pro f : RN → R, a ∈ intD(f), ν ∈ RN , c ∈ R plat́ı

∂f

∂cν
(a) = c

∂f

∂ν
(a).

Speciálně pak
∂f

∂(−ν)
(a) = −∂f

∂ν
(a).

I pro směrovou derivaci plat́ı věta o středńı hodnotě.
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p
0 1t

g

f(a) = g(0)

t

α

Obrázek 2.7: Graf funkce g z (2.3) pro funkci f bod a a vektor ν z Obrázku 2.6.

Věta 2.77 (o středńı hodnotě). Necht’ f : RN → R, a ∈ D(f), 0 6= ν ∈ RN jsou takové, že
existuje f ′ν ve všech bodech úsečky

{a+ tν ; t ∈ [0, 1]} ⊂ intD(f).

Pak existuje θ ∈ (0, 1) tak, že

f(a+ ν)− f(a) =
∂f

∂ν
(a+ θν).

D̊ukaz. Uvažujeme funkci

g(t) = f(a+ tν), t ∈ [0, 1].

Nejprve vid́ıme, že pro každé t ∈ [0, 1] plat́ı

g′(t) = lim
h→0

f(a+ (t+ h)ν)− f(a+ tν)

h
= lim

h→0

f
(
(a+ tν) + hν

)
− f(a+ tν)

h
=
∂f

∂ν
(a+ tν),

tedy g má derivaci na intervalu [0, 1]. Odtud plyne, že g je spojitá na tomto intervalu.
Funkce g splňuje předpoklady Lagrangeovy věty a podle ńı existuje θ ∈ (0, 1) tak, že

g(1)− g(0) = g′(θ)(1− 0) = g′(θ),

odkud dostáváme požadovanou rovnost. 2

2.7 Parciálńı derivace

Parciálńı derivace funkce neńı nic jiného než směrová derivace – ve směru jednoho z jed-
notkových vektor̊u ei (připomeňme, že ei ∈ RN má nulové všechny prvky až na i-tý, který
je roven 1). Jak uvid́ıme dále, budou mı́t směrové derivace právě v těchto směrech mnohé
výhody.
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Definice 2.78 Necht’ f : RN → R, a ∈ intD(f), i ∈ {1, . . . , N}. Směrovou derivaci funkce
f v bodě a ve směru vektoru ei nazýváme parciálńı derivaćı funkce f v bodě a podle i-té
proměnné (parciálńı derivaćı funkce f v bodě a podle proměnné xi). Budeme ji značit

∂f

∂xi
(a), f ′xi(a), . . .

Poznámka 2.79

(a) Parciálńı derivace funkce f v bodě a podle i-té proměnné je vlastně limita

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
.

(b) Dále se zaměř́ıme na směrové derivace ve směrech vektor̊u standardńı báze ei, tedy
jen parciálńımi derivacemi. A to ze dvou d̊uvod̊u:

– jejich výpočet je velmi efektivńı (viz dále Poznámku 2.80),

– v mnoha př́ıpadech nám k výpočtu směrových derivaćı stač́ı spoč́ıtat pouze
parciálńı derivace (viz dále Větu 2.96).

Poznámka 2.80

• Pro výpočet parciálńıch derivaćı budeme s výhodou využ́ıvat vzorce pro derivace
funkce jedné proměnné. Ukažme si jak. Pro jednoduchost uvažujme funkci f dvou
proměnných x1, x2 definované v δ-okoĺı bodu a = (a1, a2). Ukažme si jak vypoč́ıtat
parciálńı derivaci této funkce v bodě a = (a1, a2) podle prvńı proměnné. Zřejmě jde
o č́ıslo

∂f

∂x1
(a) = lim

t→0

f(a+ te1)− f(a)

t
= lim

t→0

f(a1 + t, a2)− f(a1, a2)

t
.

Uvažujme pomocnou funkci jedné proměnné g1 : R→ R definovanou předpisem

g1(x) = f(x, a2), x ∈ Uδ(a1) ⊂ R.

Pak vid́ıme, že

∂f

∂x1
(a) = lim

t→0

f(a1 + t, a2)− f(a1, a2)

t
= lim

t→0

g1(a1 + t)− g1(a1)

t
= g′1(a1).

Přitom je vidět, že uvažovaná parciálńı derivace existuje právě tehdy, když existuje
g′1(a1). Kromě toho jsou si tyto derivace rovny! Nejd̊uležitěǰśı ovšem je fakt, že předpis
funkce g1 je odvozen z předpisu funkce f tak, že prvńı proměnná je proměnnou funkce
g1 a druhá proměnná je konstanta. Je-li např.

f(x1, x2) = 2 sin(x1)x2 + x1x
2
2, (x1, x2) ∈ R2

a máme vypoč́ıtat parciálńı derivaci podle prvńı proměnné v bodě (x1, x2) = (a1, a2),
stač́ı uvažovat funkci jedné proměnné

g1(x) = f(x, a2) = 2 sin(x)a2 + xa2
2, x ∈ R
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a vypoč́ıtat jej́ı derivaci

g′1(x) = 2 cos(x)a2 + a2
2, x ∈ R,

odkud hned dostáváme

∂f

∂x1
(a) = g′1(a1) = 2 cos(a1)a2 + a2

2.

Podobně, pokud bychom chtěli poč́ıtat derivaci podle druhé proměnné, uvažovali
bychom zase funkci

g2(x) = f(a1, x), x ∈ R.

• Tato myšlenka se dá zobecnit i pro funkce v́ıce než dvou proměnných. Mějme funkci
f : RN → R, bod a = (a1, . . . , aN ) ∈ intD(f). K výpočtu parciálńı derivace funkce f
v bodě a podle xi uvažujme funkci

g(x) = f(a1, a2, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , aN ), x ∈ U(ai) ⊂ R,

kde U(ai) je dostatečně malé okoĺı, aby funkce g byla dobře definována. Vypočteme
jej́ı derivaci a máme

∂f

∂xi
(a) = · · · = g′(ai).

• Jednoduchost poč́ıtáńı parciálńı derivace v bodě tedy spoč́ıvá v tom, že ji netřeba
poč́ıtat podle definice (tedy jako limitu funkce jedné proměnné), ale efektivně spoč́ıtat
pomoćı vzorc̊u pro výpočet derivace funkce jedné proměnné.

Definice 2.81 Necht’ f : RN → R, i ∈ {1, . . . , N} a množina D je množina všech bod̊u z
D(f) v nichž existuje vlastńı parciálńı derivace funkce f podle i-té proměnné. Pak funkci

D ∈ x 7→ ∂f

∂xi
(x)

nazýváme parciálńı derivaćı funkce f podle i-té proměnné (podle proměnné xi).

Poznámka 2.82 Chceme-li spoč́ıtat parciálńı derivaci podle jej́ı proměnné xi v bodě x, pak
vzhledem k Poznámce 2.80 ji stač́ı chápat jako funkci jedné proměnné xi, přičemž ostatńı
proměnné xj , j = 1, . . . , N , j 6= i chápeme jako konstanty. Pak je třeba jen umět vzorečky
pro derivaci funkce jedné proměnné.

Př́ıklad 2.83 Uvažujme funkci

f(x, y) = x2 + xy + sin(y2), (x, y) ∈ R2.

Vypočtěte obě jej́ı parciálńı derivace.

Řešeńı. Chceme-li spoč́ıtat parciálńı derivaci podle x, pak se stač́ı na předpis této funkce
d́ıvat jako na předpis funkce proměnné x, tzn. jako

x 7→ f(x, y), x ∈ R
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přitom symbol y můžeme vńımat jako konstantu či parametr. Pak vid́ıme, že jde o polynom
(v proměnné x) stupně 2, takže dostáváme

∂f

∂x
(x, y) =

∂

∂x

(
x2
)

+
∂

∂x
(yx) +

∂

∂x

(
sin(y2)

)
= 2x+ y, (x, y) ∈ R2.

Pod́ıváme-li se na předpis f jako na funkci proměnné y, kde x je parametr, vid́ıme, že jde
o součet lineárńı funkce y 7→ x2 + xy a složené funkce y 7→ sin(y2). Pak dostáváme

∂f

∂y
(x, y) = x+ cos(y2)2y = x+ 2y cos(y2), (x, y) ∈ R2. ©

Následuje velmi užitečná věta, jej́ımž speciálńım př́ıpadem (pro funkci jedné proměnné)
je Lagrangeova věta.

Věta 2.84 (o př́ır̊ustku). Necht’ D = (c1, d1) × (c2, d2) × . . . × (cN , dN ) a f : RN → R
má parciálńı derivace f ′xi na D pro všechna i = 1, . . . , N . Pak pro každé a = (a1, . . . , aN ),
b = (b1, . . . , bN ) ∈ D existuj́ı θ1, . . . , θN ∈ (0, 1) tak, že plat́ı

f(b)− f(a) =
N∑
i=1

∂f

∂xi
(q[i])(bi − ai),

kde q[i] = (b1, b2, . . . , bi−1, ai + θi(bi − ai), ai+1, . . . , aN ) pro i = 1, . . . , N (tzn. q[i] ∈ D pro
i = 1, . . . , N).

D̊ukaz. Provedeme pouze pro N = 2. Máme tedy dokázat následuj́ıćı tvrzeńı: Necht’ f : D =
(c1, d1) × (c2, d2) ⊂ R2 → R má parciálńı derivace f ′x1, f ′x2 na D. Pak pro každé (a1, a2),
(b1, b2) ∈ D existuj́ı θ1, θ2 ∈ (0, 1) tak, že

f(b1, b2)− f(a1, a2) =
∂f

∂x1
(q[1])(b1 − a1) +

∂f

∂x2
(q[2])(b2 − a2),

kde q[1] =
(
a1 + θ1(b1 − a1), a2

)
, q[2] =

(
b1, a2 + θ2(b2 − a2)

)
– viz Obrázek 2.8.

Důkaz je založen na aplikaci Lagrangeovy věty o středńı hodnotě (pro funkci jedné proměnné).
Předpokládejme nav́ıc, že a1 < b1 a a2 < b2 – sami si rozmyslete ostatńı př́ıpady.
Definujeme funkce

g1(x) = f(x, a2), x ∈ [a1, b1],

g2(x) = f(b1, x), x ∈ [a2, b2].

Tyto funkce jsou spojité na svých definičńıch oborech a plat́ı

g′1(x) =
∂f

∂x1
(x, a2), x ∈ (a1, b1),

g′2(x) =
∂f

∂x2
(b1, x), x ∈ (a2, b2).

Pak podle Lagrangeovy věty existuj́ı ξ1 ∈ (a1, b1), ξ2 ∈ (a2, b2) tak, že

g1(b1)− g1(a1) = g′1(ξ1)(b1 − a1), g2(b2)− g2(a2) = g′2(ξ2)(b2 − a2).
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Plat́ı

f(b1, b2)− f(a1, a2) = f(b1, b2)− f(b1, a2) + f(b1, a2)− f(a1, a2)

= g2(b2)− g2(a2) + g1(b1)− g1(a1)

= g′2(ξ2)(b2 − a2) + g′1(ξ1)(b1 − a1)

=
∂f

∂x2
(b1, ξ2)(b2 − a2) +

∂f

∂x1
(ξ1, a2)(b1 − a1).

Polož́ıme-li ξi = ai + θi(bi − ai), kde θi ∈ (0, 1) pro i = 1, 2 (viz Obrázek 2.8), dostáváme
tvrzeńı věty. 2

x1

x2
D

c1

c2

d1

d2

a1

a2

b1

b2

ξ1

ξ2

(a1, a2)
(b1, a2)

(b1, b2)

q[1] = (ξ1, a2)

q[2] = (b1, ξ2)

Obrázek 2.8: Ilustrace k d̊ukazu Věty 2.84.

Věta 2.85. Necht’ má funkce f : RN → R na nějakém okoĺı bodu a ∈ intD(f) ohraničené
všechny parciálńı derivace. Pak je f v bodě a spojitá.

D̊ukaz. Provedeme opět pro N = 2. Necht’ f má na U(a) ohraničené všechny parciálńı
derivace. K tomuto okoĺı jistě najdeme otevřený interval (c1, d1)× (c2, d2) tak, že

a ∈ (c1, d1)× (c2, d2) ⊂ U(a),

viz např. Obrázek 1.8. Pak podle předpoklad̊u má funkce f na tomto intervalu parciálńı
derivace f ′x1 , f ′x2 a existuje K > 0 tak, že pro všechna x ∈ (c1, d1)× (c2, d2) plat́ı∣∣∣∣ ∂f∂x1

(x)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂f∂x2
(x)

∣∣∣∣ ≤ K.
Podle věty o př́ır̊ustku (Věta 2.84) pak pro body x = (x1, x2), a = (a1, a2) existuj́ı q[1],
q[2] ∈ (c1, d1)× (c2, d2) tak, že

|f(x)− f(a)| =
∣∣∣∣ ∂f∂x1

(q[1])(x1 − a1) +
∂f

∂x1
(q[2])(x2 − a2)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∂f∂x1

(q[1])

∣∣∣∣ · |x1 − a1|+
∣∣∣∣ ∂f∂x1

(q[2])

∣∣∣∣ · |x2 − a2|

≤ K
(
|x1 − a1|+ |x2 − a2|

)
≤ 2K‖x− a‖.
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Zvolme ε > 0 libovolně. Pak z předchoźıch nerovnost́ı plyne, že stač́ı položit δ ≤ ε
2K takové,

že Uδ(a) ⊂ (c1, d1)× (c2, d2). Pro každé x ∈ Uδ(a) pak z předchoźıch výpočt̊u totiž vyplývá

|f(x)− f(a)| < 2Kδ ≤ ε,

což neznamená nic jiného než spojitost funkce f v bodě a. 2

A hned můžeme uvést dva d̊uležité d̊usledky.

Důsledek 2.86. Necht’ má funkce f : RN → R na nějaké otevřené množině D ⊂ D(f)
ohraničené všechny parciálńı derivace (prvńıho řádu), pak je f na D spojitá.

Důsledek 2.87. Necht’ má funkce f : RN → R na nějaké otevřené množině D ⊂ D(f)
spojité všechny parciálńı derivace (prvńıho řádu), pak je f na D spojitá.

2.8 Totálńı diferenciál

S pojmem diferenciálu funkce jedné proměnné jsme se setkali třeba v [13]. Zobecněme si
tento pojem na funkce v́ıce proměnných. Připomeňme si nejprve pojem lineárńıho zobrazeńı.

Definice 2.88 Necht’ V , W jsou reálné vektorové prostory. Zobrazeńı ` : V →W nazveme
lineárńı zobrazeńı, jestliže

∀α, β ∈ R ∀x, y ∈ V : `(αx+ βy) = α`(x) + β`(y).

Dále budeme potřebovat vědět, jak vypadá předpis lineárńıch zobrazeńı RN do R.

Věta 2.89. Každé lineárńı zobrazeńı RN do R je lineárńı forma.

D̊ukaz. Zřejmě pro každé x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN plat́ı

x =
N∑
i=1

xiei,

kde ei jsou prvky standardńı báze. Pak z linearity plyne

`(x) = `

(
N∑
i=1

xiei

)
=

N∑
i=1

xi`(ei) =

N∑
i=1

xiαi = (α, x),

kde αi = `(ei), α = (α1, . . . , αN ). 2

Nyńı jsme téměř připraveni k definici totálńıho diferenciálu neboli diferenciálu funkce
v́ıce proměnných. Připomeňme si ještě diferenciál funkce jedné proměnné.

Necht’ f : R → R, a ∈ R je vnitřńım bodem D(f). Lineárńı zobrazeńı df(a) : R → R
(tedy vlastně lineárńı formu) jsme nazývali diferenciálem funkce f v bodě a, jestliže platilo

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− df(a)(h)

h
= 0.



64 KAPITOLA 2. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH

Označ́ıme-li chybový člen

τ(h) = f(a+ h)− f(a)− df(a)(h),

pak lze diferenciál charakterizovat t́ım, že existuje okoĺı U(0) a funkce τ : R→ R taková, že

lim
h→0

τ(h)

h
= 0

a pro každé h ∈ U(0) plat́ı

f(a+ h)− f(a) = df(a)(h) + τ(h).

V tomto
”
jednodimenzionálńım“ př́ıpadě jsme se již dozvěděli, že diferenciál funkce f v bodě

a existuje právě tehdy, když existuje vlastńı f ′(a) a že plat́ı

df(a)(h) = f ′(a)h, h ∈ R.

V řeči lineárńıch forem tak můžeme ř́ıct, že derivace f ′(a) funkce jedné proměnné f bodě a
je reprezentantem diferenciálu funkce f v bodě a.

Definice 2.90 Necht’ f : RN → R, a ∈ intD(f). Lineárńı formu df(a) : RN → R nazveme
totálńım diferenciálem funkce f v bodě a, jestliže existuje

• okoĺı U(o) ⊂ RN a

• funkce τ : RN → R splňuj́ıćı

lim
h→o

τ(h)

‖h‖
= 0

tak, že pro každé h ∈ U(o) plat́ı

f(a+ h)− f(a) = df(a)(h) + τ(h).

Poznámka 2.91

(a) Všimněme si, jakým zp̊usobem je diferenciál zobecněn oproti funkci jedné proměnné.
Funkce τ je nyńı funkćı v́ıce proměnných a proměnná h prob́ıhá jistou množinu v RN .
To má za následek, že ve jmenovateli z limitńı podmı́nky z Definice 2.90 již nemůže
figurovat samotný vektor h (neumı́me dělit vektorem), ale nahrad́ıme ho jeho normou
(eukleidovskou). Rozmyslete si, co to znamená pro př́ıpad N = 1.

(b) Totálńı diferenciál má podobný geometrický význam jako u funkce jedné proměnné –
viz dále Poznámku 2.102. A také ho můžeme použ́ıvat pro přibližný výpočet funkčńıch
hodnot funkce v okoĺı nějakého bodu. I k tomu budeme potřebovat znát tvar dife-
renciálu, tedy jeho reprezentanta, viz dále Větu 2.93.

(c) Někdy je praktičtěǰśı psát limitńı podmı́nku v ekvivalentńım tvaru

lim
h→o

|τ(h)|
‖h‖

= 0,

tzn. čitatel je v absolutńı hodnotě.
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(d) Pokud je limitńı podmı́nka pro τ z Definice 2.90 splněna, pak

lim
h→o

τ(h) = lim
h→o

τ(h)

‖h‖
‖h‖ = 0.

(e) Podobně jako u funkce jedné proměnné, jedno z využit́ı totálńıho diferenciálu je
přibližný výpočet funkčńıch hodnot v okoĺı bodu jehož funkčńı hodnotu známe, tzn.
plat́ı pak

f(a+ h)
.
= f(a) + df(a)(h)

pro h z nějakého okoĺı počátku.

(f) Proměnné diferenciálu jsme označovali jako h1, . . ., hN nebo jako vektor h. Bývá ale
zvykem je označovat jako dx1, . . ., dxN nebo jako vektor dx. Výhodné je toto značeńı
zejména použ́ıváme-li např. proměnné x a y pro funkci dvou proměnných f . Pak totiž
odpov́ıdaj́ıćı proměnné diferenciálu označujeme jako dx a dy.

Př́ıklad 2.92 Uvažujme funkci f : R2 → R definovanou předpisem

f(x1, x2) = x2
1 + x3

2, (x1, x2) ∈ R2.

Určete diferenciál funkce f v bodě a = (a1, a2) ∈ R2.

Řešeńı. Pro každé h = (h1, h2) ∈ R2 plat́ı

f(a+ h)− f(a) = f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2) = (a1 + h1)2 + (a2 + h2)3 − a2
1 − a3

2

= 2a1h1 + 3a2
2h2 + h2

1 + 3a2h
2
2 + h3

2.

Výraz 2a1h1+3a2
2h2 by mohl být diferenciálem df(a), protože jde o lineárńı formu vektorové

proměnné h = (h1, h2). Aby tomu tak bylo, je třeba dokázat, že pro zbytek, tedy pro funkci

τ(h) = τ(h1, h2) = h2
1 + 3a2h

2
2 + h3

2

plat́ı limitńı podmı́nka z Definice 2.90, tzn.

lim
h→o

h2
1 + 3a2h

2
2 + h3

2

‖h‖
= 0.

Ověřme to! Snadno odhadneme (použijeme nerovnost́ı h2
i ≤ ‖h‖2, |hi| ≤ ‖h‖ pro i = 1, 2),

že ∣∣∣∣h2
1 + 3a2h

2
2 + h3

2

‖h‖
− 0

∣∣∣∣ ≤ h2
1 + 3|a2|h2

2 + |h2|h2
2

‖h‖

≤ ‖h‖
2 + 3|a2|‖h‖2 + ‖h‖3

‖h‖
= ‖h‖+ 3|a2|‖h‖+ ‖h‖2.

Limitńım přechodem h → o (neboli ‖h‖ → 0) dostáváme požadovanou limitńı podmı́nku.
Reprezentant diferenciálu funkce f v bodě a je α = (α1, α2), kde

α1 = 2a1, α2 = 3a2
2.

Zaj́ımavé je, že plat́ı

α1 =
∂f

∂x1
(a), α2 =

∂f

∂x2
(a).

Jde o náhodu? Jak uvid́ıme ve Větě 2.93, tak rozhodně ne. ©
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Věta 2.93. Necht’ má funkce f : RN → R v bodě a ∈ RN totálńı diferenciál. Pak

(i) f je v bodě a spojitá,

(ii) existuj́ı f ′xi(a) pro každé i = 1, . . . , N a plat́ı

df(a)(h) =

N∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · hi, h = (h1, . . . , hN ) ∈ RN ,

tzn. reprezentantem diferenciálu funkce f v bodě a je N -dimenzionálńı vektor(
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xN
(a)

)
.

D̊ukaz. ad (i): Předpokládejme, že funkce f má v bodě a diferenciál, tzn. existuje vektor
α = (α1, . . . , αN ) ∈ RN , okoĺı U(o) ⊂ RN a funkce τ : RN → R tak, že

f(a+ h)− f(a) = df(a)(h) + τ(h) = (α, h) + τ(h) pro všechna h ∈ U(o),

a lim
h→o

τ(h)

‖h‖
= 0. Odkud plyne lim

h→o
τ(h) = 0 (viz Poznámku 2.91(d)). Pak podle Cauchyovy–

Schwarzovy nerovnosti (Věta 1.11) plat́ı

|f(a+ h)− f(a)| ≤ |(α, h)|+ |τ(h)| ≤ ‖α‖ · ‖h‖+ |τ(h)|, h ∈ U(o).

Pravá strana jde k nule pro h→ o. Tedy f je spojitá v bodě a.
ad (ii): V rovnosti z Definice 2.90 položme h = tei, kde t ∈ R \ {0}. Pak plat́ı

f(a+ tei)− f(a) = (α, tei) + τ(tei) = tαi + τ(tei).

Poděĺıme t, přejdeme pro t→ 0 a dostáváme

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= αi + lim

t→0

τ(tei)

t
.

Z faktu ∣∣∣∣τ(tei)

t

∣∣∣∣ =
|τ(tei)|
|t| · 1

=
|τ(tei)|
|t| · ‖ei‖

=
|τ(tei)|
‖tei‖

→ 0 pro t→ 0,

plyne existence parciálńıch derivaćı i reprezentace diferenciálu. 2

Definice 2.94 Reprezentantu diferenciálu funkce f : RN → R v bodě a ř́ıkáme gradient
funkce f bodě a a zapisujeme ho grad f(a) či ∇f(a).

Poznámka 2.95 Z Věty 2.93 tedy v́ıme, že gradient funkce je vektor, jehož složky jsou
parciálńı derivace podle př́ıslušných proměnných. Je třeba ovšem upozornit, že i když funkce
může mı́t parciálńı derivace podle všech proměnných, nemuśı mı́t diferenciál, viz např. dále
Př́ıklad 2.100. V tom př́ıpadě pak nemůžeme vektor sestavený z parciálńıch derivaćı nazývat
gradientem!
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Následuj́ıćı věta ukazuje, jak ze znalosti diferenciálu tedy parciálńıch derivaćı snadno
poč́ıtat směrové derivace v libovolném směru.

Věta 2.96. Má-li funkce f : RN → R v bodě a ∈ RN diferenciál, pak pro každé ν ∈ RN \{o}
existuje směrová derivace f ′ν(a) a plat́ı

∂f

∂ν
(a) = df(a)(ν) =

(
∇f(a), ν

)
=

N∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · νi.

D̊ukaz. Pro ν 6= o plat́ı

∂f

∂ν
(a) = lim

t→0

f(a+ tν)− f(a)

t

= lim
t→0

(∇f(a), tν) + τ(tν)

t
= (∇f(a), ν) + lim

t→0

τ(tν)

t
.

Podobně jako v d̊ukazu Věty 2.93 bychom ukázali, že limita posledńıho sč́ıtance napravo je
rovna nule. 2

Př́ıklad 2.97 Vyřešme Př́ıklad 2.75 s využit́ım Věty 2.96. Podle ńı pak dostáváme

∂f

∂ν
(a) = df(a)(ν) =

∂f

∂x1

(
(1, 1)

)
· 3

5
+

∂f

∂x2

(
(1, 1)

)
· 4

5
= 2 · 1 · 3

5
+ 3 · 12 · 4

5
=

18

5
. ©

Poznámka 2.98 (geometrický význam gradientu) Předpokládejme, že f má v bodě a ∈ RN
totálńı diferenciál. Je-li ∇f(a) 6= o, pak tento vektor udává směr nejvěťśıho r̊ustu funkce f
(podobně vektor −∇f(a) udává směr nejvěťśıho poklesu).
Vyplývá to z následuj́ıćıch dvou fakt̊u:

(i) Uvažujme normovaný vektor ν, tzn. ‖ν‖ = 1. Pak plat́ı

∂f

∂ν
(a) = (∇f(a), ν) ≤ ‖∇f(a)‖ · ‖ν‖ = ‖∇f(a)‖.

Tedy funkce v žádném směru nemá r̊ust vyšš́ı než č́ıslo ‖∇f(a)‖.

(ii) Položme

ν =
∇f(a)

‖∇f(a)‖

Zřejmě jde o normovaný vektor (ověřte!), který ukazuje stejným směrem jako ∇f(a).
Pak

∂f

∂ν
(a) =

(
∇f(a),

∇f(a)

‖∇f(a)‖

)
=

1

‖∇f(a)‖
(
∇f(a),∇f(a)

)
= ‖∇f(a)‖.

Z toho tedy plyne, že směrová derivace nabývá své maximálńı hodnoty právě ve směru
vektoru ∇f(a).
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x

y

2

2

Obrázek 2.9: Ilustrace k Př́ıkladu 2.99.

Př́ıklad 2.99 Uvažujme funkci f z Př́ıkladu 2.7. Pro každé (x, y) ∈ intD(f) = (0, 2)×(0, 2)
pak

grad f(x, y) =
(
−2(x− 1),−2(y − 1)

)
.

Na Obrázku 2.9 pak vid́ıme některé hladiny funkce f (červeně) společně s gradienty (modré
šipky) ve vybraných bodech (modré tečky). Je vidět, že gradienty v těchto bodech ukazuj́ı
směr největš́ıho r̊ustu funkčńıch hodnot funkce f . Důsledkem toho pak gradienty

”
jsou

kolmé na hladiny funkce f“. ©

Pod́ıvejme se nyńı na vztah mezi diferenciálem a parciálńımi derivacemi. Začněme
př́ıkladem, který ukazuje, že samotná existence všech parciálńıch derivaćı v daném bodě
ještě negarantuje existenci diferenciálu v tomto bodě.

Př́ıklad 2.100 Dokažte, že funkce

f(x1, x2) =


x1 0 ≤ x1 ≤ x2,
x2 0 ≤ x2 ≤ x1,
0 jinak.

má v bodě (0, 0) nulové parciálńı derivace podle x1 i x2, ale nemá v tomto bodě diferenciál.

Řešeńı. Pro lepš́ı představu si můžeme vykreslit hladiny této funkce – viz Obrázek 2.10.
Nejprve spoč́ıtejme parciálńı derivace v bodě (0, 0) – nezbývá nám než podle definice. Plat́ı

∂f

∂x1
(0, 0) = lim

t→0

f(0 + t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0

t
= lim

t→0
0 = 0

a podobně
∂f

∂x2
(0, 0) = lim

t→0

f(0, 0 + t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0

t
= lim

t→0
0 = 0.

Nyńı dokažme neexistenci diferenciálu v (0, 0) – sporem. Kdyby diferenciál existoval, jeho
gradient by musel být nulový – viz Větu 2.93. Tedy pak pro každé h = (h1, h2) ∈ R2 plat́ı

df(0, 0)(h1, h2) = 0.

Podle Definice 2.90 pak existuje okoĺı U(o) a funkce τ : R2 → R splňuj́ıćı lim
h→o

τ(h)

‖h‖
= 0 tak,

že pro všechna h ∈ U(o) plat́ı

f(h) = f(o+ h)− f(o) = 0 + τ(h) = τ(h).
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Uvažujme osu prvńıho kvadrantu

A = {(h1, h2) ∈ R2 ; (h1, h2) = (t, t), t ∈ R, t > 0}.

Pak vzhledem k Větě 2.37 plat́ı také lim
h→o
h∈A

τ(h)

‖h‖
= 0. Ale

lim
h→o
h∈A

τ(h)

‖h‖
= lim

t→0+

f(t, t)− f(0, 0)

‖(t, t)‖
= lim

t→0+

t√
2t

=
1√
2
,

což je žádaný spor. ©

x

y

Obrázek 2.10: Hladiny funkce f z Př́ıkladu 2.100.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že spojitost všech parciálńıch derivaćı v daném bodě již stač́ı pro
existenci diferenciálu v tomto bodě.

Věta 2.101. Má-li funkce f : RN → R v bodě a ∈ RN spojité parciálńı derivace podle všech
proměnných, pak má f v bodě a diferenciál.

D̊ukaz. Podle předpokladu existuje nějaké okoĺı bodu a, na němž jsou definovány všechny
parciálńı derivace prvńıho řádu – označme ho např. Uε(a). Dále existuje množina

D = (c1, d1)× (c2, d2)× · · · × (cN , dN )

taková, že a ∈ D ⊂ Uε(a). Uvažujme nějaké okoĺı Uδ(a) ⊂ D. Pak pro každé h =
(h1, . . . , hN ) ∈ RN takové, že a + h ∈ Uδ(a) plat́ı, že také a + h ∈ D. A podle Věty 2.84
existuj́ı q[1], . . ., q[N ] ∈ D tak, že

f(a+ h)− f(a) =
N∑
i=1

∂f

∂xi
(q[i]) · hi.

Je přitom jasné, že volba bod̊u q[i] ∈ D záviśı na h (pak tyto body můžeme chápat jako
funkce proměnné h, tj. q[i] = q[i](h)), a plat́ı odhad

‖a− q[i](h)‖ ≤ ‖h‖
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pro každé i = 1, . . . , N (viz např. Obrázek 2.8). Odtud tedy plyne, že pro každé i = 1, . . . , N
plat́ı

lim
h→o

q[i](h) = a.

Dále plat́ı

f(a+ h)− f(a)− (∇f(a), h) =
N∑
i=1

∂f

∂xi
(q[i]) · hi −

N∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · hi

=
N∑
i=1

(
∂f

∂xi
(q[i])− ∂f

∂xi
(a)

)
· hi =: τ(h).

K tomu, abychom dokázali existenci diferenciálu, stač́ı dokázat, že funkce τ : RN → R
splňuje limitńı podmı́nku z Definice 2.90. Pro každé h ∈ Uδ(o) tedy plat́ı

|τ(h)|
‖h‖

≤

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (q[i])− ∂f

∂xi
(a)

∣∣∣∣ · |hi|
‖h‖

≤

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (q[i])− ∂f

∂xi
(a)

∣∣∣∣ · ‖h‖
‖h‖

=
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (q[i])− ∂f

∂xi
(a)

∣∣∣∣ .
Pro h→ o jde pravá strana k nule, a to vzhledem ke spojitosti parciálńıch derivaćı v bodě a
a q[i] → a pro každé i = 1, . . . , N . Tedy výraz (∇f(a), h) je skutečně diferenciálem funkce
f v bodě a. 2

Poznámka 2.102 (geometrický význam diferenciálu) Vzpomeneme si opět na funkci jedné
proměnné. Existence diferenciálu funkce f v bodě a ∈ R (označme df(a)(dx) = Ah) byla
ekvivalentńı s existenćı vlastńı derivace A = f ′(a). Ta měla geometrický význam takový, že
př́ımka

y − f(a) = df(a)(x− a), tj. y − f(a) = f ′(a)(x− a)

udávala rovnici tečny ke grafu funkce f v bodě (a, f(a)), neboli vektor o souřadnićıch(
1, f ′(a)

)
je směrový vektor této tečny. Vrat’me se opět k funkćım v́ıce proměnných –

konkrétně k funkci f dvou proměnných x, y. Existence diferenciálu funkce f v bodě (x0, y0),
tzn. funkce dvou proměnných dx a dy s předpisem

df(x0, y0)(dx,dy) =
∂f

∂x
(x0, y0) · dx+

∂f

∂y
(x0, y0) · dy

se dá ztotožnit s existenćı tečné roviny ke grafu funkce v bodě
(
x0, y0, f(x0, y0)

)
. Touto

tečnou rovinou pak rozumı́me rovinu danou rovnićı

z − f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Jde tedy o rovinu obsahuj́ıćı bod
(
x0, y0, f(x0, y0)

)
a jej́ı zaměřeńı je generováno vektory(

1, 0,
∂f

∂x
(x0, y0)

)
,

(
0, 1,

∂f

∂y
(x0, y0)

)
.
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Př́ıklad 2.103 Najděte rovnici tečné roviny ke grafu funkce

f(x, y) = x2 + y2

v bodě (x0, y0) = (1, 2).

Řešeńı. Plat́ı
∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2y.

Pak rovnice tečné roviny je

z − f(1, 2) =
∂f

∂x
(1, 2)(x− 1) +

∂f

∂y
(1, 2)(y − 2),

tzn. po dosazeńı

z − 5 = 2(x− 1) + 4(y − 2)

a úpravě je

z = 2x+ 4y − 5. ©

Pov́ıdáńı o totálńım diferenciálu zakonč́ıme tvrzeńım o diferenciálu složené funkce (viz
Definici 2.15). Důkaz této věty nebudeme uvádět – jde o speciálńı př́ıpad Věty 3.40, kterou
dokážeme v kapitole 3.

Věta 2.104. Necht’ funkce g1, g2, . . ., gM : RN → R maj́ı v bodě a ∈ RN diferenciál,
a funkce f : RM → R má diferenciál v bodě

b =
(
g1(a), g2(a), . . . , gM (a)

)
.

Pak složená funkce F = f(g1, . . . , gM ) má také diferenciál v bodě a. Reprezentant tohoto
diferenciálu je roven

∇F (a) = ∇f(b) ·


∇g1(a)
∇g2(a)

...
∇gM (a)

 ,

tzn.

∂F

∂xi
(a) =

M∑
j=1

∂f

∂yj
(b) · ∂gj

∂xi
(a), i = 1, . . . , N.

2.9 Derivace vyšš́ıch řád̊u

Vzpomeneme-li si na funkci jedné proměnné, jej́ı druhá derivace byla vlastně derivaćı
derivace funkce. Nyńı nadefinujeme parciálńı derivace druhého řádu. Protože máme N
proměnných, těchto druhých derivaćı bude v́ıce – jednoduchou kombinatorickou úvahou
dojdeme k č́ıslu N2.
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Definice 2.105 Necht’ má funkce f : RN → R parciálńı derivace f ′xi , i ∈ {1, . . . , N} na okoĺı
bodu a ∈ RN , j ∈ {1, . . . , N}. Existuje-li parciálńı derivace funkce f ′xi podle j-té proměnné
v bodě a, nazýváme ji parciálńı derivaćı 2. řádu funkce f v bodě a podle proměnných xi, xj
(v tomto pořad́ı), znač́ıme

∂2f

∂xi∂xj
(a) nebo f ′′xixj (a).

Je-li i = j, ṕı̌seme
∂2f

∂x2
i

(a) nebo f ′′x2i
(a), . . .

Je-li i 6= j, ř́ıkáme takové derivaci smı́̌sená.

Poznámka 2.106 Pokud má funkce f parciálńı derivaci f ′′xixj (x) v každém bodě x ∈ D,
pak zobrazeńı

D 3 x 7→ ∂2f

∂xi∂xj
(x)

nazýváme parciálńı derivaćı funkce f druhého řádu podle proměnných xi, xj na D a znač́ıme

∂2f

∂xi∂xj
nebo f ′′xixj

(jde tedy opět o funkci N proměnných).

Následuj́ıćı d̊uležitá věta je uvedena bez d̊ukazu.

Věta 2.107 (Schwarzova). Má-li funkce f : RN → R na okoĺı U(a) ⊂ D(f) bodu a parciálńı
derivace f ′xi, f

′
xj (i, j ∈ {1, . . . , N}) a derivaci f ′′xixj , která je v bodě a spojitá, pak existuje

f ′′xjxi(a) a plat́ı

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).

Schwarzova věta nám může ušetřit čas při poč́ıtáńı smı́̌sených derivaćı – viz následuj́ıćı
d̊usledek.

Důsledek 2.108. Jestlǐze je funkce f ′′xixj spojitá na otevřené množině D ⊂ D(f), pak
existuje f ′′xjxi na D a tyto funkce jsou si rovny.

Je tedy jasné, že vypoč́ıtame-li smı́̌senou parciálńı derivaci druhého řádu a tato je na
nějaké množině spojitá je rovna druhé parciálńı derivaci podle stejných proměnných ovšem
v opačném pořad́ı.

Př́ıklad 2.109 Vypočtěte všechny derivace druhého řádu funkce

f(x, y) = 3x2 sin y + ex+2y.

Řešeńı. Pro každé (x, y) ∈ R2 plat́ı

∂f

∂x
(x, y) = 6x sin y + ex+2y,

∂f

∂y
(x, y) = 3x2 cos y + 2ex+2y,
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a následně

∂2f

∂x2
(x, y) = 6 sin y + ex+2y,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 6x cos y + 2ex+2y,

∂2f

∂y∂x
(x, y) = 6x cos y + 2ex+2y,

∂2f

∂y2
(x, y) = −3x2 sin y + 4ex+2y.

Je vidět, že v tomto př́ıpadě jsou smı́̌sené derivace shodné – plyne to z jejich spojitosti (viz
Schwarzovu větu). ©

Poznámka 2.110 Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u definujeme podobně. Např. parciálńı
derivaci třet́ıho řádu podle proměnných x1, x2, x3 definujeme jako parciálńı derivaci podle
proměnné x3 parciálńı derivace druhého řádu podle proměnných x1 a x2, tzn.

∂3f

∂x1∂x2∂x3
=

∂

∂x3

(
∂2f

∂x1∂x2

)
.

2.10 Diferenciály vyšš́ıch řád̊u

Podobně jako se daly definovat parciálńı derivace libovolného řádu, můžeme to samé provést
s diferenciálem. Např́ıklad diferenciál 2. řádu bychom mohli nadefinovat podobně jako
totálńı diferenciál, tzn. jako zobrazeńı maj́ıćı jisté vlastnosti a poté odvodit jej́ı předpis.
My zvoĺıme opačný a pohodlněǰśı postup. Druhý diferenciál nadefinujeme př́ımo jej́ım
předpisem. Nebude z toho ovšem úplně jasná motivace – moc vadit nám to nebude, protože
diferenciály vyšš́ıch řád̊u jsou stejně těžko uchopitelné, podobně jako derivace vyšš́ıch řád̊u
– umı́me s nimi jednoduše pracovat, ale jejich geometrický význam už neńı v̊ubec zřejmý.

Definice 2.111 Necht’ má funkce f v bodě a spojité všechny parciálńı derivace až do
druhého řádu včetně. Diferenciálem 2. řádu funkce f v bodě a rozumı́me kvadratickou formu

d2f(a)(h) =

N∑
i=1

N∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj

Poznámka 2.112 Necht’ f : RN → R má spojité derivace druhého řádu v bodě a. Re-
prezentantem diferenciálu druhého řádu funkce f v bodě a je tedy čtvercová symetrická
matice

∇2f(a) =



∂2f

∂x2
1

(a)
∂2f

∂x1∂x2
(a) · · · ∂2f

∂x1∂xN
(a)

∂2f

∂x2∂x1
(a)

∂2f

∂x2
2

(a) · · · ∂2f

∂x2∂xN
(a)

...
...

. . .
...

∂2f

∂xN∂x1
(a)

∂2f

∂xN∂x2
(a) · · · ∂2f

∂x2
N

(a)


tzv. Hessova matice (determinant této matice se nazývá hessián). Symetrie Hessovy matice
plyne ze Schwarzovy věty (Věta 2.107). Plat́ı tedy

d2f(a)(h) = (h · ∇2f(a), h), h ∈ RN .
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Př́ıklad 2.113 Uvažujme funkci f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ R2. Pak

∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2y,

∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= 0,

∂2f

∂y2
= 2.

Hessova matice funkce f v obecném bodě (x, y) je pak

∇2f(x, y) =

(
2 0
0 2

)
.

A druhý diferenciál funkce f v bodě (x, y) má tedy předpis

d2f(x, y)(dx,dy) = 2(dx)2 + 2(dy)2, (dx,dy) ∈ R2. ©

Konečně zadefinujme diferenciál m–tého řádu pro m ∈ N.

Definice 2.114 Necht’ f : RN → R má v bodě a spojité všechny parciálńı derivace až do
m-tého řádu včetně, m ∈ N. Diferenciálem m-tého řádu funkce f v bodě a rozumı́me formu
stupně m definovanou předpisem

dmf(a)(h) =

N∑
i1,i2,...,im=1

∂mf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xim
(a) · hi1 · hi2 · · ·him .

Poznámka 2.115

• Z definice okamžitě vid́ıme, že diferenciál m-tého řádu je formou stupně m – viz
Poznámku 2.27.

• Proč definujeme diferenciály právě uvedeným zp̊usobem pochoṕıme dále ve Větě 2.116.

• V definici diferenciálu m–tého řádu předpokládáme spojitost všech parciálńıch deri-
vaćı řádu m. S využit́ım Schwarzovy věty (Věta 2.107) pak lze dokázat, že parciálńı
derivace podle stejných proměnných ale v jiném pořad́ı jsou stejné, např.

d4f

∂x1∂x2∂x1∂x2
(a) =

d4f

∂x2
1∂x

2
2

(a) =
d4f

∂x2
2∂x

2
1

(a) =
d4f

∂x2∂x2
1∂x2

(a) = · · · .

U funkce v́ıce proměnných jsme schopni dokázat analogii Taylorova vzorce pro funkci
jedné proměnné. S t́ım rozd́ılem, že mı́sto obyčejných derivaćı násobených mocninami
proměnné budou členy tvořeny diferenciály vyšš́ıch řád̊u dané funkce.

Věta 2.116 (Taylorova). Necht’ má funkce f : RN → R spojité parciálńı derivace až do
řádu m+ 1 (m ∈ N ∪ {0}) na otevřené množině D. Necht’ a, h ∈ RN jsou takové, že

{a+ th ; t ∈ [0, 1]} ⊂ D.

Pak existuje ξ ∈ (0, 1) tak, že

f(a+h) = f(a)+ df(a)(h)+
1

2!
d2f(a)(h)+· · ·+ 1

m!
dmf(a)(h)+

1

(m+ 1)!
dm+1f(a+ξh)(h).
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D̊ukaz. Označme
g(t) = f(a+ th), t ∈ (−ε, 1 + ε),

kde ε > 0 je tak malé, že
{a+ th ; t ∈ (−ε, 1 + ε)} ⊂ D

(takové ε skutečně existuje a to d́ıky otevřenosti množiny D). Pak opakovaným použit́ım
Věty 2.104 pro každé t ∈ (−ε, 1 + ε) dostáváme

g′(t) =
N∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ th) · hi = df(a+ th)(h),

a také

g′′(t) =
N∑
i=1

 N∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ th) · hj

 · hi =
N∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a+ th) · hihj = d2f(a+ th)(h)

a tak dále, až nakonec dostaneme

g(j)(t) = · · · = djf(a+ th)(h), j = 1, . . . ,m+ 1.

Tedy vid́ıme, že funkce g má na intervalu (−ε, 1+ε) a následně i na intervalu [0, 1] spojitou
derivaci až (m + 1)-ńıho řádu. Aplikujeme-li na funkci g a interval [0, 1] Taylorovu větu
o zbytku (viz [13, Věta 7.12]), existuje ξ ∈ (0, 1) tak, že

g(0 + 1) = g(0) + g′(0) · 1 +
1

2
g′′(0) · 12 + · · ·+ 1

m!
g(m)(0) · 1m +

1

(m+ 1)!
g(m+1)(ξ)1m+1,

tzn.

f(a+h) = f(a)+ df(a)(h)+
1

2
d2f(a)(h)+· · ·+ 1

m!
dmf(a)(h)+

1

(m+ 1)!
dm+1f(a+ξh)(h).

2





Kapitola 3

Vektorové funkce

Doposud jsme se zabývali zobrazeńımi typu

RN → R, kde N ∈ N,

tedy reálnými funkcemi jedné či v́ıce reálných proměnných. Nyńı se zaměř́ıme na zobrazeńı
typu

RN → RM kde M,N ∈ N,
kterým v př́ıpadě M > 1 budeme ř́ıkat vektorové funkce.

3.1 Základńı pojmy

Rádi bychom vytvořili diferenciálńı počet takových zobrazeńı, aby diferenciálńı počet funkćı
N proměnných (tzn. pro M = 1) byl jen speciálńım př́ıpadem.

Úmluva 3.1 V této kapitole bude výhodné uvažovat prvky množiny RN jako sloupcové
vektory, tzn. 

x1

x2
...
xN

 ,

které je možno také chápat jako matice o jednom sloupci a N -̌rádćıch. Fakt, zda-li je N -
složkový vektor chápán řádkově či sloupcově je d̊uležité vlastně pouze při násobeńı matic.
Hlavńım d̊uvodem pro použ́ıváńı sloupcových vektor̊u v této kapitole je již zavedený tvar
tzv. Jacobiho matice vektorové funkce – viz dále Definici 3.36.

Definice 3.2 Necht’ M,N ∈ N. Zobrazeńı f : RN → RM nazveme M -vektorovou funkćı
N -proměnných.

Př́ıklad 3.3 Se zobrazeńımi typu RN → RM pro M > 1 se setkáváme často. At’ už jde
o parametrizaci křivek, ploch nebo r̊uzné transformace (v rovině či prostoru).

(a) Zobrazeńı ϕ : R→ R2 definované předpisem

ϕ(t) =

(
cos t
sin t

)
, t ∈ [0, 2π]

je parametrizaćı kružnice, viz Obrázek 3.1.
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t
0 2π

π
4 π

(a) Definičńı obor.

x

y

ϕ
(
π
4

)
ϕ (π) ϕ(0) = ϕ(2π)

1

(b) Obor hodnot.

Obrázek 3.1: Zobrazeńı ϕ z Př́ıkladu 3.3(a).

(b) Zobrazeńı ω : R2 → R3 definované předpisem

ω(x1, x2) =

cosx1

sinx1

x2

 , (x1, x2)T ∈ [0, 2π]× [0, 2]

je
”
parametrizaćı pláště válce“ o poloměru 1 a výšce 2, viz Obrázek 3.2. V tomto

obrázku je pro zaj́ımavost načrtnuta červeně jistá množina A a jej́ı obraz v zobrazeńı
ω.

x1

x2

2π

2

0

A

(a) Definičńı obor s množinou A.

ω(A)

y

z

x

(b) Obor hodnot s množinou ω(A).

Obrázek 3.2: Zobrazeńı ω z Př́ıkladu 3.3(b).

(c) Zobrazeńı S : R2 → R2 definované předpisem

S(x1, x2) =

(
kx1

kx2

)
=

(
k 0
0 k

)(
x1

x2

)
, (x1, x2)T ∈ R2

definuje transformaci stejnolehlosti se středem v počátku a parametrem k ∈ R \ {0}
jakožto koeficientem stejnolehlosti, viz Obrázek 3.3, přitom pro k ∈ (0, 1) jde o smrš-
t’ováńı a pro k > 1 jde o roztahováńı.

(d) Zobrazeńı R : R2 → R2 definované předpisem

R(x1, x2) =

(
x1 cosϕ− x2 sinϕ
x1 sinϕ+ x2 cosϕ

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x1

x2

)
, (x1, x2)T ∈ R2

je transformaćı rotace o úhel ϕ ∈ [0, 2π) se středem v počátku, viz Obrázek 3.4.
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x1

x2

(1, 1)

(
3
2 ,

3
2

)
(−2, 1)

(
−3, 3

2

)

Obrázek 3.3: Některé body a množiny bod̊u z R2 (černě) a jejich obrazy (modře) v zobrazeńı
S pro k = 3

2 z Př́ıkladu 3.3(c).

(e) Zobrazeńı Φ : R2 → R2 definovanému předpisem

Φ(r, θ) =

(
r cos θ
r sin θ

)
, (r, θ)T ∈ [0,∞)× R

ř́ıkáme polárńı souřadnice, viz Obrázek 3.5. Toto zobrazeńı je asi nejčastěǰśı alterna-
tivou ke kartézským souřadnićım v rovině a popisuj́ı se jimi s výhodou útvary, jejichž
části maj́ı tvar kruhu se středem v počátku.

Poznámka 3.4 Zobrazeńı f : RN → RM tedy každému vektoru (x1, . . . , xN )T ∈ D(f) ⊂
RN přǐrazuje bod (vektor) (y1, . . . , yM )T ∈ RM . Protože každá složka yi je určena jedno-
značně uspořádanou N -tićı (x1, . . . , xN )T , takové pravidlo je reálnou funkćı N proměnných.
Budeme ho značit fi : RN → R, tzn.

yi = fi(x1, . . . , xN ) pro každé i = 1, . . . ,M.

Tedy zobrazeńı f je určeno jednoznačně M -tićı f1, f2, . . ., fM funkćı N proměnných. Bu-
deme tento fakt označovat jako

f = (f1, . . . , fM )T .

Je třeba také připomenout, že vektorová funkce a jej́ı složky maj́ı stejný definičńı obor.
Např. vektorová funkce ϕ z Př́ıkladu 3.3(a) má dvě složky ϕ1(t) = cos t a ϕ2(t) = sin t,
t ∈ [0, 2π].

Cvičeńı 3.5 Dokažte, že pro f = (f1, . . . , fM )T : RN → RM plat́ı

fi = Πi ◦ f

pro každé i = 1, . . . ,M , kde Πi : RM → R je i-tá projekce.

Poznámka 3.6 Jedńım z nejjednodušš́ıch vektorových funkćı je lineárńı zobrazeńı, tzn.
zobrazeńı L : RN → RM splňuj́ıćı

∀α, β ∈ R ∀x, y ∈ RN : L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y).
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x1

x2

(1, 1)

(√
3−1
2 ,

√
3+1
2

)
(−2, 1)

(
−
√

3− 1
2 ,−1 +

√
3

2

)

Obrázek 3.4: Některé body a množiny bod̊u z R2 (černě) a jejich obrazy (modře) v zobrazeńı
R pro ϕ = π

6 z Př́ıkladu 3.3(d).

θ

r

−π
4

1
2

1

π
2

π

3
2

5π
4

3π
2

(a) Některé množiny z definičńıho oboru
zobrazeńı Φ.

x

y

0

1
1
2

3
2

−1

(b) Obrazy vybraných množin z de-
finičńıho oboru zobrazeńı Φ.

Obrázek 3.5: Zobrazeńı z Př́ıkladu 3.3(e).

Podobně jako u lineárńı formy (viz Poznámku 2.25) má toto zobrazeńı svého reprezentanta
– tentokrát matici. Dá se totiž dokázat, že ke každému lineárńımu zobrazeńı RN do RM
existuje matice B typu M ×N tak, že pro každé x ∈ RN plat́ı

L(x) = B · x,

kde na pravé straně jde o součin matice typu M × N se sloupcovým vektorem délky N .
Pod́ıváme-li se pozorně, pak zjist́ıme, že zobrazeńı R a S v Př́ıkladu 3.3 jsou lineárńı.

3.2 Limita a spojitost

Pojmy limity a spojitosti vektorových funkćı snadno přeneseme z funkćı v́ıce proměnných –
budeme zde již o dost stručněǰśı, např. limitu/spojitost v bodě zde budeme definovat jako
speciálńı př́ıpad limity/spojitosti v bodě vzhledem k množině.
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Definice 3.7 Necht’ f : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈
(
A∩D(f)

)′
, L ∈ RM . Řekneme, že f má

v bodě a limitu L vzhledem k množině A, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ A ∩ D(f), x ∈ Rδ(a) : f(x) ∈ Uε(L),

neboli
∀Uε(L) ∃Rδ(a) : f

(
Rδ(a) ∩A ∩ D(f)

)
⊂ Uε(L).

Pak ṕı̌seme lim
x→a
x∈A

f(x) = L. Speciálně, pokud A = D(f), ř́ıkáme, že f má v bodě a limitu L

a ṕı̌seme
lim
x→a

f(x) = L.

Poznámka 3.8

(a) V Definici 3.7 máme pouze
”
vlastńı“ limitu. Co se týče

”
nevlastńıch limit“ a limit

”
v nevlastńıch bodech“, lze je smysluplně definovat podobně jako bylo ukázáno v Poz-

námce 2.30(c) a (d).

(b) Připomeňme, že inkluze x ∈ Rδ(a) je ekvivalentńı s nerovnostmi 0 < ‖x− a‖ < δ a
f(x) ∈ Uε(L) je ekvivalentńı s ‖f(x)− L‖ < ε.

Věta 3.9 (Heineova o limitě). Necht’ f : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈
(
A ∩ D(f)

)′
, L ∈ RM .

Pak lim
x→a
x∈A

f(x) = L právě tehdy, když pro každou posloupnost
{
x[n]
}∞
n=1

bod̊u z
(
A ∩D(f)

)
\

{a}, pro nǐz lim
n→∞

x[n] = a, plat́ı

lim
n→∞

f(x[n]) = L.

Následně pak lze dokázat následuj́ıćı užitečnou větu, která vlastně jen ř́ıká, že limity
vektorových funkćı lze určit pomoćı limit jejich složek – d̊ukaz je založen na použit́ı Heineovy
věty (Věta 3.9) a věty o konvergenci po složkách (Věta 1.22).

Věta 3.10. Necht’ f : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈
(
A ∩ D(f)

)′
, L ∈ RM . Pak

lim
x→a
x∈A

f(x) = L

právě tehdy, když pro každé i = 1, . . . ,M plat́ı

lim
x→a
x∈A

fi(x) = Li.

Pomoćı této věty tedy můžeme vyšetřováńı limit vektorových funkćı převést na problém
limit funkćı N proměnných. Např. hned můžeme vyslovit následuj́ıćı větu o jednoznačnosti
limity.

Věta 3.11. Zobrazeńı f : RN → RM má v daném bodě (vzhledem k dané množině) nejvýše
jednu limitu.
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Uved’me si několik d̊uležitých vět, které si čtenář snadno sám dokáže – inspiraci nalezne
u funkćı jedné a v́ıce proměnných.

Věta 3.12 (o aritmetice limit). Necht’ f, g : RN → RM , a ∈ D(f)′ ∩ D(g)′, lim
x→a

f(x) =

L[1] ∈ RM , lim
x→a

g(x) = L[2] ∈ RM . Pak plat́ı

(a) lim
x→a
‖f(x)‖ =

∥∥L[1]
∥∥,

(b) lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
= L[1] + L[2],

(c) lim
x→a

(
f(x)− g(x)

)
= L[1] − L[2],

(d) lim
x→a

(
f(x), g(x)

)
= (L[1], L[2]),

(e) lim
x→a

ρ(f(x), g(x)) = ρ(L[1], L[2]).

Poznamenejme, že ve Větě 3.12(a) se mluv́ı o limitě funkce N proměnných s předpisem

x 7→ ‖f(x)‖ =

√√√√ M∑
i=1

f2
i (x),

dále ve Větě 3.12(d) se mluv́ı o limitě funkce N proměnných s předpisem

x 7→
(
f(x), g(x)

)
=

M∑
i=1

fi(x) · gi(x)

a ve Větě 3.12(e) zase o funkci N proměnných s předpisem

x 7→ ρ(f(x), g(x)) =

√√√√ M∑
i=1

(
fi(x)− gi(x)

)2
.

Věta 3.13 (o limitě složeného zobrazeńı). Necht’ f : RN → RM , g : RM → RR, a ∈ RN ,
b ∈ RM , L ∈ RR. Jestlǐze lim

x→a
f(x) = b, lim

x→b
g(x) = L a existuje R(a) tak, že pro každé

x ∈ R(a) ∩ D(f) plat́ı f(x) 6= b, pak

lim
x→a

g(f(x)) = L.

Pod́ıvejme se nyńı na spojitost v bodě. Po výkladu limit vektorových funkćı by nás již
nemělo překvapit, že definice budou téměř na chlup podobné těm pro funkce v RN , a že
spojitost vektorové funkce bude charakterizována spojitost́ı jej́ıch složek.

Definice 3.14 Necht’ f : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈ A ∩ D(f). Řekneme, že f je v bodě a
spojitá vzhledem k množině A, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ A ∩ D(f), x ∈ Uδ(a) : f(x) ∈ Uε
(
f(a)

)
,

neboli
∀Uε

(
f(a)

)
∃Uδ(a) : f

(
Uδ(a) ∩A ∩ D(f)

)
⊂ Uε

(
f(a)

)
.

Speciálně, pro A = D(f) ř́ıkáme, že f je v bodě a spojitá.
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Věta 3.15. Necht’ f : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈ A ∩ D(f). Pak plat́ı:

(a) jestlǐze a je izolovaný bod A ∩ D(f), pak f je v bodě a spojitá vzhledem k množině A,

(b) jestlǐze a je hromadný bod A ∩ D(f), pak f je v bodě a spojitá vzhledem k množině A
právě tehdy, když

f(a) = lim
x→a
x∈A

f(x).

Opět si neodpust́ıme Heineovu větu – tentokrát již naposledy v těchto skriptech.

Věta 3.16 (Heineova o spojitosti). Necht’ f : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈ A ∩ D(f). Zobra-
zeńı f je spojité v bodě a vzhledem k množině A právě tehdy, když pro každou posloupnost{
x[n]
}∞
n=1

bod̊u z A ∩ D(f) pro nǐz lim
n→∞

x[n] = a plat́ı

lim
n→∞

f(x[n]) = f(a).

Věta 3.17. Necht’ f = (f1, . . . , fM )T : RN → RM , A ⊂ RN , a ∈ A ∩ D(f). Zobrazeńı f je
spojité v bodě a vzhledem k množině A právě tehdy, když fi jsou spojité v bodě a vzhledem
k množině A pro každé i = 1, . . . ,M .

Př́ıklad 3.18 Funkce

f(x, y) =

(
x2y + xy
3xy − 3x

)
, (x, y) ∈ R2

je v každém bodě z R2 spojitá, protože obě funkce f1(x, y) = x2y+xy a f2(x, y) = 3xy−3x
jsou spojité v každém bodě z R2. ©

Př́ıklad 3.19 Dokažte, že každé lineárńı zobrazeńı RN do RM je spojité v každém bodě
z RN .

Řešeńı. Jak již v́ıme z Poznámky 3.6, každé lineárńı zobrazeńı je ve tvaru

L(x) = B · x, x ∈ RN ,

kde B je matice typu M ×N . Zvolme bod a ∈ RN libovolně. Pak pro každé x ∈ RN plat́ı

‖L(x)− L(a)‖ = ‖Bx−Ba‖ = ‖B(x− a)‖ ≤ ‖B‖ · ‖x− a‖,

kde jsme využili nerovnosti z Př́ıkladu 1.39. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Pak lze položit

δ =
ε

‖B‖+ 1
,

protože pak pro každé x ∈ RN splňuj́ıćı ‖x− a‖ < δ plat́ı

‖L(x)− L(a)‖ ≤ ‖B‖ · ‖x− a‖ < ‖B‖
‖B‖+ 1

ε < ε. ©

Vzhledem k Poznámce 3.6 a Př́ıkladu 3.19 pak zobrazeńı R a S z Př́ıkladu 3.3 jsou
spojité v každém bodě z R2.

Důkaz následuj́ıćıch vět je opět přenechán čtenáři.
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Věta 3.20. Necht’ f , g : RN → RM , a ∈ D(f) ∩ D(g). Jsou-li f a g spojité v bodě a, pak
jsou v tomto bodě spojitá i zobrazeńı

‖f‖, f + g, f − g, (f, g), ρ(f, g).

Věta 3.21 (o limitě složeného zobrazeńı). Necht’ f : RN → RM , g : RM → RR, a ∈ RN ,
b ∈ RM . Jestlǐze lim

x→a
f(x) = b a g je spojitá v bodě b, pak

lim
x→a

g(f(x)) = g(b).

Odtud již okamžitě dostáváme následuj́ıćı.

Důsledek 3.22 (o spojitosti složeného zobrazeńı). Necht’ f : RN → RM , g : RM → RR,
a ∈ RN . Jestlǐze f je spojitá v bodě a a g je spojitá v bodě f(a), pak g ◦ f je spojitá v bodě
a.

Nyńı si nadefinujme spojitost na množině – bude to stejné jako u funkćı v RN a mnohé
věty o spojitosti se snadno zobecńı i pro vektorové funkce.

Definice 3.23 Necht’ f : RN → RM , A ⊂ D(f). Řekneme, že funkce f je spojitá na
množině A, jestliže

∀x′ ∈ A ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ A,
∥∥x− x′∥∥ < δ :

∥∥f(x)− f(x′)
∥∥ < ε,

přitom pokud A = D(f), ř́ıkáme krátce, že f je spojitá.

Poznámka 3.24 Opět plat́ı, že zobrazeńı je spojité na dané množině právě tehdy, když jsou
na té množině spojité jej́ı složky. Proto také nepřekvaṕı, že vektorová funkce f : RN → RM
je spojitá na množině A ⊂ D(f) právě tehdy, když je spojitá restrikce f |A.

Věta 3.25. Necht’ f , g : RN → RM , A ⊂ D(f) ∩ D(g). Jsou-li f a g spojité na množině
A, pak jsou spojitá na množině A i zobrazeńı

‖f‖, f + g, f − g, (f, g), ρ(f, g).

Věta 3.26 (o spojitosti složeného zobrazeńı). Necht’ f : RN → RM , g : RM → RR,
A ⊂ RN . Jestlǐze f je spojité na množině A a g je spojitá na množině f(A), pak g ◦ f je
spojitá na množině A.

Podobně jako funkce v́ıce proměnných i spojitá zobrazeńı mezi RN a RM zachovávaj́ı
kompaktnost a souvislost – viz následuj́ıćı dvě věty.

Věta 3.27. Necht’ f : RN → RM je spojité na kompaktńı množině A ⊂ D(f). Pak f(A) je
kompaktńı.
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D̊ukaz. Zvolme libovolnou posloupnost
{
y[n]
}∞
n=1

prvk̊u z f(A). Pak existuje posloupnost

prvk̊u
{
x[n]
}∞
n=1

z množiny A tak, že y[n] = f(x[n]) pro každé n ∈ N. Z kompaktnosti A

plyne, že existuje konvergentńı vybraná posloupnost
{
x[kn]

}∞
n=1

maj́ıćı limitu a ∈ A. Ze
spojitosti f v bodě a a Heineovy věty (Věta 3.16) pak plyne, že

lim
n→∞

y[kn] = lim
n→∞

f(x[kn]) = f(a) ∈ f(A). 2

Věta 3.28. Necht’ f : RN → RM je spojité na souvislé množině D ⊂ D(f). Pak f(D) je
souvislá množina.

D̊ukaz. Necht’ y[1], y[2] ∈ f(D). Pak existuj́ı x[1], x[2] ∈ D takové, že

y[1] = f(x[1]) a y[2] = f(x[2]).

Protože D je souvislá množina, existuje spojité zobrazeńı ϕ : R→ RN spojité na intervalu
[α, β], jehož obor hodnot je podmnožinou D a plat́ı

ϕ(α) = x[1] a ϕ(β) = x[2].

Uvažujme vektorovou funkci ψ = f ◦ ϕ, tzn. ψ : R → RM je spojité (viz Větu 3.26) na
intervalu [α, β], obor hodnot ψ je podmnožinou f(D) a plat́ı

ψ(α) = y[1] a ψ(β) = y[2].

To ale znamená, že f(D) je souvislá množina. 2

3.3 Směrová a parciálńı derivace

Tyto pojmy budou přirozenými zobecněńımi stejnojmenných pojmů pro funkceN proměnných.
Jejich definice budou dokonce formálně téměř totožné.

Definice 3.29 Necht’ f : RN → RM , a ∈ intD(f), 0 6= ν ∈ RN . Existuje-li limita

lim
t→0

f(a+ tν)− f(a)

t

nazýváme ji směrovou derivaćı vektorové funkce f v bodě a podle vektoru ν. Budeme ji značit

∂f

∂ν
(a), nebo f ′ν(a), . . .

Poznámka 3.30

• Srovnejte Definici 3.29 s jej́ım speciálńım př́ıpadem, což je Definice 2.73. Důležitý rozd́ıl
je ten, že limita v Definici 3.29 je limita vektorové funkce, tzn. směrová derivace je
(sloupcový) vektor z RM !
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• Dále vzhledem k Větě 3.10 plat́ı, že složky směrové derivace vektorové funkce jsou
směrové derivace složek této vektorové funkce, tzn. je-li f = (f1, . . . , fM )T : RN → RM
a existuje-li f ′ν(a), pak plat́ı

f ′ν(a) =


(f1)′ν(a)
(f2)′ν(a)

...
(fM )′ν(a)

 .

• Samozřejmě pak stejně definujeme i parciálńı derivace vektorové funkce v bodě – opět
to mı́sto č́ısel budou (sloupcové) vektory z RM . Nebudeme již nafukovat text de-
finićı téměř shodnou s Definićı 2.78. Jen zmiňme, že pro vektorovou funkci f =
(f1, . . . , fM )T : RN → RM a bod a ∈ intD(f), pak plat́ı

∂f

∂x1
(a) =


∂f1
∂x1

(a)
∂f2
∂x1

(a)
...

∂fM
∂x1

(a)

 ,
∂f

∂x2
(a) =


∂f1
∂x2

(a)
∂f2
∂x2

(a)
...

∂fM
∂x2

(a)

 , . . . ,
∂f

∂xN
(a) =


∂f1
∂xN

(a)
∂f2
∂xN

(a)
...

∂fM
∂xN

(a)

 .

A budeme použ́ıvat i parciálńı derivace vektorových funkćı. Opět nebudeme text nafu-
kovat zobecněńım Definice 2.81 pro vektorové funkce. Je snad jasné, že parciálńı de-
rivace vektorové funkce f podle i-té proměnné je M -vektorová funkce N proměnných
daná předpisem

∂f

∂xi
(x) =

(
∂f1

∂xi
(x),

∂f2

∂xi
(x), . . . ,

∂fM
∂xi

(x)

)T
.

• Zvláštńı pozornost věnujme vektorové funkci jedné proměnné. Zřejmě parciálńı de-
rivace vektorové funkce ϕ : R → RM podle jej́ı jediné proměnné je funkce maj́ıćı
předpis

ϕ′(t) =


ϕ′1(t)
ϕ′2(t)

...
ϕ′M (t)

 .

Protože jde o jedinou proměnnou můžeme slova
”
podle prvńı proměnné“ vynechávat

a vektorovou funkci ϕ′ nazývat pouze derivaćı ϕ.

Př́ıklad 3.31 Vypočtěte směrové derivace funkce ϕ z Př́ıkladu 3.3(a) podle vektoru ν = 1
v bodech π

4 a π.

Řešeńı. Protože nám jde o směrové derivace ve směru vektoru ν = 1 a ϕ je vektorová funkce
jedné proměnné, stač́ı spoč́ıtat derivace jej́ıch složek. Plat́ı

ϕ′(t) =

(
− sin t
cos t

)
, t ∈ (0, 2π).

Proto pak

ϕ′ν

(π
4

)
= ϕ′

(π
4

)
=

(
− sin π

4
cos π4

)
=

(
−
√

2
2√
2

2

)
, ϕ′ν (π) = ϕ′ (π) =

(
− sinπ
cosπ

)
=

(
0
−1

)
.
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Obě směrové derivace společně s vektory ν = 1 posunutých do př́ıslušných bod̊u lze vidět
na Obrázku 3.6. ©

t
0 2π

1
π
4 1π

(a) Definičńı obor s body a vektorem
ν = 1.

x

y
ϕ′(π4 )

ϕ
(
π
4

)

ϕ′(π)

ϕ (π) ϕ(0) = ϕ(2π)

1

1

(b) Obor hodnot zobrazeńı ϕ společně
se směrovými derivacemi.

Obrázek 3.6: Směrové derivace z Př́ıkladu 3.31.

Př́ıklad 3.32 Vypočtěte parciálńı derivace vektorové funkce ω : R2 → R3 definované
předpisem

ω(θ, ϕ) =

sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 , (θ, ϕ)T ∈
[
0,
π

2

]
×
[
0,
π

2

]

v bodě
(
π
4 ,

π
4

)
.

Řešeńı. Zřejmě pak pro každé (θ, ϕ)T ∈
(
0, π2

)
×
(
0, π2

)
plat́ı

∂ω

∂θ
(θ, ϕ) =

cos θ cosϕ
cos θ sinϕ
− sin θ

 ,
∂ω

∂ϕ
(θ, ϕ) =

− sin θ sinϕ
sin θ cosϕ

0

 .

Odtud vyplývá, že

∂ω

∂θ

(π
4
,
π

4

)
=


1
2
1
2

−
√

2
2

 ,
∂ω

∂ϕ

(π
4
,
π

4

)
=

−1
2

1
2
0

 .

Tyto vektory jsou ukázány na Obrázku 3.7. ©

Poznámka 3.33 Podobným zp̊usobem lze zobecnit i parciálńı derivace vektorových funkćı
druhého a vyšš́ıch řád̊u.

3.4 Diferenciál

Diferenciál vektorové funkce je opět přirozeným zobecněńım totálńıho diferenciálu – jeho
definice je totiž formálně téměř totožná s Definićı 2.90.
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θ

ϕ

π
2

π
2

π
4

π
4

0

e1

e2

(a) Definičńı obor s bodem
(
π
4 ,

π
4

)
a vek-

tory ei umı́stěnými do tohoto bodu.

y

z

x

∂ω
∂θ (π4 ,

π
4 )

∂ω
∂ϕ(π4 ,

π
4 )

(b) Obor hodnot s parciálńımi deriva-
cemi podle obou proměnných v bodě
(π4 ,

π
4 ).

Obrázek 3.7: Zobrazeńı z Př́ıkladu 3.32(b).

Definice 3.34 Necht’ f : RN → RM , a ∈ intD(f). Lineárńı zobrazeńı df(a) : RN → RM
nazveme diferenciálem vektorové funkce f v bodě a, jestliže existuje

• okoĺı U(o) ⊂ RN a

• zobrazeńı τ : RN → RM splňuj́ıćı

lim
h→o

‖τ(h)‖
‖h‖

= 0

tak, že pro každé h ∈ U(o) plat́ı

f(a+ h)− f(a) = df(a)(h) + τ(h).

Jak již v́ıme z Poznámky 3.6, lineárńı zobrazeńı RN → RM má svého reprezentanta, jde
o matici typu M ×N . Neměla by nás tedy překvapit následuj́ıćı věta.
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Věta 3.35. Necht’ má zobrazeńı f : RN → RM v bodě a ∈ intD(f) totálńı diferenciál. Pak

(i) f je v bodě a spojitá,

(ii) existuj́ı ∂fi
∂xj

(a) pro každé i = 1, . . . ,M , j = 1, . . . , N a plat́ı

df(a)(h) =
N∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · hi, h = (h1, . . . , hN )T ∈ RN ,

a tedy reprezentantem diferenciálu vektorové funkce f v bodě a je matice typu M ×N
ve tvaru 

∂f1

∂x1
(a)

∂f1

∂x2
(a) · · · ∂f1

∂xN
(a)

∂f2

∂x1
(a)

∂f2

∂x2
(a) · · · ∂f2

∂xN
(a)

...
...

. . .
...

∂fM
∂x1

(a)
∂fM
∂x2

(a) · · · ∂fM
∂xN

(a)


.

D̊ukaz. ad (i): Předpokládejme, že zobrazeńı f má v bodě a diferenciál, tzn. existuje matice
B = (bij)

N
i,j=1 tak, že

f(a+ h)− f(a) = df(a)(h) + τ(h) = B · h+ τ(h),

kde

lim
h→o

‖τ(h)‖
‖h‖

= 0,

odkud plyne lim
h→o
‖τ(h)‖ = 0. Pak podle Př́ıkladu 1.39 plat́ı

‖f(a+ h)− f(a)‖ ≤ ‖B · h‖+ ‖τ(h)‖ ≤ ‖B‖ · ‖h‖+ ‖τ(h)‖.

Pravá strana jde k nule pro h→ o. Tedy f je spojitá v bodě a.
ad (ii): V definici diferenciálu položme h = tei, kde t ∈ R \ {0}. Pak plat́ı

f(a+ tei)− f(a) = tBei + τ(tei) = tbi + τ(tei),

kde bi ∈ RM je i-tý sloupec matice B. Poděĺıme t, provedeme limitńı přechod pro t → 0
a dostáváme

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= bi + lim

t→0

τ(tei)

t
.

Z faktu ∥∥∥∥τ(tei)

t

∥∥∥∥ =
‖τ(tei)‖
‖tei‖

→ 0 pro t→ 0

plyne existence parciálńıch derivaćı i reprezentace diferenciálu. 2

Definice 3.36 Necht’ f : RN → RM má diferenciál v bodě a ∈ RN . Jeho reprezentanta
nazýváme Jacobiho matićı vektorové funkce f v bodě a a znač́ıme Jf(a) nebo ∇f(a). De-
terminant této matice nazýváme jakobiánem funkce f v bodě a.
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Poznámka 3.37 Pod́ıváme-li se na Jacobiho matici vektorové funkce f pořádně, zjist́ıme,
že jej́ı řádky jsou tvořeny gradienty složek vektorové funkce f . Proto by nás nemuselo
překvapit, že podobně jako tomu bylo u limity a spojitosti, také diferenciál vektorové
funkce existuje právě tehdy, když existuj́ı diferenciály jej́ıch složek (zkuste dokázat!). Je
třeba zd̊uraznit, že zde je potřeba chápat gradienty funkćı N -proměnných jako řádkové
vektory či matice typu 1×N . Tedy pro f = (f1, . . . , fM )T : RN → RM plat́ı

Jf(a) =
(
∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) · · · ∂f
∂xN

(a)
)

=


∇f1(a)
∇f2(a)

...
∇fM (a)

 .

Zd̊urazněme také, že Věta 3.35 ř́ıká, že diferenciál vektorové funkce f v bodě a má předpis

df(a)(h) = Jf(a) · h, h ∈ RN ,

kde násobeńı na pravé straně je (maticové) násobeńı matice typu M × N se sloupcovým
vektorem délky N .

Př́ıklad 3.38 Vypočtěte Jacobiho matici a jacobián zobrazeńı

Φ(r, ϕ) =

(
r cosϕ
r sinϕ

)
v bodě (r, ϕ)T ∈ R2.

Řešeńı. Protože stač́ı spoč́ıtat čtyři parciálńı derivace, téměř ihned vid́ıme, že

JΦ(r, ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
.

Jakobián je roven
det JΦ(r, ϕ) = r. ©

Nyńı směřujeme k formulaci a d̊ukazu věty o diferenciálu složeného zobrazeńı. Aby se
nám tato věta snadněji dokazovala, nejprve uved’me následuj́ıćı pomocné tvrzeńı.

Lemma 3.39. Necht’ f : RN → RM , a ∈ intD(f). Lineárńı zobrazeńı L : RN → RM je
diferenciálem vektorové funkce f v bodě a právě tehdy, když existuje

• okoĺı U(o) ⊂ RN a

• zobrazeńı η : RN → RM spojité v bodě o, pro něž η(o) = o

tak, že pro každé h ∈ U(o) plat́ı

f(a+ h)− f(a) = L(h) + ‖h‖η(h).

D̊ukaz. (⇒): Necht’ f má v bodě a diferenciál, tzn. plat́ı výrok Definice 3.34. Položme

η(h) =


τ(h)

‖h‖
pro h ∈ RN \ {o},

o pro h = o.



3.4. DIFERENCIÁL 91

Podle předpokladu lim
h→o

η(h) = o a přitom η(o) = o.

(⇐): V opačném př́ıpadě polož́ıme

τ(h) = ‖h‖η(h), h ∈ RN . 2

Věta 3.40. Necht’ g : RN → RM maj́ı v bodě a ∈ RN diferenciál, zobrazeńı f : RM → RR
má diferenciál v bodě g(a). Pak složená funkce F = f ◦ g má také diferenciál v bodě a,
přitom jeho reprezentant je

∇F (a) = ∇f
(
g(a)

)
· ∇g(a).

D̊ukaz. Podle předpoklad̊u a Lemmatu 3.39 existuje okoĺı Uδ1(o) ⊂ RN , zobrazeńı η1 : RN → RM
spojité v bodě o, η1(o) = o tak, že

g(a+ h)− g(a) = ∇g(a) · h+ ‖h‖ · η1(h) pro každé h ∈ Uδ1(o) (3.1)

a dále existuje okoĺı Uε(o) ⊂ RM , zobrazeńı η2 : RM → RR spojité v bodě o, η2(o) = o tak,
že

f
(
g(a) + k

)
− f

(
g(a)

)
= ∇f

(
g(a)

)
· k + ‖k‖ · η2(k) pro každé k ∈ Uε(o). (3.2)

Podle Věty 3.35 je g spojitá v bodě a, tzn. k Uε
(
g(a)

)
existuje Uδ2(a) takové, že pro každé

x ∈ Uδ2(a) plat́ı g(x) ∈ Uε
(
g(a)

)
. Jinak řečeno, pro každé h ∈ Uδ2(o) plat́ı g(a + h) ∈

Uε
(
g(a)

)
, tzn. g(a+ h)− g(a) ∈ Uε(o). Položme

Uδ(o) = Uδ1(o) ∩ Uδ2(o).

Pak pro každé h ∈ Uδ(o) plat́ı

g(a+ h)− g(a) ∈ Uε(o),

lze tedy tento vektor dosadit do (3.2) za k. Po dosazeńı pak levá strana (3.2) je rovna

f
(
g(a) + k

)
− f

(
g(a)

)
= f

(
g(a+ h)

)
− f

(
g(a)

)
= F (a+ h)− F (a)

a pravá strana je vzhledem k (3.1) rovna

∇f
(
g(a)

)
·
(
g(a+ h)− g(a)

)
+ ‖g(a+ h)− g(a)‖ · η2

(
g(a+ h)− g(a)

)
= ∇f

(
g(a)

)
·
(
∇g(a) · h+ ‖h‖ · η1(h)

)
+ ‖g(a+ h)− g(a)‖ · η1

(
g(a+ h)− g(a)

)
= ∇f

(
g(a)

)
· ∇g(a) · h+ ‖h‖ · ∇f

(
g(a)

)
· η1(h) + ‖g(a+ h)− g(a)‖ · η1

(
g(a+ h)− g(a)

)
=: ∇f

(
g(a)

)
· ∇g(a) · h+ τ(h).

Zbývá dokázat, že

lim
h→o

‖τ(h)‖
‖h‖

= 0.

Pro každé h ∈ Uδ(o) plat́ı

‖g(a+ h)− g(a)‖ =
∥∥∇g(a) · h+ ‖h‖ · η1(h)

∥∥ ≤ ‖∇g(a)‖ · ‖h‖+ ‖h‖ · ‖η1(h)‖
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a

‖τ(h)‖ ≤ ‖h‖ · ‖∇f(g(a))‖ · ‖η1(h)‖+ ‖g(a+ h)− g(a)‖ · ‖h‖ ·
(
‖∇g(a)‖+ ‖η1(h)‖

)
.

Poděleńım této nerovnosti výrazem ‖h‖ pak pro h→ o dostáváme kýženou limitńı rovnost.
2

Porovnáme-li levou a pravou stranu rovnosti z tvrzeńı Věty 3.40, dostáváme vzorce pro
parciálńı derivace složek složeného zobrazeńı.

Důsledek 3.41. Necht’ plat́ı předpoklady Věty 3.40. Označ́ıme-li proměnné zobrazeńı g jako
x1, . . . , xN a proměnné zobrazeńı f jako y1, . . . , yM , pak

∂Fk
∂xi

(a) =

M∑
j=1

∂fk
∂yj

(
g(a)

)
· ∂gj
∂xi

(a)

pro každé k = 1, . . . , R a i = 1, . . . , N .

Poznamenejme, že pro N = M = R = 1 dostáváme tvrzeńı věty o derivaci složené
funkce jedné proměnné.

3.5 Potenciál, rotace a divergence

Definice 3.42 Necht’ f : RN → R má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu na otevřené
množině D ⊂ D(f). Pak zobrazeńı přǐrazuj́ıćı každému bodu x ∈ D gradient funkce f
v tomto bodě budeme nazývat gradientem funkce f a značit grad f či ∇f .

Jak uvid́ıme dále, gradient funkce v́ıce proměnných je analogíı k derivaci funkce jedné
proměnné. Je třeba upozornit na fakt, že je-li f : RN → R, pak ∇f : RN → RN , tzn.
gradient je N -vektorová funkce N proměnných.

Definice 3.43 Necht’ F : RN → R, f : RN → RN , D ⊂ D(F ) ∩D(f) je otevřená množina.
Řekneme, že F je potenciálem funkce f na D, jestliže

∀x ∈ D : ∇F (x) = f(x).

V tom př́ıpadě také ř́ıkáme, že f je potenciálńı na D.

Poznámka 3.44

• Pojem potenciálu by někomu mohl připomı́nat primitivńı funkci jedné proměnné.
Skutečně, pro N = 1 tyto pojmy splývaj́ı (tedy za dodatečného předpokladu, že D je
souvislá množina, což je v R právě interval).

• Podmı́nku z definice potenciálńıho pole lze vyjádřit také po složkách, tzn.

∀i = 1, . . . , N ∀x ∈ D :
∂F

∂xi
(x) = fi(x).
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Př́ıklad 3.45 Uvažujme hmotný bod o hmotnosti M umı́stěný do počátku prostoru R3.
Pak každý hmotný bod jednotkové hmotnosti je přitahován k hmotnému bodu v počátku
silou o velikosti

F =
G ·M · 1

r2
,

kde G je gravitačńı konstanta a r je vzdálenost od počátku, přitom směr této śıly ukazuje
k počátku. Je-li tedy x = (x1, x2, x3) ∈ R3, x 6= o, pak jednotkový vektor směřuj́ıćı z x
směrem k počátku je roven

− x

‖x‖
=

(
− x1√

x2
1 + x2

2 + x2
3

,− x2√
x2

1 + x2
2 + x2

3

,− x3√
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
.

Vektorová funkce, která každému hmotnému bodu jednotkové hmotnosti přǐrazuje śılu,
kterou je tento bod přitahován k počátku, má předpis

F (x) = F (x1, x2, x3) =
GM

‖x‖2
· −x
‖x‖

= −GMx

‖x‖3
.

Tato vektorová funkce má potenciál na D = R3 \ {o}, což je funkce třech proměnných

ϕ(x) =
GM

‖x‖2
, x ∈ R3 \ {o}.

Čtenáři je přenecháno ověřeńı tohoto faktu. ©

Věta 3.46.

(a) Necht’ F : RN → R je potenciálem vektorové funkce f : RN → RN na množině
D ⊂ D(f), C ∈ R. Pak funkce F + C je také potenciálem funkce f na D.

(b) Jsou-li F,G : RN → R potenciály vektorové funkce f : RN → RN na otevřené a
souvislé množině, pak F −G je konstantńı na D.

D̊ukaz. ad (a): Tvrzeńı plyne př́ımo z faktu

∇(F + C) = ∇F + 0 = f

na D.
ad (b): Položme V = F −G na D. Máme dokázat, že V je konstantńı funkce na D. Podle
předpoklad̊u plat́ı

∇V (x) = ∇(F −G)(x) = ∇F (x)−∇G(x) = f(x)− f(x) = 0

pro každé x ∈ D, tzn. V má na D nulové všechny parciálńı derivace. Uvažujme dva libovolné
body a, b ∈ D. Ze souvislosti a otevřenosti D plyne, že a a b lze spojit lomenou čarou lež́ıćı
uvnitř D (viz Poznámku 2.69). Pro každou úsečku a[k]a[k+1] tvoř́ıćı tuto lomenou čáru pak
podle Věty 2.77 existuje θk ∈ (0, 1) tak, že

V (a[k+1])− V (a[k]) =
∂V

∂(a[k+1] − a[k])

(
a[k] + θk(a

[k+1] − a[k])
)

=
N∑
i=1

∂V

∂xi

(
a[k] + θk(a

[k+1] − a[k])
)
· (a[k+1] − a[k]) = 0.

Tedy nutně plat́ı V (a) = V (b). Odtud odvozujeme, že V je konstantńı na D. 2
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Důsledek 3.47. Má-li vektorová funkce f : RN → RN na otevřené souvislé množině D
potenciál F : RN → R, pak všechny potenciály této funkce na D maj́ı předpis F + C, kde
C ∈ R je libovolná konstanta (tzn. potenciály ke stejné funkci na souvislé množině jsou
stejné až na aditivńı konstantu).

Poznámka 3.48 V Důsledku 3.47 byl podstatný předpoklad souvislosti množiny D. Bez
tohoto předpokladu by tvrzeńı neplatilo. Ukažme si to na protipř́ıkladu. Uvažujme množinu
D = D1 ∪D2 ⊂ R2, kde

D1 = {(x, y) ∈ R2 ; ρ((x, y), (1, 0)) < 1}, D2 = {(x, y) ∈ R2 ; ρ((x, y), (−1, 0)) < 1}.

Zřejmě D neńı souvislá. Definujme na množině D dvě funkce F,G : R2 → R předpisy

F (x) = 0, x ∈ D, G(x) =

{
1 pokud x ∈ D1,

0 pokud x ∈ D2.

Pak plat́ı

∇F (x) = ∇G(x) = 0

pro každé x ∈ D. Tzn. obě funkce jsou potenciály k nulové vektorové funkci na množině D.
Ovšem tyto funkce se nelǐśı o aditivńı konstantu. Problém byl právě v množině D.

Možná nás napadne otázka, co je potřeba k tomu, aby vektorová funkce byla potenciálńı.
Nejprve si ukažme opačnou implikaci, tzn. d̊usledek potenciálnosti vektorové funkce.

Věta 3.49. Necht’ f : RN → RN má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu na otevřené
množině D. Je-li f na D potenciálńı, pak

∂fi
∂xj

(x) =
∂fj
∂xi

(x)

pro každé x ∈ D, i, j = 1, . . . , N .

D̊ukaz. Podle předpokladu existuje funkce F : RN → R taková, že ∂F
∂xi

(x) = fi(x), pro každé
x ∈ D, i = 1, . . . , N , z čehož mimo jiné plyne, že F má spojité druhé parciálńı derivace.
Podle Schwarzovy věty (Věta 2.107) pak jsou tyto derivace záměnné na D, tzn.

∂fi
∂xj

(x) =
∂2F

∂xi∂xj
(x) =

∂2F

∂xj∂xi
(x) =

∂fj
∂xi

(x)

pro každé x ∈ D, i, j = 1, . . . , N . 2

Poznámka 3.50 Bohužel, podmı́nka rovnosti př́ıslušných parciálńıch derivaćı z tvrzeńı
Věty 3.49 je pouze nutná. Aby byla i postačuj́ıćı, je potřeba daľśı předpoklad. T́ım je tzv.
jednoduchá souvislost množiny D. Přesnou definici jednoduché souvislosti množiny v RN si
uvádět nebudeme – potřebovali bychom k tomu jednoúčelově několik pojmů. Jednoduchou
souvislost stač́ı chápat intuitivně. Množinu D ⊂ RN nazveme jednoduše souvislou, jestliže
každou uzavřenou křivku (tzn. křivku maj́ıćı stejný počátečńı a koncový bod) v D lze

”
spojitě zdeformovat v rámci množiny D do bodu“. Uved’me několik př́ıklad̊u:
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1. Okoĺı bodu v RN je jednoduše souvislá množina.

2. Redukované okoĺı bodu v R a v R2 neńı jednoduše souvislá množina, přitom v RN
pro N > 2 jednoduše souvislá je.

3. Mezikruž́ı
{(x, y) ∈ R2 ; 1 <

√
x2 + y2 < 2}

neńı jednoduše souvislá množina. Ovšem analogický pojem
”
mezikouĺı“, tzn. množina

{(x, y, z) ∈ R3 ; 1 <
√
x2 + y2 + z2 < 2}

již jednoduše souvislá je.

4. Torus (tzn. duše od kola) neńı jednoduše souvislá množina.

Bez d̊ukazu uved’me postačuj́ıćı podmı́nku potenciálnosti vektorové funkce.

Věta 3.51. Necht’ f : RN → RN má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu na otevřené
a jednoduše souvislé množině D. Plat́ı-li

∂fi
∂xj

(x) =
∂fj
∂xi

(x)

pro každé x ∈ D, i, j = 1, . . . , N , pak f je potenciálńı na D.

Př́ıklad 3.52 Uvažujme vektorovou funkci f : R2 → R2 předpisem

f(x, y) =

(
2xy + 3 cos y

x2 − 3x sin y + 2y

)
.

Zjistěte, zda je f potenciálńı na R2 a pokud ano, určete jej́ı potenciál.

Řešeńı. Protože R2 je jednoduše souvislá množina a

∂f1

∂y
(x, y)− ∂f2

∂x
(x, y) = 2x− 3 sin y − (2x− 3 sin y) = 0,

pak podle Věty 3.51 je f potenciálńı na R2.
Tedy existuje funkce dvou proměnných F : R2 → R tak, že ∂F

∂x = f1 a ∂F
∂y = f2 na R2.

Zintegrováńım prvńı rovnosti podle x dostáváme

F (x, y) =

∫
f1(x, y) dx =

∫
2xy + 3 cos y dx = x2y + 3x cos y + C1,

kde C1 je
”
integračńı konstanta vzhledem k x“ – je jasné, že C1 může být závislá na y.

Takže lepš́ı je značit ji jako C1(y). Pak zderivováńım posledńı rovnosti podle y dostáváme

∂F

∂y
(x, y) = x2 − 3x sin y + C ′1(y).

Porovnáńım této parciálńı derivace s funkćı f2 dostáváme podmı́nku

C ′1(y) = 2y.
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Ta je splněna pro C1(y) = y2 + C, kde C ∈ R je integračńı konstanta. Dohromady tedy
dostáváme

F (x, y) = x2y + 3x cos y + y2 + C, (x, y)T ∈ R2,

kde C ∈ R je libovolné. ©

Představme si daľśı pojem, ovšem pouze pro N = 3.

Definice 3.53 Necht’ f : R3 → R3 má spojité parciálńı derivace. Pak vektorovou funkci
rot f : R3 → R3 definovanou předpisem

rot f =

(
∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3
,
∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1
,
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)T
nazýváme rotaćı vektorové funkce f .

Př́ıklad 3.54 Uvažujme funkci F z Př́ıkladu 3.45. Snadno spoč́ıtáme, že rotF = o na
R3\{o}. Fakt, že rotace této vektorové funkce je nulová plyne z potenciálnosti F a Věty 3.49.

Poznámka 3.55 S pomoćı pojmu rotace lze tvrzeńı Věty 3.49 v R3 formulovat takto: Je-li
f : R3 → R3 potenciálńı pole na D, pak rot f = o na D.

Poznámka 3.56 Fyzikálńı význam rotace můžeme částečně pochopit na následuj́ıćım př́ı-
kladu. Uvažujme vektorovou funkci f : R3 → R3 popisuj́ıćı rychlostńı pole či proud částic
(vody, plynu) v nějaké nádobě či rouře. Uvažujme malou kuličku jej́ıž střed je pevně umı́stěn
do bodu (x, y, z) ∈ R3 (uvnitř této nádoby či roury), přitom proud může touto kuličkou
libovolně otáčet. Pak rot f(x, y, z) udává rotaci této kuličky – směr rot f udává osu rotace
i směr otáčeńı (s využit́ım pravidla pravé ruky – vzpomeňme si na vektorový součin z
fyziky), velikost rot f zase odpov́ıdá velikosti rychlosti otáčeńı.

Př́ıklad 3.57 Uvažujme vektorovou funkci f : R3 → R3 danou předpisem

f(x, y, z) = (−y, x, 0)T , (x, y, z)T ∈ R3,

viz Obrázek 3.8. Pak

rot f(x, y, z) = (0, 0, 2), (x, y, z)T ∈ R3.

Definice 3.58 Necht’ f : RN → RN má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Pak funkci
div f : RN → R definovanou předpisem

div f =

N∑
i=1

∂fi
∂xi

nazýváme divergenćı vektorové funkce f .

Poznámka 3.59 Divergence má užitečný fyzikálńı význam. Uvažujme vektorovou funkci
f : R3 → R3 udávaj́ıćı rychlost změny teploty v každém bodě z nějaké množině D ⊂ R3.
Pokud div f(a) > 0 v nějakém a ∈ D, pak v bodě a se vyskytuje zářič tepla. Naopak, pokud
div f(a) < 0, v bodě a je teplo pohlcováno.
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y

z

x

rot f(0, 0, 0)

f

Obrázek 3.8: Funkčńı hodnoty funkce f z Př́ıkladu 3.57 v některých bodech a rotace této
funkce v počátku (červeně).

Poznámka 3.60 Mezi právě definovanými pojmy plat́ı celá řada identit. Pro vektorové
funkce F,G : R3 → R3 a funkci třech proměnných f : R3 → R maj́ıćı spojité parciálńı
derivace, plat́ı

• div(fF ) = (F,∇f) + f · divF ,

• rot(fF ) = f rotF + (∇f, F ).

Dokažte!





Kapitola 4

Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Podobně jako u funkce jedné proměnné tak i u funkćı v́ıce proměnných nás budou zaj́ımat
extremálńı hodnoty. Při definováńı pojmů se budeme dost inspirovat analogickými pojmy
pro funkce jedné proměnné. Nav́ıc nám zde kromě lokálńıch a globálńıch extrémů přibude
pojem vázaného lokálńıho extrému.

4.1 Lokálńı extrémy

Pojem lokálńıho extrému již známe pro funkci jedné proměnné. Následuj́ıćı pojem je jeho
přirozeným zobecněńım.

Definice 4.1 Necht’ f : RN → R, a ∈ intD(f). Řekneme, že f nabývá v bodě a lokálńı
maximum (minimum), jestliže existuje Uδ(a) ⊂ D(f) tak, že

f(x) ≤ f(a) ∀x ∈ Uδ(a)(
f(x) ≥ f(a) ∀x ∈ Uδ(a)

)
.

Řekneme, že f nabývá v bodě a ostré lokálńı maximum (minimum), jestliže existujeRδ(a) ⊂
D(f) tak, že

f(x) < f(a) ∀x ∈ Rδ(a)(
f(x) > f(a) ∀x ∈ Rδ(a)

)
.

Souhrnně jim budeme ř́ıkat (ostré) lokálńı extrémy . Bod a nazýváme bodem (ostrého)
lokálńıho minima/maxima/extrému.

Lokálńı extrémy si představ́ıme velmi snadno – stač́ı si vzpomenout na Poznámku 2.10,
kde daná funkce dvou proměnných x, y (jej́ıž graf a hladiny jsou na Obrázku 2.2) udává
nadmořskou výšku v daném mı́stě o souřadnićıch (x, y).

Na Obrázku 4.1 jsou zobrazeny hladiny funkce společně s body a1, a2 a a3 a jejich
vybranými okoĺımi. Podle barev hladin a s pomoćı Obrázku 2.2 můžeme odhadnout, že
daná funkce má v bodech a1 a a2 ostrá lokálńı maxima. Oproti tomu pro okoĺı bodu a3

neplat́ı výrok z definice lokálńıho extrému. Je vidět, že v bodech z tohoto okoĺı, které
”
jsou

nad hladinou funkce procházej́ıćı bodem a2“, má funkce menš́ı funkčńı hodnoty než v tomto
bodě a v bodech z tohoto okoĺı, které

”
jsou pod hladinou funkce procházej́ıćı bodem a2“,

99
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má funkce větš́ı funkčńı hodnoty než v tomto bodě. A je snad také vidět, že toto plat́ı i pro
jakékoliv

”
menš́ı“ okoĺı bodu a3. Tedy v bodě a3 nemá daná funkce lokálńı extrém.

x

y

a1

Uδ1(a1)

a2

Uδ2(a2)
a3

Uδ3(a3)

Obrázek 4.1: Lokálńı extrémy funkce dvou proměnných.

Tyto pojmy jsou nav́ıc zobecněńım lokálńıch extrémů funkćı jedné proměnné.
Jak lokálńı extrémy hledat? Návod najdeme u funkćı jedné proměnné. Lokálńı extrémy

jsme hledali tak, že jsme nejprve našli tzv. stacionárńı body (body s nulovou derivaćı) a po-
moćı znaménka druhé derivace, popř. derivaćı vyšš́ıho řádu jsme určili zda o jde či nejde
o extrém. Podobně to bude u funkćı v́ıce proměnných.

Věta 4.2. Necht’ má funkce f : RN → R v bodě a ∈ RN lokálńı extrém. Existuje-li f ′xi(a),
kde i ∈ {1, . . . , N}, pak

∂f

∂xi
(a) = 0.

D̊ukaz. Položme ϕ(t) = f(a+ tei) pro t ∈ Uε(0), kde Uε(0) je takové okoĺı 0 ∈ R, že plat́ı

a+ tei ∈ D(f) pro každé t ∈ Uε(0).

Pak pro každé

ϕ′(0) = lim
t→0

ϕ(t)− ϕ(0)

t
= lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
=

∂f

∂xi
(a).

Stač́ı dokázat, že ϕ′(0) = 0. To ale plyne z faktu, že funkce ϕ má v bodě 0 lokálńı extrém
(z Fermatovy věty, viz [13, Věta 7.30]). 2

Asi nás nepřekvaṕı následuj́ıćı definice.
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Definice 4.3 Mějme f : RN → R, a ∈ intD(f). Řekneme, že a je stacionárńı bod funkce
f , jestliže existuj́ı všechny parciálńı derivace f ′xi(a) a pro každé i = 1, . . . , N plat́ı

∂f

∂xi
(a) = 0.

Vybaveni novým pojmem, můžeme vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı plynoućı okamžitě z Věty 4.2.

Důsledek 4.4 (nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému). Každý bod lokálńıho extré-
mu, ve kterém existuj́ı všechny parciálńı derivace prvńıho řádu, je stacionárńım bodem.

Poznámka 4.5 Opačná implikace k implikaci z Důsledku 4.4 již neplat́ı. Např́ıklad počátek
o = (0, 0) je stacionárńım bodem funkce

f(x1, x2) = x1x2

a přitom neńı bodem lokálńıho extrému této funkce. Dokažme to. Uvažujme množinu

M1 = {(x1, x2) ∈ R2 ; x1 = x2},

což je př́ımka procházej́ıćı počátkem, viz Obrázek 4.2. Pak pro každé (x1, x2) ∈M1, (x1, x2) 6= (0, 0)

x1

x2

M1

M2

Obrázek 4.2: Hladiny funkce f a množiny Mi z Poznámky 4.5.

plat́ı
f(x1, x2) = x2 · x2 = x2

2 > 0 = f(0, 0).

Tedy v každém redukovaném okoĺı bodu (0, 0) nabývá funkce kladných hodnot a přitom
v bodě (0, 0) je funkce nulová. Odtud vid́ıme, že f v bodě (0, 0) nenabývá svého lokálńıho
maxima. Uvažujme druhou množinu

M2 = {(x1, x2) ∈ R2 ; x1 = −x2},

což je opět př́ımka procházej́ıćı počátkem, viz Obrázek 4.2. Pak pro každé (x1, x2) ∈ M1,
(x1, x2) 6= (0, 0) plat́ı

f(x1, x2) = (−x2) · x2 = −x2
2 < 0 = f(0, 0).
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Tedy v každém redukovaném okoĺı bodu (0, 0) nabývá funkce záporných hodnot a přitom
v bodě (0, 0) je funkce nulová. Odtud vid́ıme, že f v bodě (0, 0) nenabývá ani svého lokálńıho
minima.

Podobně jako u funkce jedné proměnné muśıme nějakým zp̊usobem zjistit, zda je sta-
cionárńı bod také hledaným lokálńım extrémem – k tomu nám poslouž́ı diferenciály vyšš́ıch
řád̊u. Budeme se pro jednoduchost zabývat zejména druhým diferenciálem (viz Definici 2.111)
– což je kvadratická forma.

Ve stručnosti si nadefinujeme a osvětĺıme některé pojmy z teorie kvadratických forem,
které budou pro náš daľśı výklad podstatné.

Definice 4.6 Řekneme, že kvadratická forma q : RN → R je

• pozitivně definitńı, jestliže q(x) > 0 pro každé x ∈ RN \ {o},

• negativně definitńı, jestliže q(x) < 0 pro každé x ∈ RN \ {o},

• pozitivně semidefinitńı, jestliže q(x) ≥ 0 pro každé x ∈ RN ,

• pozitivně semidefinitńı, jestliže q(x) ≤ 0 pro každé x ∈ RN ,

• indefinitńı, jestliže existuj́ı x, y ∈ RN tak, že q(x) > 0 a q(y) < 0,

Poznámka 4.7

(a) Vid́ıme tedy, že kvadratická forma je

– pozitivně definitńı právě tehdy, když nabývá pouze kladných hodnot – s jedinou
výjimkou, kterou je nulový vektor,

– negativně definitńı právě tehdy, když nabývá pouze kladných hodnot – s jedinou
výjimkou, kterou je nulový vektor,

– indefinitńı právě tehdy, když nabývá v nějaké vektoru zápornou a v nějakém
vektoru kladnou funkčńı hodnotu.

Kvadratická forma, která je pozitivně semidefinitńı a zároveň neńı pozitivně definitńı,
nabývá právě nezáporných hodnot, přitom pro nějaký nenulový vektor nabývá nulové
hodnoty. Podobně to plat́ı pro negativně semidefinitńı formy. Např. nulová kvadratická
forma je pozitivně i negativně semidefinitńı současně.

(b) Z definice kvadratické formy plyne, že pro každé x ∈ RN , c ∈ R plat́ı

q(cx) = c2q(x).

Odtud se dá jednoduše dokázat, že např́ıklad q je pozitivně definitńı právě tehdy, když
q(x) > 0 pro každé x ∈ RN splňuj́ıćı ‖x‖ = 1. Podobně to plat́ı pro ostatńı pojmy.

Z Poznámky 2.26 mimo jiné v́ıme, že kvadratická forma q : RN → R je jednoznačně
daná symetrickou matićı A typu N ×N tak, že

q(x) = (xA, x) = xAxT , x ∈ RN .

Proto možná nepřekvaṕı následuj́ıćı definice.
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Definice 4.8 Řekneme, že symetrická matice A typu N ×N je

• pozitivně definitńı, jestliže (xA, x) > 0 pro každé x ∈ RN \ {o},

• negativně definitńı, jestliže (xA, x) < 0 pro každé x ∈ RN \ {o},

• pozitivně semidefinitńı, jestliže (xA, x) ≥ 0 pro každé x ∈ RN ,

• pozitivně semidefinitńı, jestliže (xA, x) ≤ 0 pro každé x ∈ RN ,

• indefinitńı, jestliže existuj́ı x, y ∈ RN tak, že (xA, x) > 0 a (yA, y) < 0,

Poznámka 4.9 Je to zřejmé, ale lépe to zd̊uraznit: Z Definice 4.6 a 4.8 je vidět, že kvad-
ratická forma je pozitivně definitńı (negativně definitńı; pozitivně semidefinitńı; negativně
semidefinitńı; indefinitńı), je-li takový jej́ı reprezentant.

Ověřovat definitnost symetrické matice podle definice nemuśı být zrovna nejjednodušš́ı
– existuje následuj́ıćı snadno použitelné kritérium.

Věta 4.10 (Sylvesterovo kritérium). Necht’ A = (aij)
N×N
i,j=1 je symetrická čtvercová matice

typu N ×N . Označme

41 = a11, 42 =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , 43 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , . . . , 4N =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N
...

...
. . .

...
aN1 aN2 · · · aNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Pak matice A je

• pozitivně definitńı právě tehdy, když 41 > 0, 42 > 0, . . . , 4N > 0,

• negativně definitńı právě tehdy, když 41 < 0, 42 > 0, . . . , 4N (−1)N > 0,

• indefinitńı, pokud neńı ani pozitivně definitńı ani negativně definitńı a přitom plat́ı
4N 6= 0 (tzn. A je regulárńı matice).

Poznámka 4.11 Sylvestrovo kritérium nám tedy dává velmi efektivńı zp̊usob určováńı de-
finitnosti symetrické matice. Stač́ı vypoč́ıtat př́ıslušné subdeterminanty4i pro i = 1, . . . , N .
Přitom, pokud všechna tato č́ısla jsou kladná, můžeme usoudit na pozitivńı definitnost ma-
tice. Pokud 41 < 0 a pak 4i pravidelně měńı znaménko, je matice negativně definitńı.
Pokud č́ısla 4i netvoř́ı ani jeden z těchto vzor̊u a nav́ıc A je regulárńı matice, usoud́ıme
na indefinitnost matice. Zbývaj́ıćı možnost, tzn. pokud je matice A singulárńı, v této větě
diskutována neńı – v tom př́ıpadě nemůže být matice pozitivně ani negativně definitńı.

Př́ıklad 4.12 Určete definitnost následuj́ıćıch kvadratických forem:

(a) q1(x1, x2) = x2
1 + x2

2,

(b) q2(x1, x2) = x2
1 − x2

2,

(c) q3(x1, x2) = −x2
1 − x2

2,

(d) q4(x1, x2) = x1x2,

(e) q5(x1, x2) = x2
1,

(f) q6(x1, x2) = −x2
1.
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Řešeńı. V těchto úlohách je vždy zásadńı určit reprezentanta kvadratické formy. Na Obrázku 4.3
pak jsou části graf̊u jednotlivých kvadratických forem.
ad (a): Plat́ı

q1(x1, x2) = (x1, x2) ·
(

1 0
0 1

)
·
(
x1

x2

)
,

tedy reprezentant je matice

A =

(
1 0
0 1

)
.

Vypoč́ıtejme 4i ze Sylvesterova kriteria:

41 = 1 > 0, 42 =

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1 > 0.

Podle něj pak matice a tedy i kvadratická forma q1 je pozitivně definitńı.
ad (b): Reprezentant kvadratické formy q2 je matice(

1 0
0 −1

)
a následně

41 = 1 > 0, 42 =

∣∣∣∣1 0
0 −1

∣∣∣∣ = −1 < 0.

Podle Sylvesterova kritéria (Věta 4.10) pak jde o indefinitńı matici tedy i indefinitńı kvad-
ratickou formu.
ad (c): Pro reprezentanta a 4i plat́ı

A =

(
−1 0
0 −1

)
, 41 = −1 < 0, 42 =

∣∣∣∣−1 0
0 −1

∣∣∣∣ = 1 > 0.

Podle Sylvesterova kritéria (Věta 4.10) pak jde o negativně definitńı matici tedy i negativně
definitńı kvadratickou formu.
ad (d): Pro reprezentanta a 4i plat́ı

A =

(
0 1

2
1
2 0

)
, 41 = 0, 42 =

∣∣∣∣0 1
2

1
2 0

∣∣∣∣ = −1

4
6= 0.

To ukazuje na indefinitnost kvadratické formy q4.
ad (e): Zde opět dostáváme reprezentanta a 4i následuj́ıćı

A =

(
1 0
0 0

)
, 41 = 1, 42 =

∣∣∣∣1 0
0 0

∣∣∣∣ = 0.

Sylvestrovo kritérium (Věta 4.10) nám nedává odpověd’ na otázku definitnosti matice.
Z předpisu formy q5 ale snadno vid́ıme, že nabývá pouze nezáporných hodnot. Protože
pro nenulový vektor x = (0, 1) máme q5(x) = 0, zřejmě jde o pozitivně semidefinitńı formu,
která neńı pozitivně definitńı.
ad (f): Zde opět dostáváme reprezentanta a 4i následuj́ıćı

A =

(
0 0
0 −1

)
, 41 = 0, 42 = 0.
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x1

x2

y

q1

(a) Graf restrikce funkce q1 na jednot-
kový kruh.

x1

x2

y

q2

(b) Graf restrikce funkce q2 na jednot-
kový kruh.

x1

x2

y

q3

(c) Graf restrikce funkce q3 na jednot-
kový kruh.

x1

x2

y

q4

(d) Graf restrikce funkce q4 na jednot-
kový kruh.

x2

y

x1

q5

(e) Graf restrikce funkce q5 na interval
[−1, 1]× [−1, 1].

x2

y

x1

q6

(f) Graf restrikce funkce q6 na interval
[−1, 1]× [−1, 1].

Obrázek 4.3: Části graf̊u funkćı z Př́ıkladu 4.12.
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Sylvestrovo kritérium (Věta 4.10) nám opět nedává odpověd’ na otázku definitnosti matice.
Z předpisu formy q6 ale snadno vid́ıme, že nabývá pouze nekladných hodnot. Protože pro
nenulový vektor x = (1, 0) máme q6(x) = 0, zřejmě jde o negativně semidefinitńı formu,
která neńı negativně definitńı. ©

Poznámka 4.13 Daľśı možnost́ı určeńı definitnosti symetrické matice je pomoćı jej́ıch
vlastńıch č́ısel. Vlastńı č́ısla čtvercové matice typu N×N jsou definována jako řešeńı rovnice

det(A− x · I) = 0

o jedné neznámé x ∈ R (kde I je jednotková matice typu N ×N). Z definice determinantu
je přitom hned vidět, že vlastńı č́ısla jsou kořeny jistého polynomu stupně N . Např. pro
matici

A =

(
1 0
0 1

)
jde o rovnici (1 − x)2 = 0, která má jen jeden dvojnásobný kořen 1. Tato matice má tedy
jediné vlastńı č́ıslo, což je 1. Obecně, kořeny polynomu s reálnými koeficienty mohou mı́t
i komplexńı kořeny, tzn. vlastńı č́ısla nemusej́ı být reálná. Dá se ale dokázat, že symet-
rické matice maj́ı vlastńı č́ısla pouze reálná. Nyńı se pod́ıvejme, jak souvisej́ı vlastńı č́ısla s
definitnost́ı symetrických matic. Plat́ı tvrzeńı: Symetrická matice A je

• pozitivně definitńı právě tehdy, když má pouze kladná vlastńı č́ısla,

• negativně definitńı právě tehdy, když má pouze záporná vlastńı č́ısla,

• pozitivně semidefinitńı právě tehdy, když 0 je vlastńı č́ıslo a ostatńı vlastńı č́ısla jsou
kladná,

• negativně semidefinitńı právě tehdy, když 0 je vlastńı č́ıslo a ostatńı vlastńı č́ısla jsou
záporná

• indefinitńı právě tehdy, když má alespoň jedno kladné a jedno záporné vlastńı č́ıslo.

K d̊ukazu d̊uležité Věty 4.15 budeme potřebovat jistou vlastnost symetrických pozitivně
definitńıch matic.

Lemma 4.14. Necht’ A je pozitivně definitńı matice typu N ×N . Pak existuje ε ∈ R, ε > 0
tak, že každá symetrická matice B ∈MN×N (R), pro kterou plat́ı

‖A−B‖ < ε,

je také pozitivně definitńı (‖·‖ je maticová norma definována v Př́ıkladu 1.39).

D̊ukaz. Necht’ A je pozitivně definitńı matice. To je ekvivalentńı s t́ım, že (xA, x) > 0 pro
každé x ∈ RN takové, že ‖x‖ = 1 – viz Poznámku 4.7(b). Protože, kvadratická forma
q(x) = (xA, x) je spojitá na kompaktńı množině

K = {x ∈ RN ; ‖x‖ = 1},

nabývá q na K svého minima, označme ho ε, tzn.

q(x) ≥ ε > 0
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pro každé x ∈ RN takové, že ‖x‖ = 1. Pro každou čtvercovou matici B a vektor x ∈ RN ,
‖x‖ = 1 plat́ı

|(xB, x)− (xA, x)| = |(xB − xA, x)| =
∣∣(x(B −A), x

)∣∣ ≤ ‖x(B −A)‖ · ‖x‖
≤ ‖B −A‖ · ‖x‖2 = ‖B −A‖.

Následně pro každou symetrickou matici B, pro niž ‖A−B‖ < ε a x ∈ RN , pro které
‖x‖ = 1, plat́ı

(xB, x) = (xB, x)− (xA, x) + (xA, x) ≥ − |(xB, x)− (xA, x)|+ (xA, x) > −ε+ ε = 0.

Podle Poznámky 4.7(b) je B je pozitivně definitńı matice. 2

Lemma 4.14 vlastně ř́ıká následuj́ıćı: Uvažujeme-li normovaný lineárńı prostor všech sy-
metrických matic typu N × N s maticovou normou z Př́ıkladu 1.39, pak jej́ı podmnožina
všech pozitivně definitńıch matic je otevřená. Otevřená je i množina všech negativně de-
finitńıch matic a indefinitńıch matic – dokažte! Oproti tomu, množina všech pozitivně se-
midefinitńıch matic ani množina všech negativně semidefinitńıch matic v tomto prostoru
otevřená neńı.

Nyńı se vrat’me zpět k lokálńım extrémům. Ukažme si jeden ze zp̊usob̊u jak rozhodnout
o tom, zda stacionárńı bod je či neńı bodem lokálńıho extrému.

Věta 4.15 (postačuj́ıćı podmı́nky lokálńıho extrému). Necht’ f : RN → R, a ∈ intD(f) je
stacionárńı bod funkce f a funkce f má na nějakém okoĺı bodu a spojité všechny parciálńı
derivace druhého řádu. Plat́ı

(a) je-li d2f(a) pozitivně definitńı, pak f má v bodě a ostré lokálńı minimum,

(b) je-li d2f(a) negativně definitńı, pak f má v bodě a ostré lokálńı maximum,

(c) je-li d2f(a) indefinitńı, pak f nemá v bodě a lokálńı extrém.

D̊ukaz. ad (a): Podle předpokladu je d2f(a) pozitivně definitńı, tedy je pozitivně definitńı
i Hessova matice ∇2f(a). Pak podle Lemmatu 4.14 k Hessově matici ∇2f(a) existuje ε > 0
takové, že každá symetrická matice B splňuj́ıćı ‖A−B‖ < ε je pozitivně definitńı. Ze
spojitosti parciálńıch derivaćı funkce f v bodě a plyne existence Uδ1(a) takového, že pro
každé x ∈ Uδ1(a) plat́ı ∣∣∣∣ ∂2f

∂xi∂xj
(x)− ∂2f

∂xi∂xj
(a)

∣∣∣∣ < ε

N
.

Tedy pro každé x ∈ Uδ1(a) plat́ı

∥∥∇2f(a)−∇2f(x)
∥∥ <

√√√√ N∑
i,j=1

( ε
N

)2
=

√
N2

ε2

N2
= ε.

Odtud tedy vid́ıme, že d2f(x) je pro každé x ∈ Uδ1(a) pozitivně definitńı. Podle předpokladu
existuje okoĺı Uδ2(a), na kterém má funkce f spojité derivace druhého řádu. Podle Taylorovy
věty (Věta 2.116) pro každé h ∈ RN , takové, že a+ h ∈ Rδ2(a) existuje τ ∈ (0, 1) splňuj́ıćı

f(a+ h) = f(a) +
1

2!
d2f(a+ τh)(h).
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Využili jsme přitom předpokladu, že bod a je stacionárńım bodem funkce f . Položme δ =
min{δ1, δ2}. Pak pro každé h ∈ RN takové, že a+ h ∈ Rδ(a) plat́ı

f(a+ h)− f(a) =
1

2!
d2f(a+ τh)(h) > 0,

tzn. pro každé x ∈ Rδ(a) plat́ı f(x) > f(a). Tedy f má v bodě a ostré lokálńı minimum.
Ostatńı př́ıpady se dokáž́ı podobně. 2

Poznámka 4.16

• K určeńı lokálńıho extrému nám tedy stač́ı ukázat pozitivńı nebo negativńı definitnost
druhého diferenciálu (což je kvadratická forma). Pokud je ovšem pouze semidefinitńı,
Věta 4.15 nám nepomůže a muśıme si poradit jinak.

• Všimněte si, že Věta 4.15 nám pomůže k odhaleńı pouze ostrých lokálńıch extrémů.

Př́ıklad 4.17 Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xy(4− x− y), (x, y) ∈ R2.

Řešeńı. Přirozený definičńı obor této funkce je celé R2, tzn. hledejme lokálńı extrémy v celé
rovině. Zřejmě funkce f má také všude spojité parciálńı derivace (všech řád̊u), takže podle
Důsledku 4.4 hledejme stacionárńı body funkce f . Řeš́ıme soustavu rovnic

∂f

∂x
= 4y − 2xy − y2 = 0,

∂f

∂y
= 4x− x2 − 2xy = 0,

kterou lze upravit na

y(4− 2y − y) = 0, (I)

x(4− x− 2y) = 0. (II)

Z (I) plyne, že bud’ (a) y = 0 nebo (b) 4− 2x− y = 0.

ad (a): Necht’ y = 0. Dosazeńım do (II) dostáváme

x(4− x) = 0.

Odtud plyne, že x = 0 nebo x = 4. Dostáváme tak dva stacionárńı body

a1 = (0, 0), a2 = (4, 0).

ad (b): Pak y = 4− 2x. Dosazeńım do (II) po úpravě dostáváme

x(3x− 4) = 0,

tedy x = 0 nebo x = 4
3 . Dostáváme daľśı dva stacionárńı body

a3 = (0, 4), a4 =

(
4

3
,
4

3

)
.
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Nyńı urč́ıme pomoćı druhého diferenciálu, zda jsou nalezené stacionárńı body body lokálńıho
extrému či nikoliv. Nejprve urč́ıme Hessovu matici funkce f v obecném bodě (x, y). Plat́ı

∇2f(x, y) =

(
−2y 4− 2x− 2y

4− 2x− 2y −2x

)
.

Pak

∇2f(a1) =

(
0 4
4 0

)
a v souladu se značeńım Sylvesterova kritéria (Věta 4.10) plat́ı

41 = 0 a 42 = −16 6= 0.

Tedy podle tohoto kritéria je Hessova matice a následně i druhý diferenciál v tomto bodě
indefinitńı. Z Věty 4.15 plyne, že f v bodě a1 nemá lokálńı extrém.
Dále plat́ı

∇2f(a2) =

(
0 −4
−4 −8

)
,

kde opět s využit́ım značeńı ze Sylvesterova kritéria máme

41 = 0, 42 = −16 6= 0.

Opět je druhý diferenciál v bodě a2 indefinitńı. A z Věty 4.15 plyne, že ani v bodě a2 nemá
funkce f lokálńı extrém.

Dále máme

∇2f(a3) =

(
−8 −4
−4 0

)
.

Zde s použit́ım Sylvesterova kritéria máme 41 = −8 < 0 a 42 = −16 < 0, tedy ∇2f(a3)
a následně d2f(a3) je opět indefinitńı. Opět podle Věty 4.15 nemá funkce v a3 lokálńı
extrém.

Zbývá posledńı bod a4. Plat́ı

∇2f(a4) =

(
−8

3 −4
3

−4
3 −8

3

)
.

Protože 41 = −8
3 < 0 a 42 = 48

9 > 0, podle Sylvesterova kriteria je matice ∇2f(a4) nega-
tivně definitńı. Tedy je negativně definitńı i kvadratická forma d2f(a4) a podle Věty 4.15
má funkce f v bodě a4 ostré lokálńı maximum. ©

Př́ıklad 4.18 Nalezněte lokálńı extrémy funkce

f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + z, (x, y, z) ∈ R3.

Řešeńı. Definičńım oborem této funkce je R3, přitom je jasné, že má v každém bodě spo-
jité parciálńı derivace všech řád̊u. Hledejme nejprve stacionárńı body této funkce. Řeš́ıme
soustavu

∂f

∂x
= 3x2 + 12y = 0,

∂f

∂y
= 2y + 12x = 0,

∂f

∂z
= 2z + 1 = 0.
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Tuto soustavu snadno vyřeš́ıme. Z posledńı rovnice okamžitě urč́ıme z = −1
2 , z druhé

dostáváme y = −6x, což můžeme dosadit do rovnice prvńı, odkud máme 3x2 − 72x = 0.
Tato rovnice má dvě řešeńı x1 = 0 a x2 = 24. Odtud dostáváme y1 = 0 a y2 = −144.
Dostáváme tak dva stacionárńı body

a1 =

(
0, 0,−1

2

)
a a2 =

(
24,−144,−1

2

)
.

Hessova matice v obecném bodě má tvar

∇2f(x, y, z) =

6x 12 0
12 2 0
0 0 2

 .

Konkrétně pak pro a1 plat́ı

∇2f(a1) =

 0 12 0
12 2 0
0 0 2

 .

Ke zjǐstěńı definitnosti Hessovy matice použijme opět Sylvesterovo kritérium (Věta 4.10).
Protože

41 = 0, 42 = −144, 43 = −288 6= 0,

jde o indefinitńı matici, což znamená, že f nemá v bodě a1 lokálńı extrém.
Pod́ıvejme se nyńı na bod a2. Pak

∇2f(a2) =

144 12 0
12 2 0
0 0 2

 ,

odkud vid́ıme, že

41 = 144 > 0, 42 = 144 > 0, 43 = 288 > 0

a podle Sylvesterova kritéria dostáváme pozitivńı definitnost. Funkce f tak nabývá v bodě
a2 ostrého lokálńıho minima. ©

Nab́ıźı se otázka, co nastane, je-li d2f(a) = 0, popř. jsou-li takové i diferenciály vyšš́ıch
řád̊u. Podobně jako u funkce jedné proměnné plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.19 (postačuj́ıćı podmı́nky lokálńıho extrému). Necht’ f : RN → R, a ∈ intD(f) je
stacionárńı bod funkce f takový, že

d2f(a) = 0, d3f(a) = 0, . . . , dm−1f(a) = 0,

funkce f má na nějakém okoĺı U(a) spojité všechny parciálńı derivace až do m-tého řádu.
Plat́ı

• je-li m liché, pak f nemá v bodě a lokálńı extrém,

• je-li m sudé, pak

– je-li dmf(a) pozitivně definitńı, pak f má v bodě a ostré lokálńı minimum,

– je-li dmf(a) negativně definitńı, pak f má v bodě a ostré lokálńı maximum,

– je-li dmf(a) indefinitńı, pak f nemá v bodě a lokálńı extrém.
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Poznámka 4.20 Ve Větě 4.19 se objevil pojem definitnosti a indefinitnosti formy dmf(a).
To je podobné jako pro kvadratickou formu, tzn. o dmf(a) řekneme, že je pozitivně definitńı,
pokud pro každé h ∈ RN \ {o} plat́ı dmf(a)(h) > 0. Mimochodem, př́ımo z definice lze
dokázat, že každá nenulová forma lichého stupně je indefinitńı.

4.2 Vázané lokálńı extrémy

Uvažujme funkci jej́ıž graf a hladiny jsou vyobrazeny na Obrázku 2.2. Představme si nyńı,
že je vytvořena závodńı dráha, která, zaznačena v

”
mapě“, tvoř́ı kružnici – viz Obrázek 4.4.

Mohl by nás zaj́ımat tzv. výškový profil této dráhy, zejména pak, ve kterých bodech této
cesty dosáhne závodńık lokálńıho minima či maxima. Vzhledem k načrtnutým vrstevnićım se
dá vcelku snadno uhodnout, že extremálńıch hodnot v rámci této dráhy dosáhnou závodńıci
v bodech o souřadnićıch a1, . . . , a4, přičemž

”
lokálńıho minima“ je dosaženo v bodech a1

a a2 a
”
lokálńıho maxima“ je dosaženo v bodech a3 a a4. Všimněte si ale, že ani jeden

z těchto bod̊u neńı bodem lokálńıho extrému funkce. Důvodem je fakt, že v našem vńımáńı
extrémů se omezujeme právě na vyznačenou kružnici. To nás vede k následuj́ıćımu pojmu.

x

y

a3 a4

a1

a2

Obrázek 4.4: Lokálńı extrémy funkce dvou proměnných.

Definice 4.21 Necht’ f : RN → R, ∅ 6= A ⊂ D(f), a ∈ A. Řekneme, že f má v bodě a
vázané lokálńı maximum (minimum) vzhledem k množině A, jestliže existuje U(a) takové,
že pro každé x ∈ U(a) ∩A plat́ı

f(x) ≤ f(a)
(
f(x) ≥ f(a)

)
.

Podobně definujeme vázané ostré lokálńı maximum (minimum), kde nahrad́ıme okoĺı redu-
kovaným okoĺım a neostrou nerovnost ostrou nerovnost́ı.
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Vyšetřováńı vázaných lokálńıch extrémů se odv́ıj́ı od toho, jak je zadána množina A
z Definice 4.21. Uvažujme dva př́ıpady:

• parametricky: množina A je zadána jako obor hodnot nějaké N -vektorové funkce –
jej́ım proměnným ř́ıkáme parametry,

• implicitně: množina A je zadána jako množina všech řešeńı jedné rovnice či soustavy
rovnic o N neznámých.

Př́ıklad 4.22 Jednotkovou kružnici lze zadat parametricky i implicitně. Implicitńı zadáńı
je notoricky známé

K
(
(0, 0), 1

)
= {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 = 1}.

Tedy jednotková kružnice je daná jako množina bod̊u (x, y), které jsou řešeńım jedné rovnice
o dvou neznámých. Každému absolventu středńı školy je ale známo i parametrické zadáńı
(vlastně se t́ımto zp̊usobem geometricky definuj́ı goniometrické funkce), tzn.

K
(
(0, 0), 1

)
= {(cos t, sin t) ∈ R2 ; t ∈ R},

kde právě proměnné t ř́ıkáme parametr.

4.2.1 Parametrické zadáńı množiny A

Tento př́ıpad je jednodušš́ı na teorii i použit́ı. Základńı myšlenka spoč́ıvá v definováńı po-
mocné funkce, jej́ıž proměnné jsou parametry, kterými byla A zadaná. Lokálńı extrémy
(i jejich typ) této pomocné funkce splývá s vázanými lokálńımi extrémy p̊uvodńı funkce
vzhledem k množině A. Tuto myšlenku ilustrujme na několika př́ıkladech.

Př́ıklad 4.23 Určete vázané lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2y2, (x, y) ∈ R2

vzhledem k množině

A = {(x, y) ∈ R2 ; x = 3t, y = t+ 2, t ∈ R}.

Řešeńı. Množina A je př́ımka a jde o jednoparametrickou množinu. Uvažujme pomocnou
funkci

g(t) = f(3t, t+ 2) = 11t2 + 8t+ 8, t ∈ R,

což je funkce jedné reálné proměnné t. Zd̊urazněme, že má-li g lokálńı extrém v bodě t, pak
funkce f má v bodě (3t, t+ 2) vázaný lokálńı extrém vzhledem k množině A – a to stejného
typu. Najdeme tedy lokálńı extrémy funkce g. Plat́ı

g′(t) = 22t+ 8, g′′(t) = 22.

Funkce g má v bodě t = − 4
11 lokálńı minimum. Tedy funkce f má vzhledem k množině A

vázané lokálńı minimum v bodě

(x, y) =

(
−12

11
,

7

11

)
.

Protože funkce g nemá lokálńı maxima, nemá ani f vázané lokálńı maximum vzhledem
k množině A. ©
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Př́ıklad 4.24 Vyšetřete vázaný lokálńı extrém funkce

f(x, y) = xy, (x, y) ∈ R2

vzhledem k množině

A = {(cos t, sin t) ; t ∈ R}.

Řešeńı. Vid́ıme, že A je opět daná parametricky a mimochodem jde o jednotkovou kružnici.
Definujme pomocnou funkci

g(t) = f(cos t, sin t) = · · · = 1

2
sin 2t, t ∈ R.

Pak g′(t) = cos 2t, t ∈ R a g′(t) = 0 právě tehdy, když

2t =
π

2
+ kπ, k ∈ Z,

tzn.

t =
π

4
+ k

π

2
, k ∈ Z.

Protože g′′(t) = −2 sin 2t, t ∈ R, pak

g′′
(π

4
+ k

π

2

)
= − sin

(π
4

+ k
π

2

)
= −2(−1)k−1, k ∈ Z.

Vzhledem k tomu, že nás zaj́ımaj́ı funkčńı hodnoty funkce g pouze na nějakém intervalu
délky 2π, urč́ıme druhou derivaci jen v následuj́ıćıch čtyřech bodech

g′′
(π

4

)
= −2 < 0, g′′

(
3π

4

)
= 2 > 0, g′′

(
5π

4

)
= −2 < 0, g′′

(
7π

4

)
= 2 > 0.

Odtud usuzujeme, že funkce g má ostrá lokálńı maxima v bodech π
4 a 5π

4 a ostrá lokálńı
minima v bodech 3π

4 a 7π
4 . Proto funkce f nabývá vzhledem k množině A vázané ostré

lokálńı maximum v bodech(
cos

π

4
, sin

π

4

)
=

(√
2

2
,

√
2

2

)
a

(
cos

5π

4
, sin

5π

4

)
=

(
−
√

2

2
,−
√

2

2

)

a vázané ostré lokálńı minimum v bodech(
cos

3π

4
, sin

3π

4

)
=

(
−
√

2

2
,

√
2

2

)
a

(
cos

7π

4
, sin

7π

4

)
=

(√
2

2
,−
√

2

2

)
. ©

Př́ıklad 4.25 Určete vázané lokálńı extrémy funkce

f(x, y, z) = 3x2 + 2y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3

vzhledem k množině

A = {(x, y, z) ∈ R3 ; z = x− y}.
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Řešeńı. Nejprve si všimněme, že nyńı hledáme vázané lokálńı extrémy funkce tř́ı proměnných
a množina A je již podmnožinou R3. Zadáńı množiny A je vlastně implicitńı. Ovšem toto
zadáńı je tak jednoduché, že ho lze chápat i jako parametrické, kde parametry jsou př́ımo
proměnné x a y, tzn. lze také psát

A = {(x, y, x− y) ; x, y ∈ R}.

Úlohu tak převedeme na hledáńı lokálńıho extrému pomocné funkce g(x, y) = f(x, y, x−y),
x, y ∈ R2. Protože

g(x, y) = 4x2 − 2xy + 3y2,

pak

∂g

∂x
(x, y) = 8x− 2y,

∂g

∂y
(x, y) = −2x+ 6y,

odkud okamžitě vypočteme, že jediný stacionárńı bod funkce g je (0, 0). Protože pro Hessovu
matici funkce g v tomto bodě, tj. pro matici

(
8 −2
−2 6

)

plat́ı 41 = 8 > 0 a 42 = 44 > 0, je podle Sylvesterova kritéria tato matice pozitivně
definitńı. Podle Věty 4.15 má funkce g v bodě (0, 0) ostré lokálńı minimum. Odtud již plyne,
že funkce f má v bodě (0, 0, 0) vzhledem k množině A ostré vázané lokálńı minimum. ©

4.2.2 Implicitńı zadáńı množiny A

Nyńı se pod́ıvejme na př́ıpad, ve kterém je množina A zadána implicitně, tzn. ve tvaru

A = {x ∈ RN ; g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gM (x) = 0}, (4.1)

kde g1, . . . , gM : RN → R jsou funkce, M ≤ N . Množina A je tedy pr̊unikem 0-hladin funkćı
g1, . . . , gM .

Následuj́ıćı věta nám dává návod, jak hledat vázané lokálńı extrémy metodou Lagran-
geových multiplikátor̊u. Ačkoliv je tvrzeńı věty na prvńı pohled trochu složitěǰśı, základńı
myšlenka je jednoduchá – body vázaných extrémů budou takové body z množiny A, ve
kterých bude gradient funkce f (tedy funkce jej́ıž extrém hledáme) lineárńı kombinaćı gra-
dient̊u funkćı g1, . . . , gM v tomto bodě – viz dále Př́ıklad 4.28 (zejména Obrázek 4.5).
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Věta 4.26 (o Lagrangeových multiplikátorech). Necht’ maj́ı funkce f, g1, . . . , gM : RN → R
(1 ≤M ≤ N) spojité parciálńı derivace prvńıho řádu na otevřené množině D ⊂ RN a v kaž-
dém bodě z množiny D má matice 

∂g1

∂x1
· · · ∂g1

∂xN
...

. . .
...

∂gM
∂x1

· · · ∂gM
∂xN

 (4.2)

hodnost rovnu M (tedy maximálńı hodnost). Uvažujme množinu A definovanou v (4.1) tak,
že A ⊂ D. Má-li funkce f v bodě a ∈ A lokálńı extrém vzhledem k množině A, pak existuj́ı
λ1, . . ., λM ∈ R tak, že

∇f(a) =
M∑
j=1

λj∇gj(a). (4.3)

Poznámka 4.27 Matice z (4.2) je vlastně Jacobiho matice vektorové funkce g : RN → RM ,
jej́ıž složky jsou po řadě funkce g1, . . ., gM .

Mı́sto d̊ukazu (který lze nalézt např. v [3]) si ilustrujme použit́ı této věty na následuj́ıćım
př́ıkladu.

Př́ıklad 4.28 Nalezněte vázané lokálńı extrémy funkce

f(x, y) =
1

2
(x2 + y2), (x, y) ∈ R2

vzhledem k množině
A = {(x, y) ∈ R2 ; 2x2 + y2 = 1}.

Řešeńı. Řešeńı této úlohy lze uhádnout. Na Obrázku 4.5 vid́ıme některé hladiny funkce f
a množinu A (zeleně), což je 0-hladina funkce g : R2 → R definované předpisem

g(x, y) = 2x2 + y2 − 1, (x, y) ∈ R2.

Podle hladin funkce f je vidět, že vzhledem k množině A nabývá funkce f svých největš́ıch
hodnot v bodech

a1 = (0, 1) , a2 = (0,−1)

a svých nejmenš́ıch hodnot v bodech

a3 =

(
1√
2
, 0

)
, a4 =

(
− 1√

2
, 0

)
.

Kromě toho jsou na Obrázku 4.5 zobrazeny gradienty funkce f (červeně) a g (modře) v těch-
to bodech. Je jasné, že gradienty funkce f a g v těchto bodech jsou kolineárńı, tzn. pro každé
i = 1, . . . , 4 existuje λi ∈ R tak, že

∇f(ai) = λi∇g(ai),

což odpov́ıdá podmı́nce (4.3). Je také vidět, že v bodě b ∈ A z Obrázku 4.5 to splněno již
neńı. ©
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x

y

A

a1

a2

a3

a4 b

Obrázek 4.5: Hladiny funkce f , množina A, gradienty funkćı f a g ve vybraných bodech
z Př́ıkladu 4.28.

Poznámka 4.29 Definujeme takzvanou Lagrangeovu funkci

L(x;λ1, . . . , λM ) = f(x)−
M∑
j=1

λjgj(x),

tedy funkci N proměnných x1, . . . , xN o M parametrech λ1, . . . , λM . Pak podmı́nka (4.3)
se dá napsat jako soustava rovnic

∂L

∂xi
(a;λ) = 0, i = 1, . . . , N,

kde λ = (λ1, . . . , λM ).

Definice 4.30 Necht’ A je dána v (4.1). Řekneme, že a ∈ A je stacionárńı bod funkce f na
A, jestliže existuj́ı tzv. Lagrangeovy multiplikátory λ1, . . ., λM ∈ R tak, že plat́ı (4.3).

Věta 4.26 tedy ř́ıká, že funkce f může mı́t vázaný lokálńı extrém vzhledem k A jen ve
stacionárńıch bodech na A. Opět muśıme nějakým zp̊usobem ověřit, jestli je stacionárńı
bod bodem vázaného extrému. K tomu nám opět poslouž́ı druhý diferenciál.
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Věta 4.31. Necht’ maj́ı funkce f, g1, . . . , gM : RN → R (1 ≤M ≤ N) spojité parciálńı deri-
vace druhého řádu v bodě a ∈ RN , který je stacionárńım bodem funkce f na A, λ1, . . . , λM
jsou jeho Lagrangeovy multiplikátory, tzn. pro každé i = 1, . . . , N plat́ı

∂L

∂xi
(a;λ) = 0.

Necht’ má matice (4.2) v bodě a hodnost rovnu M .

• Jestlǐze pro každé h ∈ RN \ {o} splňuj́ıćı

(∇gj(a), h) = 0 pro j = 1, . . . ,M,

plat́ı
d2L(a;λ)(h) > 0 (resp. < 0),

pak má funkce f v bodě a ostré lokálńı minimum (resp. maximum) vzhledem k A.

• Jestlǐze existuj́ı h[1], h[2] ∈ RN takové, že

(∇gj(a), h[i]) = 0 pro j = 1, . . . ,M, i = 1, 2

a
d2L(a;λ)(h[1]) > 0 a d2L(a, λ)(h[2]) < 0

pak f nemá v bodě a vázaný extrém vzhledem k A.

Důkaz Věty 4.31 lze nalézt třeba v [3].

Př́ıklad 4.32 Vyřešte Př́ıklad 4.28 metodou Lagrangeových multiplikátor̊u, tzn. pomoćı
Věty 4.26 a 4.31.

Řešeńı. Již v́ıme, že množina A je 0-hladina funkce g : R2 → R dané předpisem

g(x, y) = 2x2 + y2 − 1, (x, y) ∈ R2.

Zřejmě ∇g(x, y) = (4x, 2y) pro každé (x, y) ∈ R2. Pak podmı́nka plné hodnosti matice (4.2)
v tomto př́ıpadě znamená nenulovost gradientu funkce g. Vyřešeńım soustavy

4x = 0, 2y = 0

dvou rovnic o dvou neznámých zjǐst’ujeme, že gradient je nenulový všude až na počátek.
Předpoklad plné hodnosti matice (4.2) je tak splněn pro D = R2 \ {o}, přitom A ⊂ D.
Nyńı uvažujme Lagrangeovu funkci

L(x, y;λ) = f(x, y)− λg(x, y) =
1

2
(x2 + y2)− λ(2x2 + y2 − 1), (x, y) ∈ R2,

kde λ ∈ R. Urč́ıme vázané stacionárńı body a k nim odpov́ıdaj́ıćı Lagrangeovy mul-
tiplikátory. Vyřeš́ıme soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých x, y a λ

∂L

∂x
(x, y;λ) = x− 4λx = 0,

∂L

∂y
(x, y;λ) = y − 2λy = 0,

2x2 + y2 = 1.
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Úpravou dostáváme následuj́ıćı soustavu

x(1− 4λ) = 0, (I)

y(1− 2λ) = 0, (II)

2x2 + y2 = 1. (III)

Z rovnice (I) dostáváme, že plat́ı bud’ (a) x = 0, nebo (b) λ = 1
4 .

ad (a): Dosad́ıme-li do (III), plat́ı y2 = 1, tzn. dostáváme dvě řešeńı y1,2 = ±1. Dosazeńım
do (II) pak dostáváme λ1,2 = 1

2 . Dostáváme tak dvě řešeńı

a1 = (x1, y1) = (0, 1), λ1 =
1

2
,

a

a2 = (x2, y2) = (0,−1), λ2 =
1

2
.

ad (b): Dosazeńım λ = 1
4 do (II) dostáváme y = 0. Dosazeńım do (III) dostaneme 2x2 = 1,

tzn. máme dvě řešeńı x3,4 = ± 1√
2
. Takto máme daľśı dvě řešeńı

a3 = (x3, y3) =

(
1√
2
, 0

)
, λ3 =

1

4
,

a

a4 = (x4, y4) =

(
− 1√

2
, 0

)
, λ4 =

1

4
.

Nyńı vyšetř́ıme, zda funkce f má v bodech ai, i = 1, . . . , 4 vázaný lokálńı extrém
vzhledem k A – a to podle Věty 4.31.

K tomu nejprve vypočteme Hessovu matici Lagrangeovy funkce

∇2L(x, y;λ) =

(
1− 4λ 0

0 1− 2λ

)
.

ad (1): Bod a1 = (0, 1) s multiplikátorem λ1 = 1
2 : Podmı́nka

(∇g(a1), h) = 0

pro h = (h1, h2) ∈ R2 je ekvivalentńı s rovnost́ı

4 · 0 · h1 + 2 · 1 · h2 = 0,

tzn. h2 = 0. Tuto podmı́nku tedy splňuj́ı všechny vektory ve tvaru

h = (h1, 0), h1 ∈ R,

což jsou vektory kolmé na gradient funkce g v bodě a1 a jedná se o
”
směrové vektory tečny

k množině A v bodě a1“ – viz Obrázek 4.5. Pro tyto vektory plat́ı

d2L(a1;λ1)(h) = −h2
1.

Kvadratickou formu na levé straně lze chápat jako formu o jedné proměnné h1. Tato forma
je negativně definitńı, protože d2L(a1;λ1)(h) < 0 pro každé h = (h1, 0), h1 ∈ R \ {0}. Tedy
podle Věty 4.31 má funkce f v bodě a1 ostré lokálńı maximum vzhledem k množině A.
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ad (2): Bod a2 = (0,−1) s multiplikátorem λ2 = 1
2 : Podmı́nka

(∇g(a2), h) = 0

pro h = (h1, h2) ∈ R2 je ekvivalentńı s rovnost́ı

4 · 0 · h1 − 2 · 1 · h2 = 0,

tzn. h2 = 0. Dostáváme pak pro tyto vektory

d2L(a2;λ2)(h) = −h2
1,

tedy podobně jako v předchoźım př́ıpadě má podle Věty 4.31 funkce f v bodě a2 ostré
lokálńı maximum vzhledem k množině A.
ad (3): Bod a3 =

(
1√
2
, 0
)

s multiplikátorem λ3 = 1
4 : Podmı́nka

(∇g(a3), h) = 0

pro h = (h1, h2) ∈ R2 je ekvivalentńı s rovnost́ı

4√
2
· h1 + 2 · 0 · h2 = 0,

tzn. h1 = 0. Dostáváme pak pro tyto vektory

d2L(a3;λ3)(h) =
1

2
h2

2.

Podle Věty 4.31 funkce f má v bodě a3 ostré lokálńı minimum vzhledem k množině A.

ad (4): Bod a4 =
(
− 1√

2
, 0
)

s multiplikátorem λ4 = 1
4 : Podmı́nka

(∇g(a4), h) = 0

pro h = (h1, h2) ∈ R2 je ekvivalentńı s rovnost́ı

− 4√
2
· h1 + 2 · 0 · h2 = 0,

tzn. opět h1 = 0. Dostáváme pak pro tyto vektory

d2L(a4;λ4)(h) =
1

2
h2

2.

Podle Věty 4.31 funkce f má v bodě a4 ostré lokálńı minimum vzhledem k množině A. ©

4.3 Globálńı (absolutńı) extrémy

Tento pojem již známe – jde o pouhou největš́ı/nejmenš́ı funkčńı hodnotu dané funkce na
dané množině – viz Definici 2.13.

Definice 4.33 Souhrnně globálńımu maximu a mininu ř́ıkáme globálńı extrém.
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Nav́ıc již známe jednoduchou postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci globálńıch extrémů –
je to Důsledek 2.63. V následuj́ıćı větě tuto postačuj́ıćı podmı́nku pouze doplńıme o daľśı
užitečnou informaci.

Věta 4.34. Necht’ f : RN → R, A ⊂ D(f) je kompaktńı. Pak f nabývá na A svého globál-
ńıho maxima i minima. Funkce nabývá globálńı extrém bud’ uvnitř v bodě lokálńıho extrému
nebo na hranici.

Poznámka 4.35 Tvrzeńı Věty 4.34 nám dává praktický návod k určeńı globálńıho extrému.
Stač́ı vyšetřit body z množin intA a ∂A:

• intA: stacionárńı body a body, ve kterých funkce nemá některou z parciálńıch derivaćı
– a určit v těchto bodech funkčńı hodnotu. K tomu použijeme kapitolu o lokálńıch
extrémech.

• ∂A: stacionárńı body funkce f vzhledem k množině A a body ve kterých Lagrangeova
funkce nemá některou z parciálńıch derivaćı – a určit v těchto bodech funkčńı hodnotu.
K tomu použijeme některé poznatky o vázaných extrémech.

Nakonec porovnáme źıskané funkčńı hodnoty a urč́ıme největš́ı a nejmenš́ı z nich. To bude
globálńı maximum a globálńı minimum funkce f na množině A.

Př́ıklad 4.36 Vypočtěte maximum a minimum funkce

f(x, y) = xy

na množině
A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 2y2 ≤ 1}.

Řešeńı. Nejprve vyšetřeme stacionárńı body funkce v množině

intA = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + 2y2 < 1}

viz Obrázek 4.6a. Řeš́ıme soustavu rovnic

∂f

∂x
(x, y) = y = 0,

∂f

∂y
(x, y) = x = 0,

která má jediné řešeńı (x0, y0) = (0, 0). Tento bod lež́ı v intA, zapamatujme si proto hodnotu

f(0, 0) = 0.

Nyńı se pod́ıvejme na množinu

∂A = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + 2y2 = 1}.

Je jasné, že jde o elipsu – viz Obrázek 4.6b. Tato množina je zadaná implicitně (ale šlo by
ji jednoduše zadat i parametricky). Stač́ı určit stacionárńı body funkce f na A a vypoč́ıtat
funkčńı hodnoty funkce f v těchto bodech. Lagrangeova funkce je pak definovaná předpisem

L(x, y;λ) = xy − λ(x2 + 2y2 − 1).
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Řešme soustavu

∂L

∂x
(x, y;λ) = y − 2λx = 0, (I)

∂L

∂y
(x, y;λ) = x− 4λy = 0, (II)

x2 + 2y2 = 1. (III)

Z prvńıch dvou rovnic můžeme odvodit, že plat́ı

y(1− 8λ2) = 0.

Jsou tedy dvě možnosti: (a) y = 0 nebo (b) λ2 = 1
8 .

(a) Z rovnice (II) dostáváme x = 0 a dosazeńım do rovnice (II) dostáváme 02 + 2 · 02 = 1,
což nemůže platit. Tato cesta nám žádné řešeńı nepřinesla.

(b) Necht’ λ = 1
2
√

2
. Pak z rovnice (II) máme x =

√
2y a dosazeńım do (III) dostáváme

y2 = 1
4 . Dostáváme tak dvě řešeńı

(x1, y1) =

(√
2

2
,
1

2

)
a (x2, y2) =

(
−
√

2

2
,−1

2

)
.

Pro λ = − 1
2
√

2
postupujeme úplně stejně a dostáváme daľśı řešeńı

(x3, y3) =

(
−
√

2

2
,
1

2

)
a (x4, y4) =

(√
2

2
,−1

2

)
.

Funkčńı hodnoty funkce f v těchto čtyřech bodech jsou po řadě

1√
2
,

1√
2
, − 1√

2
, − 1√

2
.

Porovnáme-li vypoč́ıtané funkčńı hodnoty, pak dostáváme, že funkce f nabývá na množině
A své největš́ı hodnoty 1√

2
(v bodech (x1, y1) a (x2, y2)) a nejmenš́ı hodnoty − 1√

2
(v bodech

(x3, y3) a (x4, y4)). ©

x

y

intA

1

1
2

−1
2

−1

(a) Množina intA.

x

y

∂A

1

1
2

−1
2

−1

(b) Množina ∂A.

Obrázek 4.6: Množina A z Př́ıkladu 4.36.
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Př́ıklad 4.37 Vypočtěte největš́ı a nejmenš́ı funkčńı hodnotu funkce

f(x, y) = x2 − xy + y2, (x, y) ∈ R2

na množině

A = {(x, y) ∈ R2 ; |x|+ |y| ≤ 1}.

Řešeńı. Nejprve vyšetřeme stacionárńı body funkce v množině

intA = {(x, y) ∈ R2 ; |x|+ |y| < 1}

viz Obrázek 4.7a. Řeš́ıme soustavu rovnic

∂f

∂x
= 2x− y = 0,

∂f

∂y
= 2y − x = 0,

z čehož okamžitě vid́ıme y = 2x a x = 2y. To je splněno právě pro (x, y) = (0, 0), který
lež́ı v intA (pozor tuto inkluzi je vždy potřeba ověřit!). Zapamatujeme si funkčńı hodnotu
v tomto bodě, což je

f(0, 0) = 0.

Nyńı se pod́ıvejme na množinu

∂A = {(x, y) ∈ R2 ; |x|+ |y| = 1}.

Je potřeba si tuto množinu načrtnout. Třeba tak, že uvažujeme části této množiny v jednot-
livých kvadrantech. Např. v prvńım kvadrantu plat́ı x ≥ 0, y ≥ 0, tzn. pr̊unik ∂A s prvńım
kvadrantem je množina daná podmı́nkami

x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ x+ y = 1,

což je úsečka s krajńımi body (1, 0) a (0, 1). Takto postupujeme s daľśımi kvadranty a dostá-
váme, že ∂A je čtverec o vrcholech (1, 0), (0, 1), (−1, 0) a (0,−1), viz Obrázek 4.7b. Množinu
si rozsekáme na úsečky (a), (b), (c) a (d) – viz zmı́něný obrázek.

(a) Prvńı úsečka je množina uspořádaných dvojic (x, y) daná vztahy

y = −1− x, x ∈ [−1, 0].

Definujeme pomocnou funkci

ga(x) = f(x,−1− x), x ∈ [−1, 0].

Tuto funkci uvažujeme kv̊uli tomu, že nabývá právě všech hodnot co funkce f na
úsečce (a). Z toho ovšem plyne, že největš́ı, resp. nejmenš́ı funkčńı hodnota funkce ga
na intervalu [−1, 0] je největš́ı, resp. nejmenš́ı funkčńı hodnota funkce f na úsečce (a).
Funkce ga nabývá globálńı extrémy bud’ uvnitř intervalu (−1, 0) ve svém stacionárńım
bodě, nebo v krajńıch bodech x = −1 a x = 0. Protože

ga(x) = x2 − x(−1− x) + (−1− x)2 = 3x2 + 3x+ 1,
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pak

g′a(x) = 6x+ 3

a tedy stacionárńı bod je x = −1
2 ∈ (−1, 0). Funkce ga může mı́t globálńı extrém na

intervalu [−1, 0] v bodech

x = −1, x = −1

2
, x = 0.

Z toho plyne, že f může nabývat extrému na úsečce (a) v bodech

(−1, 0),

(
−1

2
,−1

2

)
, (0,−1).

Plat́ı

f(−1, 0) = 1, f

(
−1

2
,−1

2

)
=

1

4
, f(0,−1) = 1.

Stejně budeme postupovat na daľśıch částech ∂A.

(b) Druhá úsečka je množina ve tvaru

{(x, y) ∈ R2 ; y = x− 1, x ∈ [0, 1]}.

Definujeme gb(x) = f(x, x− 1), x ∈ [0, 1] a poč́ıtáme dále. V této části dostáváme

f(0,−1) = 1, f

(
1

2
,−1

2

)
=

3

4
, f(1, 0) = 1.

(c) Na třet́ı úsečce

{(x, y) ∈ R2 ; y = −x+ 1, x ∈ [0, 1]}

dostáváme

f(0, 1) = 1, f

(
1

2
,
1

2

)
=

1

4
, f(1, 0) = 1.

(d) Konečně na posledńı úsečce

{(x, y) ∈ R2 ; y = x+ 1, x ∈ [−1, 0]}

dostáváme

f(−1, 0) = 1, f

(
−1

2
,
1

2

)
=

3

4
, f(0, 1) = 1.

Pod́ıváme-li se na všechny doposud vypoč́ıtané funkčńı hodnoty funkce f na množině A
podezřelé z globálńıho extrémismu, dostáváme

min
A
f = 0, max

A
f = 1. ©

Mnohdy hledáme extrémy funkćı v́ıce proměnných na celém RN . K dispozici máme
následuj́ıćı větu.
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x

y

intA

1

1

−1

−1

(a) Množina intA.

x

y

∂A

1

1

−1

−1

(c)(d)

(a) (b)

(b) Množina ∂A.

Obrázek 4.7: Množina A z Př́ıkladu 4.37.

Věta 4.38. Necht’ f : RN → R je spojitá na RN a plat́ı

lim
‖x‖→∞

f(x) =∞.

Pak f nabývá svého globálńıho minima vzhledem k RN a to v některém z bod̊u lokálńıho
extrému. Nav́ıc, pokud f má všechny parciálńı derivace prvńıho řádu ve všech bodech z RN ,
pak f nabývá svého globálńıho minima v některém ze stacionárńıch bod̊u.

D̊ukaz. Podle limitńıho předpokladu k č́ıslu K = f(o) existuje Uδ(o) takové, že pro každé
x ∈ RN taková, že ‖x‖ ≥ δ plat́ı f(x) > K = f(o). Odtud plyne, že pokud nabývá funkce
f svého globálńıho minima vzhledem k množině Uδ(o), jde o globálńı minimum vzhledem
k celému RN . Ale podle Věty 4.34 funkce f skutečně nabývá globálńıho minima vzhledem
k množině Uδ(o). 2

Ukažme si nyńı aplikaci právě vyložené teorie na velmi praktický problém, ve kterém
chceme k daným bod̊um v rovině naj́ıt př́ımku, která je jim v jistém smyslu nejbĺıže. Je
pravda, že je ho možno vyřešit daleko rychleji prostředky lineárńı algebry, naši metodu lze
ovšem zobecnit i na aproximaci složitěǰśımi křivkami.

Př́ıklad 4.39 (metoda nejmenš́ıch čtverc̊u) Jsou dány body v rovině

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) ∈ R2,

kde n ∈ N, n > 1, xi 6= xj pro i, j = 1, . . . , n, i 6= j – viz Obrázek 4.8. Nalezněte př́ımku,
která je těmto bod̊um

”
nejbĺıže“.

Řešeńı. Je nutno konstatovat, že zadáńı př́ıkladu neńı korektńı. Neńı totiž jasné, jakým
zp̊usobem zjist́ıme, která př́ımka je bod̊um bĺıže než jiná. Těch zp̊usob̊u je totiž v́ıce. My
zvoĺıme následuj́ıćı pravidlo: Pro danou př́ımku o rovnici

y = ax+ b,

kde a, b ∈ R definujeme jej́ı vzdálenost od zadaných bod̊u jako č́ıslo

(ax1 + b− y1)2 + (ax2 + b− y2)2 + · · ·+ (axn + b− yn)2 =

n∑
i=1

(axi + b− yi)2.
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A bude nás zaj́ımat taková př́ımka, pro kterou je toto č́ıslo nejmenš́ı. Tento součet má
pěkný geometrický význam. Pro danou př́ımku jde o součet obsah̊u čtverc̊u o délce strany
|axi + b− yi|, viz Obrázek 4.8. Naš́ım úkolem je tedy naj́ıt rovnici př́ımky y = ax+ b, tedy
hodnoty parametr̊u a a b, pro něž funkce

f(a, b) =
n∑
i=1

(axi + b− yi)2, (a, b) ∈ R2

nabývá nejmenš́ı hodnoty.
Nejprve je třeba ověřit, že takové globálńı minimum existuje. Je okamžitě vidět, že f

je spojitá a má spojité derivace všech řád̊u na celém R2. A dá trochu práce ověřit, že také
plat́ı

lim
‖(a,b)‖→∞

f(a, b) =∞.

Podle Věty 4.38 pak funkce nabývá svého globálńıho minima vzhledem k celému RN a to
v nějakém stacionárńım bodě. Určeme tedy stacionárńı body. Řeš́ıme soustavu o neznámých
a a b:

∂f

∂a
(a, b) = 2

n∑
i=1

(axi + b− yi) · xi = 0,

∂f

∂b
(a, b) = 2

n∑
i=1

(axi + b− yi) = 0.

Tu lze upravit na soustavu

a
n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xiyi,

a
n∑
i=1

xi + b · n =
n∑
i=1

yi.

Označme matici této soustavy jako A. Jej́ı determinant je roven č́ıslu

detA = n
n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2

.

Lze dokázat pravdivost následuj́ıćıho výroku:

∀n ∈ N, n > 1 ∀x1, x2, . . . , xn ∈ R, x1 6= x2 : n

n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2

> 0.

Důkaz je ponechán čtenáři jako užitečné zopakováńı si metody d̊ukazu matematickou in-
dukćı. Dı́ky tomu je ale naše soustava rovnic vždy řešitelná a má jediné řešeńı (ã, b̃) (třeba
pomoćı Cramerova pravidla), kde

ã =

n
n∑
i=1

xiyi −

(
n∑
i=1

xi

)(
n∑
i=1

yi

)

n

n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2
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Obrázek 4.8: Zadané body s proloženou př́ımkou a čtverci z Př́ıkladu 4.39.

a

b̃ =

(
n∑
i=1

x2
i

)(
n∑
i=1

yi

)
−

(
n∑
i=1

xiyi

)(
n∑
i=1

xi

)

n
n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2 .

Dostali jsme tak jediný stacionárńı bod.
Závěr: Hledaná př́ımka má rovnici y = ãx+ b̃. Jej́ı graf, pak lze vidět na Obrázku 4.8. ©



Kapitola 5

Č́ıselné řady

Nyńı se budeme zabývat sč́ıtáńım nekonečného množstv́ı č́ısel, konkrétně součtem všech
člen̊u nějaké posloupnosti reálných č́ısel. Zaj́ımá nás, jak pro danou posloupnost {an}∞n=1

smysluplně definovat výraz
a1 + a2 + a3 + · · ·

a jak s ńım dále pracovat, tedy zda pro
”
nekonečné součty“ plat́ı stejná pravidla jako pro

součty konečného počtu sč́ıtanc̊u. Takové otázky se datuj́ı až do starověku a jejich špatné
uchopeńı vede na r̊uzné paradoxy – vygooglete si asi nejznáměǰśı paradox o Achillovi a želvě.
A neńı to jen taková matematicko-filozofická hř́ıčka. S nekonečnými řadami se nevědomky
setkáváme již na základńı škole. Desetinný zápis reálného č́ısla totiž neńı nic jiného než
zápis součtu jisté č́ıselné řady – viz dále.

5.1 Definice a základńı vlastnosti

Definice 5.1 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. (Nekonečnou) č́ıselnou řadou
nazýváme symbol

∞∑
n=1

an nebo a1 + a2 + · · · .

Posloupnost {sn}∞n=1 reálných č́ısel definovanou

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + a2 + · · ·+ an, . . .

nazýváme posloupnost́ı částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an. Rozlǐsujeme tři př́ıpady:

• Existuje-li vlastńı limita lim
n→∞

sn = s, ř́ıkáme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje a má

součet s.

• Existuje-li nevlastńı limita lim
n→∞

sn = ±∞, ř́ıkáme, že řada diverguje k ±∞.

• Neexistuje-li lim
n→∞

sn, ř́ıkáme, že řada osciluje.

Poznámka 5.2

(a) Př́ımo z definice vid́ıme, jakým zp̊usobem jsme zvolili
”
sečteńı nekonečného počtu

č́ısel“. Vezmeme si prvńı člen a1, k němu přičteme druhý člen a2, k tomuto součtu

127
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přičteme třet́ı člen a3, atd. Pak se d́ıváme, co se s t́ımto
”
částečným“ součtem děje.

Je třeba zd̊uraznit, že toto neńı jediný zp̊usob sč́ıtáńı nekonečného počtu č́ısel, i když
jde asi o ten nejpřirozeněǰśı. Zmiňme jiný zp̊usob, např. Cesàrovu sumaci, kde kon-
vergence řady neńı podmı́něna konvergenćı posloupnosti částečných součt̊u {sn}∞n=1,
ale konvergenćı posloupnosti {

1

n

n∑
k=1

sk

}∞
n=1

.

Dá se dokázat, že řady konvergentńı ve smyslu Definice 5.1 jsou konvergentńı i ve
smyslu Cesàrově a součty jsou stejné.

(b) Nemá-li {sn}∞n=1 vlastńı limitu, ř́ıkáme souhrnně, že řada
∑∞

n=1 an diverguje.

(c) Symbol
∑∞

n=1 an bude mı́t dvoj́ı význam. Jednak bude označovat řadu samotnou,
a pokud tato řada konverguje či diverguje k ±∞, označuje nav́ıc i jej́ı součet (bude
to tedy č́ıslo z R∗).

(d) Někdy je výhodněǰśı indexovat sč́ıtance v řadě již od nuly, tzn. uvažujeme ještě
”
nultý

člen“ posloupnosti a0 a následně řadu

∞∑
n=0

an nebo a0 + a1 + a2 + · · · .

Jde pouze o
”
posunut́ı“ indexu; sč́ıtanc̊u je pořád

”
stejně mnoho“ (přesně: tolik, kolik

je přirozených č́ısel – ř́ıká se spočetně mnoho). Např. geometrická řada se zapisuje
bud’ jako

∞∑
n=1

aqn−1 = a+ aq + aq2 + · · · nebo

∞∑
n=0

aqn = a+ aq + aq2 + · · · .

Vid́ıme, že v obou př́ıpadech sč́ıtáme ta samá č́ısla, a v tom samém pořad́ı (lze je tedy
při troše dobré v̊ule chápat za totožné). Podobně můžeme řady indexovat poč́ınaje
libovolným celým č́ıslem.

Př́ıklad 5.3 Vyšetřete konvergenci geometrické řady, tzn. řady ve tvaru

∞∑
n=1

aqn−1 = a+ aq + aq2 + aq3 + · · · ,

kde a, q ∈ R, a 6= 0.

Řešeńı. Jestliže q = 1, plat́ı

sn = a+ a+ · · ·+ a = na→∞ · sgn a, pro n→∞.

Pokud q 6= 1, pak lze psát

sn = a+ aq + · · ·+ aqn−1 = a(1 + q + · · ·+ qn−1)

= a(1 + q + · · ·+ qn−1)
1− q
1− q

= a
1− qn

1− q
.
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Stač́ı jen vyšetřit limitu posloupnosti {sn}∞n=1 vzhledem k parametru q, přitom se použije
znalost́ı źıskaných např. v [13]. Nakonec dostáváme

lim
n→∞

sn =


∞ · sgn a pro q ≥ 1,
a

1−q pro |q| < 1,

neexistuje pro q ≤ −1.

Závěr: Geometrická řada konverguje k a
1−q pro |q| < 1, diverguje k ∞ · sgn a pro q ≥ 1

a osciluje pro q ≤ −1. ©

Př́ıklad 5.4 Dokažte, že harmonická řada, tzn. řada

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·

diverguje.

Řešeńı. Označme {sn}∞n=1 posloupnost jej́ıch částečných součt̊u. Protože

sn+1 = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
+

1

n+ 1
= sn +

1

n+ 1
> sn > 0

pro všechna n ∈ N, je {sn}∞n=1 rostoućı posloupnost kladných č́ısel, tzn. má kladnou limitu;
označme ji s ∈ (0,∞]. Dokážeme, že s = ∞. Uvažujme podposloupnost {s2n}∞n=1, jej́ıž
limita je rovna také s. Pro každé n ∈ N plat́ı

s2n+1 = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2n
+

1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ · · ·+ 1

2n+1

= s2n +
1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ · · ·+ 1

2n+1
= s2n +

1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ · · ·+ 1

2 · 2n

≥ s2n +
1

2 · 2n
+

1

2 · 2n
+ · · ·+ 1

2 · 2n︸ ︷︷ ︸
2n×

= s2n +
2n

2 · 2n
= s2n +

1

2
.

Přejdeme-li na obou stranách s n→∞, máme

s ≥ s+
1

2
.

Žádné reálné č́ıslo tuto nerovnost nesplňuje, přitom pro s =∞ nerovnost plat́ı. ©

Př́ıklad 5.5 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Řešeńı. Pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky lze vypoč́ıtat, že pro všechna n ∈ N plat́ı

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.
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Odtud vid́ıme, že pro posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1 plat́ı

sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

=
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Pak lim
n→∞

sn = 1 a tedy řada konverguje a má součet roven č́ıslu 1. ©

Poznámka 5.6 Řadu v Př́ıkladu 5.5 jsme byli schopni vyjádřit ve tvaru

∞∑
n=1

(cn − cn+1) ,

kde

cn =
1

n
, n ∈ N.

Pro obecnou posloupnost {cn}∞n=1 se těmto řadám ř́ıká teleskopické a jejich součet se spoč́ıtá
velmi jednoduše. A to proto, že jej́ı n-tý částečný součet je roven

(c1 − c2) + (c2 − c3) + · · ·+ (cn − cn+1) = c1 − cn+1.

Odtud již vid́ıme, že teleskopická řada konverguje právě tehdy, když konverguje posloupnost
{cn}∞n=1. Přitom, pokud konverguje, plat́ı

∞∑
n=1

(cn − cn+1) = c1 − lim
n→∞

cn.

Ukázali jsme si pár jednoduchých př́ıklad̊u, ve kterých jsme vypoč́ıtali limity posloup-
nost́ı částečných součt̊u řad. To v nás může vyvolat klamnou představu, že je to normálńı
jev. Ve skutečnosti je tomu právě naopak. Většinou nejsme schopni z definice spoč́ıtat
součet řady. Ovšem nám bude stačit umět odpovědět na následuj́ıćı otázku: zda je či neńı
řada konvergentńı. Ukážeme si několik (těch nejjednodušš́ıch a nejznáměǰśıch) zp̊usob̊u, jak
rozhodnout o konvergenci či divergenci zadané řady.

Začněme nutnou podmı́nkou konvergence, která se použ́ıvá pro dokázáńı divergence
řady.

Věta 5.7 (nutná podmı́nka konvergence). Jestlǐze řada
∑∞

n=1 an konverguje, pak

lim
n→∞

an = 0.

D̊ukaz. Podle předpokladu je posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1 řady
∑∞

n=1 an kon-
vergentńı, označme lim

n→∞
sn = s ∈ R. Protože an = sn − sn−1 pro n ∈ N, n ≥ 2, plat́ı

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = s− s = 0,

kde jsme v předposledńı rovnosti využili větu o aritmetice konvergentńıch posloupnost́ı. 2

Jak je zd̊urazněno i názvem Věty 5.7, opačná implikace v této větě obecně neplat́ı.
Tzn. existuj́ı řady, které nutnou podmı́nku splňuj́ı, ale diverguj́ı, viz Př́ıklad 5.4. Nelze tedy
dedukovat konvergenci řady zjǐstěńım, že posloupnost jej́ıch člen̊u jde k nule!!!
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Př́ıklad 5.8 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

n5 + 5n4 + 1

5n5 + 100n+ 2
.

Řešeńı. Protože

lim
n→∞

n5 + 5n4 + 1

5n5 + 100n+ 2
=

1

5
6= 0,

podle nutné podmı́nky konvergence (Věta 5.7) řada nemůže konvergovat; řada tedy diver-
guje. Na tomto mı́stě je třeba znovu zd̊uraznit, že pokud by nám limita vyšla nulová, nic
by to o konvergenci či divergenci řady neř́ıkalo! ©

Nyńı si představme daľśı variantu Bolzanovy–Cauchyovy věty, tentokrát pro konvergenci
č́ıselné řady. Budeme ji použ́ıvat zejména v d̊ukazech.

Věta 5.9 (Bolzanova–Cauchyova nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence). Řada∑∞
n=1 an konverguje právě tehdy, když

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, n0 ≤ m < n : |am+1 + am+2 + · · ·+ an| < ε.

D̊ukaz. Podle definice řada
∑∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když konverguje posloupnost
jej́ıch částečných součt̊u {sn}∞n=1. Ta je pak podle Bolzanovy–Cauchyovy věty pro posloup-
nosti ekvivalentńı s t́ım, že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé m,n ∈ N,
n0 ≤ m < n plat́ı

|sn − sm| < ε.

Přitom pro m < n plat́ı

|sn − sm| = |a1 + · · ·+ an − (a1 + · · ·+ am)| = |am+1 + am+2 + · · ·+ an|. 2

Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že konečně mnoho člen̊u nemá vliv na konvergenci, resp.
divergenci řady. Stejnojmenná věta plat́ı i pro limity posloupnost́ı – ovšem u posloupnost́ı
nemá konečný počet člen̊u vliv ani na hodnotu limity. V tomto př́ıpadě ale na výsledný
součet maj́ı vliv všechny nenulové členy řady. Asi netřeba zd̊urazňovat d̊uležitost této věty.
Dı́ky ńı si můžeme předefinovat libovolný konečný počet člen̊u řady, aniž by to mělo vliv
na konvergenci/divergenci.

Věta 5.10 (o invarianci). Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou posloupnosti reálných č́ısel takové,
že

an = bn pro s.v. n ∈ N.

Pak
∑∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když konverguje
∑∞

n=1 bn.

D̊ukaz. Necht’ n0 ∈ N je takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı an = bn. Označme
{sn}∞n=1 a {tn}∞n=1 posloupnosti částečných součt̊u řad

∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn. Pak pro každé

n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

sn − sn0 = an0+1 + · · ·+ an = bn0+1 + · · ·+ bn = tn − tn0 ,
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tzn.
sn = tn + (sn0 − tn0).

Tedy existuje-li vlastńı limita posloupnosti {tn}∞n=1, existuje i vlastńı limita posloupnosti
{sn}∞n=1, a naopak. 2

Pod́ıvejme se, jak je to se sč́ıtáńım řad a násobeńım řady jedńım č́ıslem.

Věta 5.11 (o linearitě).

(a) Necht’
∑∞

n=1 an je řada, k ∈ R, k 6= 0. Pak
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 kan konverguj́ı nebo
diverguj́ı současně. V př́ıpadě, že konverguj́ı, plat́ı

∞∑
n=1

kan = k

( ∞∑
n=1

an

)
.

(b) Jestlǐze jsou řady
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn konvergentńı, pak
∑∞

n=1 (an + bn) je také kon-
vergentńı a plat́ı

∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn.

D̊ukaz. ad (a): Označme {sn}∞n=1 a {tn}∞n=1 posloupnosti částečných součt̊u řad
∑∞

n=1 an a∑∞
n=1 kan. Pak

tn =
n∑
i=1

kai = k
n∑
i=1

ai = ksn

pro všechna n ∈ N. Tedy posloupnost {tn}∞n=1 má vlastńı limitu t právě tehdy, když {sn}∞n=1

má vlastńı limitu s, a pokud obě konverguj́ı, pak t = ks.
ad (b): Označme {sn}∞n=1, {tn}∞n=1 a {un}∞n=1 posloupnosti částečných součt̊u řad

∑∞
n=1 an,∑∞

n=1 bn a
∑∞

n=1 (an + bn). Pro všechna n ∈ N plat́ı

un = sn + tn.

Protože posloupnosti {sn}∞n=1 a {tn}∞n=1 konverguj́ı, konverguje i {un}∞n=1, a plat́ı

lim
n→∞

un = lim
n→∞

sn + lim
n→∞

tn. 2

Nyńı se pod́ıvejme, zda pro součet nekonečného počtu reálných č́ısel plat́ı asociativńı
zákon. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že je třeba opatrnosti.

Př́ıklad 5.12 Uvažujme tzv. Grandiho řadu

∞∑
n=1

(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 + · · · .

Pak se můžeme pokusit spoč́ıtat jej́ı součet následuj́ıćım zp̊usobem:

1− 1 + 1− 1 + · · · = (1− 1) + (1− 1) + · · · = 0,

ale třeba také takto

1− 1 + 1− 1 + · · · = 1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · = 1.
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Docháźıme k dvěma r̊uzným výsledk̊um. V čem je chyba? Problém je v chybném předpokladu
platnosti asociativńıho zákona pro sč́ıtáńı nekonečného počtu č́ısel. Ten totiž plat́ı pouze pro
konvergentńı řady (viz dále Větu 5.13). Přitom se lze snadno přesvědčit o tom, že Grandiho
řada diverguje (osciluje). ©

Věta 5.13 (asociativńı zákon pro konvergentńı řady). Necht’
∑∞

n=1 an je konvergentńı řada,
{kn}∞n=1 je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel. Položme k0 = 0 a pro n ∈ N označme

bn = akn−1+1 + akn−1+2 + · · ·+ akn .

Pak řada
∑∞

n=1 bn konverguje a plat́ı

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

an.

D̊ukaz. Necht’ {sn}∞n=1 je posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an. Pak vybraná po-
sloupnost {skn}

∞
n=1 z posloupnosti {sn}∞n=1 je posloupnost́ı částečných součt̊u řady

∑∞
n=1 bn.

Protože {sn}∞n=1 konverguje, muśı konvergovat i jej́ı podposloupnost a limity jsou stejné.
2

Poznámka 5.14 Předchoźı věta ř́ıká, že konvergentńı řadu lze libovolně přezávorkovat
a jej́ı součet se nezměńı, tzn. konverguje-li řada a1 + · · ·+ an + · · · , pak konverguje i řada

(a1 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + · · ·+ ak2) + (ak2+1 + · · ·+ ak3) + · · ·

a jejich součet je stejný.

5.2 Řady s nezápornými členy

Pojd’me se nyńı systematicky zabývat otázkou jak efektivně zjǐst’ovat konvergenci řad. Pro
jednoduchost se budeme nejprve zabývat řadami, jejichž členy jsou nezáporné (resp. kladné).

Definice 5.15 Je-li an ≥ 0 pro všechna n ∈ N, nazývá se řada
∑∞

n=1 an řadou s nezá-
pornými členy. Podobně řadou s kladnými členy rozumı́me řadu

∑∞
n=1 an, kde an > 0 pro

všechna n ∈ N.

Jednoduchost těchto řad je také vyjádřena v následuj́ıćı větě.

Věta 5.16. Řada s nezápornými členy bud’ konverguje (a má nezáporný součet) nebo diver-
guje k ∞. Konverguje právě tehdy, když jej́ı posloupnost částečných součt̊u je ohraničená.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z faktu, že posloupnost částečných součt̊u řady s nezápornými členy
je neklesaj́ıćı, tedy monotónńı. Kromě toho jde o posloupnost s nezápornými členy, tedy jej́ı
limita je bud’ nezáporné č́ıslo (pokud posloupnost konverguje) nebo∞ (v opačném př́ıpadě).
Přitom konverguje právě tehdy, když je ohraničená. 2
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Poznámka 5.17 (geometrická interpretace součtu řady) Řadu s nezápornými či kladnými
členy lze jednoduše chápat jako součet nekonečného počtu obsah̊u obdélńık̊u o stranách
an a 1, viz Obrázek 5.1 s grafem posloupnosti {an}∞n=1. Vzniklý obrazec je možno podle
potřeby uvažovat také

”
posunutý doprava o jedničku“ (viz Obrázek 5.2a). Čtenář si sám

může představit, jak je to s geometrickým významem řad s libovolnými členy.

1

a1

2

a2

3

a3

4

a4

5

a5

6

a6

7

a7

8

a8

9

a9

n

an

Obrázek 5.1: Geometrický význam součtu řady s nezápornými členy

Nyńı se pod́ıvejme jak efektivně zjǐst’ovat konvergenci. Začněme tzv. srovnávaćımi kritérii,
ve kterých vždy potřebujeme jinou řadu, o jej́ıž konvergenci/divergenci již v́ıme.

Věta 5.18 (1. srovnávaćı kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými
členy a

an ≤ bn pro s.v. n ∈ N.

Pak plat́ı

(i) jestlǐze
∑∞

n=1 bn konverguje, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(ii) jestlǐze
∑∞

n=1 an diverguje, pak
∑∞

n=1 bn diverguje.

D̊ukaz. ad (i): Vzhledem k větě o invarianci (Věta 5.10) můžeme předpokládat, že nerovnost

an ≤ bn

plat́ı pro všechna n ∈ N. Označme {sn}∞n=1, {tn}∞n=1 posloupnosti částečných součt̊u řad∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn. Pak

sn ≤ tn
pro všechna n ∈ N. Jestliže

∑∞
n=1 bn konverguje, pak {tn}∞n=1 je ohraničená a je tedy

ohraničená i {sn}∞n=1, tzn. řada
∑∞

n=1 an konverguje.
ad (ii): Jde o obměnu (i). 2

Srovnávaćı kritérium nás vede k následuj́ıćı definici.

Definice 5.19 Plat́ı-li pro dvojici řad s nezápornými členy
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn nerovnosti

an ≤ bn pro s.v. n ∈ N,

ř́ıkáme, že
∑∞

n=1 bn je majorantńı k řadě
∑∞

n=1 an a naopak, že
∑∞

n=1 an je minorantńı
k řadě

∑∞
n=1 bn.
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Jazykem Definice 5.19 si můžeme Větu 5.18 pamatovat tak, že najdeme-li k vyšetřované
řadě majorantńı řadu, která je nav́ıc konvergentńı, pak je i naše p̊uvodńı řada konvergentńı.
Naopak, najdeme-li k vyšetřované řadě minorantńı řadu, která je nav́ıc divergentńı, pak je
i naše p̊uvodńı řada divergentńı. Chápeme-li součet řady s nezápornými členy jako obsah
útvaru z Obrázku 5.1, lze tato tvrzeńı interpretovat i geometricky. Totiž obsah útvaru, který
je součtem majorantńı řady, je vždy věťśı (nebo roven) obsahu útvaru, který je roven součtu
minorantńı řady. Je tedy logické, že pokud obsah útvaru odpov́ıdaj́ıćı majorantńı řadě je
konečný, muśı být obsah útvaru odpov́ıdaj́ıćı minorantńı řadě také konečný. A naopak, je-li
obsah útvaru odpov́ıdaj́ıćı minorantńı řadě nekonečný, pak je obsah útvaru odpov́ıdaj́ıćı
majorantńı řadě také nekonečný.

Př́ıklad 5.20 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

1

nα
= 1 +

1

2α
+

1

3α
+ · · ·

pro α ∈ R, α ≥ 2.

Řešeńı. Předně vyšetř́ıme př́ıpad α = 2. Plat́ı

1

n2
=

1

n · n
<

1

(n− 1)n
∀n ∈ N \ {1}.

Protože z Př́ıkladu 5.5 v́ıme, že řada
∑∞

n=1
1

n(n+1) neboli
∑∞

n=2
1

(n−1)n je konvergentńı, pak

podle srovnávaćıho kritéria (Věta 5.18) je konvergentńı i řada
∑∞

n=1
1
n2 .

Dále pro každé n ∈ N a α ≥ 2 plat́ı
1

n2
≥ 1

nα
.

Opět ze srovnávaćıho kritéria plyne, že
∑∞

n=1
1
nα pro α ≥ 2 konverguje. ©

Př́ıklad 5.21 Necht’ je dána posloupnost přirozených č́ısel {cn}∞n=1 takových, že 0 ≤ cn < 10.
Dokažte, že řada

∞∑
n=1

cn
10n

=
c1

10
+

c2

102
+

c3

103
+ · · ·

konverguje.

Řešeńı. Jde o řadu s nezápornými členy a plat́ı

cn
10n

<
10

10n
=

1

10n−1

pro všechna n ∈ N. Jak už v́ıme z Př́ıkladu 5.3, řada
∑∞

n=1
1

10n−1 je konvergentńı geometrická
řada. Podle 1. srovnávaćıho kritéria (Věta 5.18) pak naše řada rovněž konverguje. ©

Součet řady z Př́ıkladu 5.21 jsme zvykĺı už od základńı školy zapisovat jako

0.c1c2c3 . . .

(no, mı́sto tečky jsme zvykĺı psát čárku). Nyńı jsme dokázali, že tato řada konverguje, tedy
jej́ı součet je opravdu reálné č́ıslo. Dokonce se dá dokázat, že každé reálné č́ıslo se dá zapsat
ve tvaru

±

(
c0 +

∞∑
n=1

cn
10n

)
,
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kde c0 ∈ N ∪ {0}, což zapisujeme zkráceně

±c0.c1c2c3 . . .

Tak např́ıklad
1

3
= 0.3̄ = 0.3333 . . . =

3

10
+

3

102
+

3

103
+ · · · ,

1

2
= 0.5 =

5

10
+

0

102
+

0

103
+ · · · = 0.49̄ =

4

10
+

9

102
+

9

103
+ · · · ,

nebo třeba

π = 3.1415 . . . = 3 +
1

10
+

4

102
+

1

103
+

5

104
+ · · · .

Věta 5.22 (limitńı srovnávaćı kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn jsou řady s kladnými
členy a existuje

lim
n→∞

an
bn

= L.

(i) Jestlǐze L <∞, pak plat́ı implikace

∞∑
n=1

bn konverguje =⇒
∞∑
n=1

an konverguje.

(ii) Jestlǐze L > 0, pak plat́ı implikace

∞∑
n=1

bn diverguje =⇒
∞∑
n=1

an diverguje.

D̊ukaz. ad (i): Necht’ L < ∞ a řada
∑∞

n=1 bn konverguje. Zvolme ε > 0 libovolně. Podle
předpokladu existence limity existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

L− ε < an
bn

< L+ ε.

Odtud plyne, že
an < (L+ ε)bn

pro všechna n ≥ n0 (tzn. pro s.v. n ∈ N). Podle věty o linearitě (Věta 5.11) konverguje i
řada

∑∞
n=1 (L+ ε)bn, a následně podle srovnávaćıho kritéria (Věta 5.18) konverguje řada∑∞

n=1 an.
ad (ii): Dokažme sporem, tzn. předpokládejme, že L > 0,

∑∞
n=1 bn diverguje a

∑∞
n=1 an

konverguje. Pak

lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

1
an
bn

=
1

L
<∞,

kde pokládáme 1/L = 0 pokud L = ∞. Pak podle prvńı části a z konvergence
∑∞

n=1 an
plyne konvergence řady

∑∞
n=1 bn – to je spor. 2

Př́ıklad 5.23 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=2

sin
π

n
.
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Řešeńı. Předně je třeba zd̊uraznit, že jde o řadu s kladnými členy, protože π
n ∈ (0, π) pro

každé n ∈ N, n ≥ 2. Porovnáme ji s řadou
∑∞

n=1
1
n . Plat́ı

lim
n→∞

1
n

sin π
n

= lim
n→∞

π
n

sin π
n

1

π
= lim

x→0+

πx

sinπx

1

π
=

1

π
> 0,

kde jsme použili Heineovu větu: xn = 1
n → 0 pro n→∞ a

”
vzorec“ limx→0

x
sinx = 1. Tedy

podle limitńıho srovnávaćıho kritéria (Věta 5.22) také řada
∑∞

n=1 sin π
n diverguje. ©

Věta 5.24 (2. srovnávaćı kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn jsou řady s kladnými členy
a

an+1

an
≤ bn+1

bn
pro s.v. n ∈ N.

Pak plat́ı

• jestlǐze
∑∞

n=1 bn konverguje, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

• jestlǐze
∑∞

n=1 an diverguje, pak
∑∞

n=1 bn diverguje.

D̊ukaz. Vzhledem k větě o invarianci (Věta 5.10) můžeme dokonce předpokládat, že nerov-
nosti

an+1

an
≤ bn+1

bn
plat́ı pro všechna n ∈ N. Pak

an
a1

=
an
an−1

an−1

an−2
· · · a2

a1
≤ bn
bn−1

bn−1

bn−2
· · · b2

b1
=
bn
b1

a tedy pro všechna n ∈ N plat́ı

an ≤
a1

b1
bn

neboli
b1
a1
an ≤ bn.

Tvrzeńı pak plynou z Věty 5.18 a posledńıch dvou nerovnost́ı. 2

Poznámka 5.25 Podobně jako nerovnost u prvńıho, tak i u druhého srovnávaćıho kritéria
má pěkný geometrický význam. Je třeba mı́t na paměti, že konvergence řady s kladnými
členy

∑∞
n=1 an záviśı na tom, jak

”
rychle“ konverguje posloupnost {an}∞n=1 k nule (totiž,

kdyby lim
n→∞

an 6= 0, pak by podle nutné podmı́nky konvergence řada divergovala). Na po-

sloupnost

vn =
an+1

an
, n ∈ N

se můžeme d́ıvat jako na měř́ıtko rychlosti klesáńı (podobně jako nám derivace funkce udává
rychlost r̊ustu/poklesu funkčńıch hodnot dané funkce). Udává, jak se lǐśı sousedńı členy po-
sloupnosti {an}∞n=1. Jsou-li členy vn bĺızké nule, pak zřejmě posloupnost {an}∞n=1 klesá
hodně rychle. Naopak, jsou-li bĺızké jedničce, je posloupnost téměř konstantńı. A do třetice,
zjist́ıme-li, že členy posloupnosti {vn}∞n=1 stále větš́ı než 1, jde zřejmě o rostoućı posloup-
nost a podle nutné podmı́nky konvergence můžeme usoudit na divergenci dané řady. Tedy,
nerovnost v tvrzeńı druhého srovnávaćıho kritéria se dá chápat tak, že členy posloupnosti
{an}∞n=1 klesaj́ı (pokud je {an}∞n=1 klesaj́ıćı) rychleji než členy posloupnosti {bn}∞n=1.
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Věta 5.26 (odmocninové, Cauchyovo kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými
členy. Plat́ı:

(a) Existuje-li q < 1 tak, že
n
√
an ≤ q pro s.v. n ∈ N,

pak
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li
n
√
an > 1 pro ∞-mnoho n ∈ N,

pak
∑∞

n=1 an diverguje.

D̊ukaz. ad (a): Z předpokladu plyne

an ≤ qn < 1 pro s.v. n ∈ N.

Pak konvergence řady
∑∞

n=1 an plyne z konvergence geometrické řady
∑∞

n=1 q
n s kvocientem

menš́ım než 1 a srovnávaćıho kritéria (Věta 5.18).
ad (b): Pak

an ≥ 1 pro ∞-mnoho n ∈ N

a tedy řada
∑∞

n=1 an nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence (viz Větu 5.7). 2

Př́ıklad 5.27 Rozhodněte o konvergenci či divergenci řady

∞∑
n=1

1

(3 + (−1)n)n
=

1

2
+

1

42
+

1

23
+

1

44
+ · · · .

Řešeńı. Jde o řadu s kladnými členy. Označme

an =
1

(3 + (−1)n)n
=

{
1

2n pro n liché,
1

4n pro n sudé.

Pak pro každé n ∈ N plat́ı

n
√
an ≤

1

2
< 1.

Tedy podle odmocninového kritéria (Věta 5.26) řada konverguje. ©

Věta 5.28 (limitńı odmocninové kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými členy
a existuje

lim
n→∞

n
√
an = q.

Plat́ı

(a) je-li q < 1, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(b) je-li q > 1, pak
∑∞

n=1 an diverguje.
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D̊ukaz. ad (a): Zvolme q̄ ∈ (q, 1). Pak podle předpokladu

n
√
an < q̄ < 1 pro s.v. n ∈ N.

Podle odmocninového kritéria (Věta 5.26(a)) řada
∑∞

n=1 an konverguje.
ad (b): Z předpokladu plyne

n
√
an ≥ 1 pro s.v. n ∈ N,

tedy i pro ∞-mnoho n ∈ N. Podle odmocninového kritéria (Věta 5.26(b)) řada
∑∞

n=1 an
diverguje. 2

Př́ıklad 5.29 Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1(
1 + 1

n

)n2 .

Řešeńı. Jde o řadu s nezápornými členy, označme jej́ı členy an. Pak

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1.

Podle limitńıho odmocninového kritéria (Věta 5.28) řada konverguje. ©

Limitńı odmocninové kritérium je jednodušš́ı na použit́ı než odmocninové kritérium,
protože mı́sto hledáńı vhodných odhad̊u člen̊u posloupnosti stač́ı spoč́ıtat limitu. Ne vždy
ale tato limita existuje. Třeba Př́ıklad 5.27 se pomoćı limitńı verze (Věta 5.28) vyřešit nedá.

Všimněme si, že limitńı odmocninové kritérium neř́ıká nic v př́ıpadě, že q = 1. Proto
zde uvedeme v́ıce kritéríı.

Věta 5.30 (pod́ılové, d’Alembertovo kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy.
Plat́ı:

(a) Existuje-li q < 1 tak, že
an+1

an
≤ q pro s.v. n ∈ N,

pak
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li
an+1

an
≥ 1 pro s.v. n ∈ N,

pak řada
∑∞

n=1 an diverguje.

D̊ukaz. ad (a): Vzhledem k větě o invarianci (Věta 5.10) můžeme předpokládat platnost
nerovnost́ı

an+1

an
≤ q < 1

pro všechna n ∈ N. Protože pak

an+1

an
≤ q = q

qn

qn
=
qn+1

qn
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(všimněme si, že to lze, protože q > 0) a řada
∑∞

n=1 q
n konverguje, z 2. srovnávaćıho kritéria

(Věta 5.24) dostáváme konvergenci řady
∑∞

n=1 an.
ad (b): Nerovnost

an+1

an
≥ 1

je pro všechna n ∈ N ekvivalentńı s an+1 ≥ an. Posloupnost {an}∞n=1 je tedy neklesaj́ıćı
posloupnost kladných č́ısel. Odtud plyne lim

n→∞
an > 0, tzn. neńı splněna nutná podmı́nka

konvergence. Řada
∑∞

n=1 an diverguje. 2

Důkaz následuj́ıćıho kritéria se provede téměř stejně jako d̊ukaz limitńıho odmocni-
nového kritéria, přitom využ́ıváme Větu 5.30. Je ponechán čtenáři jako jednoduché cvičeńı.

Věta 5.31 (limitńı pod́ılové kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy a existuje

lim
n→∞

an+1

an
= q.

Plat́ı

(a) je-li q < 1, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(b) je-li q > 1, pak
∑∞

n=1 an diverguje.

Poznámka 5.32 Poznamenejme, že pokud existuje limita posloupnosti {an+1/an}∞n=1, pak
existuje i limita posloupnosti

{
n
√
an
}∞
n=1

a rovnaj́ı se (viz např. [4]). Odtud plyne, že po-
kud nejprve zvoĺıme limitńı pod́ılové kritérium a př́ıslušná limita vyjde č́ıslo 1, nemá smysl
zkoušet limitńı odmocninové kritérium. Opačně, pokud bychom nejprve zvolili limitńı od-
mocninové kritérium, ve kterém by vyšla limita rovna jedné, pak nemá smysl zkoušet limitńı
pod́ılové kritérium, protože by limita vyšla také 1 nebo by neexistovala – v obou př́ıpadech
bychom nic nezjistili!

Př́ıklad 5.33 Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

2n

n!
.

Řešeńı. Jde o řadu s kladnými členy, označme je an. Pak

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1n!

2n(n+ 1)!
= lim

n→∞

2

n+ 1
= 0 < 1.

Z limitńıho pod́ılového kritéria (Věta 5.31) plyne, že řada konverguje. ©

Pokud předchoźı kritéria nepomohou, můžeme použ́ıt jemněǰśı kritérium.
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Věta 5.34 (Raabeho kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy. Plat́ı:

(a) Existuje-li q > 1 tak, že

n

(
1− an+1

an

)
≥ q pro s.v. n ∈ N,

pak
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li

n

(
1− an+1

an

)
≤ 1 pro s.v. n ∈ N,

pak
∑∞

n=1 an diverguje.

D̊ukaz. ad (a): Necht’ existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

n

(
1− an+1

an

)
≥ q > 1.

Označme ε = q − 1 > 0, takže plat́ı

n

(
1− an+1

an

)
≥ 1 + ε

pro každé n ≥ n0. Pak
n(an − an+1) ≥ an(1 + ε),

a po úpravě
(n− 1)an − nan+1 ≥ εan.

pro n ≥ n0. Postupně dosazujme do posledńı nerovnosti n = n0 + 1, n = n0 + 2, . . ., n = n
a dostáváme

n0an0+1 − (n0 + 1)an0+2 ≥ εan0+1,

(n0 + 1)an0+2 − (n0 + 2)an0+3 ≥ εan0+2,

. . .

(n− 1)an − nan+1 ≥ εan.

Sečteme-li všechny tyto nerovnosti, dostáváme

n0an0+1 − nan+1 ≥ ε (an0+1 + · · ·+ an) = ε(sn − sn0)

pro n ≥ n0 + 1. Tedy
ε(sn − sn0) ≤ n0an0+1

a odtud plyne, že

sn ≤
n0

ε
an0+1 + sn0

pro všechna n ∈ N, n ≥ n0. To ale znamená, že {sn}∞n=1 je ohraničená. Podle Věty 5.16
řada

∑∞
n=1 an konverguje.

ad (b): Necht’ existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

n

(
1− an+1

an

)
≤ 1.
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Pak
an+1

an
≥ n− 1

n
=

1
n
1

n−1

.

Z 2. srovnávaćıho kritéria (Věta 5.24) a divergence řady
∑∞

n=1
1
n plyne, že

∑∞
n=1 an diver-

guje. 2

Raabeho kritérium prakticky moc použ́ıvat nebudeme. Je ale užitečné pro d̊ukaz jeho
limitńı verze – viz následuj́ıćı větu. Jej́ı d̊ukaz je opět analogický d̊ukazu limitńıho odmoc-
ninového kritéria (Věta 5.28) a je opět doporučen čtenáři jako snadné cvičeńı.

Věta 5.35 (limitńı Raabeho kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy a existuje

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= q.

Pak

(a) je-li q > 1, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(b) je-li q < 1, pak
∑∞

n=1 an diverguje.

Poznámka 5.36 Pod́ıvejme se podrobněji na limitńı Raabeho kritérium. Po něm sáhneme
poté, co selhalo limitńı pod́ılové kritérium, tzn. vyšlo nám

lim
n→∞

an+1

an
= 1.

Pak je třeba určit limitu

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
.

Všimněme si, že v tomto př́ıpadě je výraz v limitě nutně neurčitý, konkrétně∞·0. Limita této
nové limity obsahuje jemněǰśı informaci o tom, jak se členy posloupnosti {an+1/an}∞n=1 bĺıž́ı
k jedničce. Jej́ı hodnota nám tak může rozhodnout o konvergenci či divergenci posloupnosti.
Pokud nám opět vyjde č́ıslo 1, muśıme se opět poohlédnout po jiných kritéríıch.

Př́ıklad 5.37 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=2

1 · 3 · · · (2n− 3)

2 · 4 · · · · · (2n− 2)
· 1

2n− 1
.

Řešeńı. Označme n-tý člen vyšetřované řady jako an. Pak

an+1

an
=

1 · 3 · · · (2n− 3)(2n− 1)

2 · 4 · · · (2n− 2)(2n)
· 1

2n+ 1

1 · 3 · · · (2n− 3)

2 · 4 · · · (2n− 2)
· 1

2n− 1

= · · · = (2n− 1)2

2n(2n+ 1)

a tedy lim
n→∞

an+1

an
= 1. Tedy limitńı pod́ılové kritérium (Věta 5.31) nelze použ́ıt. Zkusme

limitńı Raabeho kritérium. Pak

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= lim

n→∞
n

(
1− (2n− 1)2

2n(2n+ 1)

)
= · · · = lim

n→∞

6n− 1

2(2n+ 1)
=

6

4
> 1.
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Tedy podle Věty 5.35 řada konverguje. ©

Následuj́ıćı kritérium ukazuje souvislost řad s nevlastńım integrálem. Umožňuje nám
úlohu převést na úlohu určeńı konvergence/divergence nevlastńıho integrálu.

Věta 5.38 (integrálńı kritérium). Necht’ f : R → R je na intervalu [1,∞) nezáporná
a nerostoućı. Označme

an = f(n), n ∈ N.

Pak
∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒
∫ ∞

1
f(x) dx konverguje.

D̊ukaz. (⇒): Necht’
∑∞

n=1 an je konvergentńı, {sn}∞n=1 je jej́ı posloupnost částečných součt̊u.
Označme lim

n→∞
sn = s ∈ R. Protože funkce f je podle předpokladu nerostoućı na [1,∞), pak

pro každé n ∈ N a x ∈ [n, n+ 1] plat́ı

f(x) ≤ f(n) = an

a následně ∫ n+1

n
f(x) dx ≤

∫ n+1

n
an dx = an

pro všechna n ∈ N, viz Obrázek 5.2a. Označ́ıme

F (x) =

∫ x

1
f(t) dt, x ∈ (1,∞).

a dokážeme, že limx→∞ F (x) existuje a je vlastńı. Protože f je nezáporná, pak F je nekle-
saj́ıćı na (1,∞), takže limx→∞ F (x) existuje. Stač́ı již jen dokázat, že funkce F je ohraničená.
Necht’ x ∈ (1,∞). Pak existuje n ∈ N tak, že x ∈ [n, n+ 1] a plat́ı

0 ≤ F (x) ≤ F (n+ 1) =

∫ n+1

1
f(t) dt =

n∑
k=1

∫ k+1

k
f(t) dt ≤

n∑
k=1

ak = sn ≤ s.

(⇐): Necht’
∫∞

1 f(x) dx je konvergentńı, tzn. limx→∞ F (x) = I ∈ R, kde F je funkce z prvńı
části d̊ukazu. Z nezápornosti f plyne, že F je neklesaj́ıćı na (1,∞), tzn. F (x) ≤ I pro každé
x ∈ (1,∞). Z toho, že f je nerostoućı, plyne pro každé n ∈ N a x ∈ [n, n+ 1]

f(x) ≥ f(n+ 1) = an+1

a následně ∫ n+1

n
f(x) dx ≥

∫ n+1

n
an+1 dx = an+1

pro všechna n ∈ N, viz Obrázek 5.2b. Vzhledem k Větě 5.16 stač́ı dokázat, že posloupnost
částečných součt̊u {sn}∞n=1 řady

∑∞
n=1 an je ohraničená shora. Zvolme libovolně n ∈ N. Pak

sn =

n∑
k=1

ak = a1 +
n∑
k=2

ak ≤ a1 +
n∑
k=2

∫ k

k−1
f(t) dt = a1 +

∫ n

1
f(x) dx = a1 + F (n) ≤ I. 2
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f

1

a1

2

a2

3

a3

4

a4

5 n

an

(a) Vztah podgrafu funkce f a geomet-
rického významu řady

∑∞
n=1 an.

1 2

a2

3

a3

4

a4

5

a5

6

a6
f

n

an

(b) Vztah podgrafu funkce f a geomet-
rického významu řady

∑∞
n=2 an.

Obrázek 5.2: Náčrtek k d̊ukazu integrálńıho kritéria.

Př́ıklad 5.39 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

1

nα
= 1 +

1

2α
+

1

3α
+ · · ·

vzhledem k parametru α ∈ R.

Řešeńı. Pro α ≤ 0 neńı splněna nutná podmı́nka konvergence (viz Větu 5.7), tedy pro tyto
hodnoty parametru α řada diverguje.

Necht’ α > 0. Pro α = 1 a α ≥ 2 jsme tuto úlohu již vyřešili v Př́ıkladech 5.4 a 5.20,
nicméně rádi bychom již dostali úplnou odpověd’. Limitńı pod́ılové a odmocninové kritérium
nám odpověd’ nedává (ověřte!) a použit́ı limitńıho Raabeho kritéria neńı zrovna snadné
(přesvědčte se!). Zkusme integrálńı kritérium. Uvažujme funkci

f(x) =
1

xα
= x−α, x ∈ (0,∞),

což je mocninná funkce a plat́ı

f(n) =
1

nα

pro všechna n ∈ N. Protože

f ′(x) = (−α)x−α−1 < 0

pro všechna x ∈ [1,∞), funkce f je na tomto intervalu klesaj́ıćı. Podle integrálńıho kritéria
(Věta 5.38) stač́ı vyšetřit pouze konvergenci/divergenci nevlastńıho integrálu∫ ∞

1

1

xα
dx.

To ale již dávno v́ıme: Pro α > 1 integrál konverguje a pro α ∈ (0, 1] integrál diverguje.

Závěr: Pro α > 1 řada konverguje a pro α ≤ 1 řada diverguje. ©

Závěrem můžeme jen konstatovat, že existuje celá řada daľśıch kritéríı pro konver-
genci/divergenci řad s nezápornými členy.
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5.3 Řady s libovolnými členy

Nyńı se budeme zabývat řadami
∑∞

n=1 an obecně, tzn. an nyńı nemusej́ı být nutně nezáporná
či kladná č́ısla. Ona je to poměrně složitá záležitost, takže se pod́ıváme nejprve na speciálńı
ale poměrně často se vyskytuj́ıćı př́ıpad. Budeme se věnovat řadám, jejichž členy pravidelně
měńı znaménko, tzn. sudé členy jsou kladné, liché záporné nebo naopak – viz následuj́ıćı
definici.

Definice 5.40 Řekneme, že řada
∑∞

n=1 an je alternuj́ıćı, jestliže pro každé n ∈ N plat́ı

sgn an = − sgn an+1 6= 0.

Mezi nejznáměǰśı př́ıklady alternuj́ıćıch řad patř́ı tzv. Leibnizova řada

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

či Grandiho řada (viz Př́ıklad 5.12). Obecně každá alternuj́ıćı řada může být zapsána ve
tvaru

∞∑
n=1

(−1)n−1cn,

kde cn jsou bud’ všechna kladná, nebo jsou všechna záporná. V našich úvahách se můžeme
pro jednoduchost omezit na př́ıpad, že všechna cn jsou kladná – rozmyslete proč.

Věta 5.41 (Leibnizovo kritérium). Necht’ {cn}∞n=1 je nerostoućı posloupnost kladných č́ısel.
Pak řada

∞∑
n=1

(−1)n−1cn

konverguje právě tehdy, když lim
n→∞

cn = 0.

D̊ukaz. (⇒): Necht’ zmı́něná řada konverguje. Podle nutné podmı́nky konvergence (Věta 5.7)
plat́ı

lim
n→∞

(−1)n−1cn = 0.

Vynásob́ıme-li posloupnost
{

(−1)n−1cn
}∞
n=1

omezenou posloupnost́ı
{

(−1)n+1
}∞
n=1

dostáváme
posloupnost maj́ıćı nulovou limitu. Proto

0 = lim
n→∞

(−1)n−1(−1)n+1cn = lim
n→∞

(−1)2ncn = lim
n→∞

cn.

(⇐): Předpokládejme lim
n→∞

cn = 0. Označme {sn}∞n=1 posloupnost částečných součt̊u řady∑∞
n=1 (−1)n−1cn. Pro všechna n ∈ N plat́ı

s2n = c1 − c2 + c3 − · · · − c2n = (c1 − c2) + (c3 − c4) + · · ·+ (c2n−1 − c2n),

kde si všimneme, že uvedené výrazy v závorkách jsou nezáporné, protože {cn}∞n=1 je neros-
toućı. Pak posloupnost {s2n}∞n=1 (vybraná z posloupnosti {sn}∞n=1) je neklesaj́ıćı. Podobně
pro všechna n ∈ N plat́ı

s2n+1 = c1 − c2 + c3 − · · ·+ c2n+1 = c1 − (c2 − c3)− · · · − (c2n − c2n+1),
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kde si opět všimneme, že uvedené výrazy v závorkách jsou opět nezáporné, protože {cn}∞n=1

je nerostoućı. Pak posloupnost {s2n+1}∞n=1 (vybraná z posloupnosti {sn}∞n=1) je nerostoućı.
Protože

c1 − c2 = s2 ≤ s2n ≤ s2n + c2n+1 = s2n+1 ≤ s1 = c1,

pak jsou posloupnosti {s2n}∞n=1 a {s2n+1}∞n=1 také ohraničené. Obě jsou tedy konvergentńı.
Nav́ıc

lim
n→∞

s2n+1 − lim
n→∞

s2n = lim
n→∞

(s2n+1 − s2n) = lim
n→∞

c2n+1 = 0,

tzn. maj́ı stejnou limitu. Odtud plyne, že lim
n→∞

sn existuje a je vlastńı. 2

Př́ıklad 5.42 Rozhodněte o konvergenci Leibnizovy řady, tzn. řady

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− · · · .

Řešeńı. Vı́me, že
{

1
n

}∞
n=1

je klesaj́ıćı posloupnost kladných č́ısel a lim
n→∞

1

n
= 0. Podle Leib-

nizova kritéria je řada konvergentńı. ©

Představme si daľśı (a zároveň v těchto skriptech posledńı) dvě kritéria pro řady s libo-
volnými členy. Lze je použ́ıt i na řady jiné než alternuj́ıćı. K tomu, abychom tato kritéria
mohli snadněji dokázat, budeme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 5.43 (Abelovo lemma). Necht’ {cn}∞n=1 a
∑∞

n=1 an maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• {cn}∞n=1 je monotónńı,

•
∑∞

n=1 an má ohraničenou posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1, tzn. existuje
M ∈ R, M > 0 tak, že pro každé n ∈ N plat́ı

|sn| ≤M.

Pak pro každé n ∈ N plat́ı ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckak

∣∣∣∣∣ ≤M (|c1|+ 2|cn|) .

D̊ukaz. Pro všechna n ∈ N plat́ı

n∑
k=1

ckak = c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = c1s1 + c2(s2 − s1) + · · ·+ cn(sn − sn−1)

= s1(c1 − c2) + s2(c2 − c3) + · · ·+ sn−1(cn−1 − cn) + sncn.

Z tohoto vyjádřeńı, použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti, ohraničenosti posloupnosti {sn}∞n=1
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a faktu, že rozd́ıly c1 − c2, c2 − c3, . . ., cn−1 − cn maj́ı stejné znaménko, dostáváme∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckak

∣∣∣∣∣ ≤ |s1||c1 − c2|+ · · ·+ |sn−1||cn−1 − cn|+ |sn||cn|

≤M (|c1 − c2|+ |c2 − c3|+ · · ·+ |cn−1 − cn|+ |cn|)
= M (|c1 − c2 + c2 − c3 + · · ·+ cn−1 − cn|+ |cn|)
= M (|c1 − cn|+ |cn|) ≤M (|c1|+ |cn|+ |cn|)
= M (|c1|+ 2|cn|)

pro všechna n ∈ N. 2

Věta 5.44 (Dirichletovo kritérium). Necht’ {cn}∞n=1 a
∑∞

n=1 an maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• {cn}∞n=1 je monotónńı,

• lim
n→∞

cn = 0 a

• posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an je ohraničená.

Pak řada
∑∞

n=1 cnan konverguje.

D̊ukaz. Označme {sn}∞n=1 posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an. Pak podle předpokladu
existuje M ∈ R, M > 0 tak, že pro všechna n ∈ N plat́ı

|sn| ≤M.

Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolné. Pak podle předpokladu lim
n→∞

cn = 0 existuje n0 ∈ N tak, že

pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

|cn| <
ε

6M
.

Dále pro všechna m,n ∈ N, m < n s využit́ım trojúhelńıkové nerovnosti máme

|am+1 + · · ·+ an| = |sn − sm| ≤ |sn|+ |sm| ≤ 2M.

Podle Abelova lemmatu (Lemma 5.43) pro všechna m,n ∈ N splňuj́ıćı n0 ≤ m < n plat́ı

|cm+1am+1 + · · ·+ cnan| ≤ 2M (|cm+1|+ 2|cn|) < 2M
( ε

6M
+ 2

ε

6M

)
= 2M

(
1

6
+

1

3

)
ε

M
= 2

1 + 2

6
ε = ε.

Podle Bolzanovy–Cauchyovy nutné a postačuj́ıćı podmı́nky (Věta 5.9) pak řada
∑∞

n=1 cnan
konverguje. 2

Poznamenejme, že Leibnizovo kritérium pro alternuj́ıćı řady se dá chápat jako d̊usledek
právě dokázaného Dirichletova kritéria, polož́ıme-li

an = (−1)n−1, n ∈ N.
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Př́ıklad 5.45 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

sin
nπ

4
· 1

n
=

√
2

2
+

1

2
+

√
2

6
+ 0−

√
2

10
−
√

2

6
− · · · .

Řešeńı. Zřejmě nejde ani o řadu z nezápornými členy, ani o alternuj́ıćı řadu. Zkusme ověřit,
že řada splňuje předpoklady Dirichletova kritéria. Označ́ıme-li an = sin nπ

4 pro všechna n ∈
N, pak

∑∞
n=1 an sice osciluje, nicméně posloupnost jej́ıch částečných součt̊u je ohraničená

(zdola nulou, shora č́ıslem 1+
√

2). Označ́ıme-li dále cn = 1
n pro n ∈ N, tak také posloupnost

{cn}∞n=1 splňuje předpoklady zmı́něné věty. Podle Dirichletova kritéria (Věta 5.44) řada
konverguje. ©

Věta 5.46 (Abelovo kritérium). Necht’ {cn}∞n=1 a
∑∞

n=1 an maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• {cn}∞n=1 je monotónńı,

• {cn}∞n=1 je ohraničená a

• řada
∑∞

n=1 an konverguje.

Pak řada
∑∞

n=1 cnan konverguje.

D̊ukaz. Podle předpokladu ohraničenosti {cn}∞n=1 existuje M > 0 tak, že pro každé n ∈ N
plat́ı

|cn| < M.

Zvolme ε > 0 libovolně. Pak vzhledem ke konvergenci řady
∑∞

n=1 an a z Bolzanovy–Cau-
chyovy podmı́nky (Věta 5.9) existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N, n0 ≤ m < n
tak, že

|am+1 + · · ·+ an| <
ε

3M
.

Podle Abelova lemmatu (Lemma 5.43) pro n0 ≤ m < n plat́ı

|cm+1am+1 + · · ·+ cnan| ≤
ε

3M
(|cm+1|+ 2|cn|) <

ε

3M
(M + 2M) = ε.

Opět podle Bolzanovy–Cauchyovy věty (Věta 5.9) řada
∑∞

n=1 cnan konverguje. 2

Poznámka 5.47 Pod́ıváme-li se na tvrzeńı Dirichletova a Abelova kritéria, vid́ıme mnoho
podobnost́ı. Obě tvrd́ı, že za jistých podmı́nek řada

∑∞
n=1 cnan konverguje. Dále maj́ı

stejný předpoklad monotónnosti posloupnosti {cn}∞n=1. Lǐśı se pouze ve zbývaj́ıćıch dvou
předpokladech. V Dirichletově kritériu se požaduje po {cn}∞n=1, aby měla nulovou limitu,
ale v Abelově kritériu se chce po této posloupnosti jen aby byla ohraničená – totiž konver-
gence posloupnosti implikuje jej́ı ohraničenost. Tedy podmı́nka na {cn}∞n=1 je v Dirichletově
kritériu silněǰśı. Na druhou stranu, v Dirichletově kritériu se chce po řadě

∑∞
n=1 an, aby

měla pouze ohraničenou posloupnost částečných součt̊u, zato v Abelově kritériu se chce,
aby řada

∑∞
n=1 an byla konvergentńı, tzn. aby jej́ı posloupnost částečných součt̊u byla kon-

vergentńı. Zde vid́ıme, že podmı́nka na řadu
∑∞

n=1 an je silněǰśı zase v Abelově kritériu.
Nelze tedy ř́ıci, že by jedno kritérium bylo slabš́ı/silněǰśı než to druhé.
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5.3.1 Absolutńı a relativńı konvergence

Nyńı se budeme se bavit o vztahu mezi konvergenćı/divergenćı řad

∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

|an|.

To u řad s nezápornými členy neńı nijak zaj́ımavé, protože jde vlastně o jednu a tutéž řadu.
Naopak, měńı-li členy řady

∑∞
n=1 an znaménko, situace je o dost zaj́ımavěǰśı. Následuj́ıćı

věta nám umožńı v některých př́ıpadech pro vyšetřováńı konvergence řad s libovolnými
členy použ́ıt kritéria pro řady s nezápornými členy.

Věta 5.48. Jestlǐze řada
∞∑
n=1

|an| konverguje, pak konverguje i řada
∞∑
n=1

an.

D̊ukaz. Zvolme ε > 0 libovolně. Podle Bolzanovy–Cauchyovy věty (Věta 5.9) pro řadu∑∞
n=1 |an|, existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N, n > m ≥ n0 plat́ı∣∣|am+1|+ · · ·+ |an|

∣∣ < ε.

Pak pro každé m,n ∈ N, n > m ≥ n0 plat́ı

|am+1 + · · ·+ an| ≤ |am+1|+ · · ·+ |an| =
∣∣|am+1|+ · · ·+ |an|

∣∣ < ε,

kde prvńı nerovnost plyne z trojúhelńıkové nerovnosti. Tedy
∑∞

n=1 an splňuje také Bolza-
novu–Cauchyovu podmı́nku. 2

Máme-li např. zjistit, zda řada s libovolnými členy konverguje, můžeme se napřed
pod́ıvat na řadu sestavenou z absolutńıch hodnot jej́ıch člen̊u, tzn. mı́sto řady

∑∞
n=1 an

vyšetř́ıme konvergenci řady
∑∞

n=1 |an|. To je ale řada s nezápornými členy! Můžeme na ni
s výhodou použ́ıt kritéria z předchoźı části. Pokud by ovšem řada

∑∞
n=1 |an| konvergentńı

nebyla, nic to neř́ıká o konvergenci či divergenci
∑∞

n=1 an.

Př́ıklad 5.49 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

sinn

2n
=

sin 1

2
+

sin 2

22
+

sin 3

23
+

sin 4

24
+ · · · .

Řešeńı. Vypoč́ıtáńım prvńıch pár člen̊u řady zjist́ıme, že nejde ani o řadu s nezápornými
členy a ani o alternuj́ıćı řadu, takže nelze použ́ıt Leibnizovo kritérium (Věta 5.41). Použit́ı
Dirichletova nebo Abelova kritéria zase vyžaduje v́ıce práce. Proved’me to jednodušeji.
Uvažujme řadu vytvořenou z absolutńıch hodnot člen̊u zadané řady

∞∑
n=1

∣∣∣∣sinn2n

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

| sinn|
2n

,

což je řada s nezápornými (dokonce s kladnými) členy. Protože pro každé n ∈ N plat́ı

| sinn|
2n

≤ 1

2n
,
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a řada
∑∞

n=1 2−n je konvergentńı geometrická řada, pak podle 1. srovnávaćıho kritéria
(Věta 5.18) i řada z absolutńıch hodnot je konvergentńı. Pak ale podle Věty 5.48 je vy-
šetřovaná řada rovněž konvergentńı. ©

Poznatek z Věty 5.48 nás může inspirovat k zavedeńı následuj́ıćıch dvou pojmů.

Definice 5.50 Řekneme, že řada
∑∞

n=1 an absolutně konverguje, jestliže řada
∑∞

n=1 |an|
konverguje. Jestliže

∑∞
n=1 an konverguje, ale

∑∞
n=1 |an| diverguje, ř́ıkáme, že

∑∞
n=1 an rela-

tivně (neabsolutně) konverguje.

Poznámka 5.51

• Pomoćı těchto nových pojmů lze Větu 5.48 formulovat takto:
”
je-li řada

∑∞
n=1 an ab-

solutně konvergentńı, pak je také konvergentńı“. Mimochodem, kdyby toto neplatilo,
pojem absolutńı konvergence by byl dosti matoućı. Jak uvid́ıme dále, pojmy absolutńı
a relativńı konvergence budou užitečné u přerovnáńı řad.

• Je potřeba si uvědomit, že absolutńı konvergence, relativńı konvergence a divergence
jsou navzájem se vylučuj́ıćı pojmy.

• Rozmyslete si fakt, že konvergentńı řada s nezápornými členy je absolutně konver-
gentńı a divergentńı řada s nezápornými členy je divergentńı (nemůže být relativně
konvergentńı).

Ukažme si, že pojem relativńı konvergence neńı prázdný, tzn. ukažme si, že existuje
řada, která relativně konverguje.

Př́ıklad 5.52 Leibnizova řada (z Př́ıkladu 5.42) relativně konverguje, protože podle Leib-
nizova kritéria (Věta 5.41) řada konverguje, ale řada

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n−1 1

n

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1

n

podle Př́ıkladu 5.4 diverguje. ©

Věta 5.53. Jestlǐze řada
∑∞

n=1 an konverguje absolutně, pak∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|an|.

D̊ukaz. Označme {sn}∞n=1 a {tn}∞n=1 posloupnosti částečných součt̊u řad
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 |an|.
Plat́ı

|sn| = |a1 + · · ·+ an| ≤ |a1|+ · · ·+ |an| = tn

pro všechna n ∈ N. Pak∣∣∣ lim
n→∞

sn

∣∣∣ ≤ lim
n→∞

tn, tzn.

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|an|. 2
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5.3.2 Přerovnáńı řad

Existuje něco jako komutativńı zákon pro sč́ıtáńı nekonečného množstv́ı č́ısel, tzn. lze
zaměňovat pořad́ı sč́ıtanc̊u v dané řadě, abychom dostali stejný součet? Odpověd’ je velmi
zaj́ımavá – pro všechny absolutně konvergentńı řady to plat́ı (Věta 5.56), a pro všechny
relativně konvergentńı nikoliv (Věta 5.59).

Definice 5.54 Necht’
∑∞

n=1 an je řada, {kn}∞n=1 je posloupnost přirozených č́ısel, která je
zároveň bijekce N na N (tzn. každé přirozené č́ıslo se vyskytuje v posloupnosti právě jednou).
Pak ř́ıkáme, že řada

∞∑
n=1

akn = ak1 + ak2 + ak3 + · · ·

vznikla přerovnáńım řady
∑∞

n=1 an (neboli je přerovnáńı řady
∑∞

n=1 an).

Př́ıklad 5.55 Řadu
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·

lze přerovnat třeba takto

1

2
+ 1 +

1

4
+

1

3
+

1

6
+

1

5
+

1

8
+

1

7
+

1

10
+

1

9
+

1

12
+ · · · ,

kde posloupnost {kn}∞n=1 z Definice 5.54 je definovaná předpisem k2n = 2n−1 a k2n−1 = 2n
pro každé n ∈ N. ©

Věta 5.56 (o přerovnáńı absolutně konvergentńı řady). Necht’ řada
∑∞

n=1 an konverguje
absolutně. Pak konverguje absolutně také řada

∑∞
n=1 akn vzniklá přerovnáńım řady

∑∞
n=1 an

a plat́ı
∞∑
n=1

akn =
∞∑
n=1

an.

D̊ukaz. Necht’ ε ∈ R, ε > 0 je libovolné. Z absolutńı konvergence
∑∞

n=1 an a Bolzanovy–
Cauchyovy věty plyne, že existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N pro něž n0 ≤ m < n
plat́ı

|am+1|+ · · ·+ |an| < ε. (5.1)

Protože {kn}∞n=1 je permutace N, existuje p ∈ N tak, že

{1, . . . , n0} ⊂ {k1, . . . , kp}, (5.2)

tedy mezi prvńımi p členy posloupnosti {kn}∞n=1 je všech prvńıch n0 přirozených č́ısel. Z
implikace A ⊂ B =⇒ Bc ⊂ Ac (plat́ıćı pro každé dvě množiny A a B) vyplývá, že

{kp+1, kp+2, . . .} ⊂ {n0 + 1, n0 + 2, . . .}, (5.3)

tedy všechny členy posloupnosti {kn}∞n=1 s indexem větš́ım než p jsou větš́ı než n0. Uvažujme
nyńı m,n ∈ N takové, že p ≤ m < n. Označ́ıme-li

t = max{km+1, km+2, . . . , kn},
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pak t > n0, a tedy plat́ı

|akm+1 |+ · · ·+ |akn |
(�)
≤ |an0+1|+ · · ·+ |at|

(♥)
< ε.

Je třeba doplnit, že

• nerovnost (�) plyne z definice t a (5.3) a

• nerovnost (♥) plyne z (5.1) pro m = n0 a n = t.

Z Bolzanovy–Cauchyovy věty (Věta 5.9) plyne absolutńı konvergence řady
∑
akn .

Nyńı dokážeme rovnost součt̊u obou řad. Necht’ {sn}∞n=1 a {tn}∞n=1 jsou posloupnosti čás-
tečných součt̊u řad

∑
an a

∑
akn . Pro všechna n > max{n0, p} (připomeňme, že p záviśı

na n0 a to zase záviśı na ε) plat́ı

|sn − tn| = |a1 + · · ·+ an0 + an0+1 + · · ·+ an − (ak1 + · · ·+ akn)|
(♣)

≤ |an0+1|+ |an0+2|+ · · ·+ |aq|
(♠)
< ε,

kde q = max{n, k1, . . . , kn}. Nerovnost (♣) plyne z toho, že každý sč́ıtanec ze součtu a1 +
· · · + an0 je obsažen v součtu ak1 + · · · + akn – což zase plyne př́ımo z (5.2). To znamená,
že členy s indexem menš́ım nebo rovným n0 se již v absolutńı hodnotě před (♣) vyskytovat
nebudou. Poté již v této absolutńı hodnotě z̊ustane jen rozd́ıl součtu an0+1 + · · · + an a
součtu těch člen̊u z p̊uvodńıho součtu ak1 + · · ·+akn , které se dosud neodečetly. Nyńı může
ještě doj́ıt k odečteńı člen̊u se stejným indexem. To, co v absolutńı hodnotě nyńı z̊ustalo,
je součet č́ısel ve tvaru ai nebo −ai, kde n0 < i ≤ q – přičemž každý takový index se v něm
vyskytuje nejvýše jednou. Na ni se použije trojúhelńıková nerovnost. Totiž pro a, b ∈ R plat́ı
nejen |a+ b| ≤ |a|+ |b|, ale také |a− b| ≤ |a|+ |b|, tzn. plat́ı např. |a+ b− c| ≤ |a|+ |b|+ |c|
pro a, b, c ∈ R. Vzniklý součet je již menš́ı nebo roven součtu absolutńıch hodnot č́ısel |ai|
pro i = n0 + 1, . . . , q. Nerovnost (♠) plyne př́ımo z (5.1) pro n = q. Tedy lim

n→∞
sn − tn = 0,

tzn. lim
n→∞

sn = lim
n→∞

tn. 2

Nyńı se pod́ıváme na relativně konvergentńı řady, kde komutativita neplat́ı. Dokonce lze
dokázat v́ıce, viz dále Riemannovu větu (Věta 5.59). Nejprve zavedeme následuj́ıćı označeńı.

Definice 5.57 Pro a ∈ R definujeme

a+ = max{a, 0}

kladnou část č́ısla a, a
a− = max{−a, 0}

zápornou část č́ısla a.

Snadno se lze přesvědčit o tom, že pro všechna a ∈ R plat́ı

a+, a− ≥ 0, a = a+ − a−, |a| = a+ + a−.

Abychom dokázali Riemannovu větu, s výhodou využijeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 5.58. Necht’
∑∞

n=1 an relativně konverguje. Pak
∑∞

n=1 a
+
n ,
∑∞

n=1 a
−
n diverguj́ı k∞.
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D̊ukaz. Kdyby obě řady
∑∞

n=1 a
+
n ,
∑∞

n=1 a
−
n konvergovaly, konvergoval by podle Věty 5.11

i jejich součet
∞∑
n=1

(a+
n + a−n ) =

∞∑
n=1

|an|,

což je ve sporu s relativńı konvergenćı. Necht’
∑∞

n=1 a
+
n konverguje a

∑∞
n=1 a

−
n diverguje.

Pak podle Věty 5.11 konverguje řada

∞∑
n=1

(a+
n − an) =

∞∑
n=1

a−n

což je opět spor. Podobně dostáváme spor v př́ıpadě, že
∑∞

n=1 a
+
n diverguje a

∑∞
n=1 a

−
n

konverguje. 2

Věta 5.59 (Riemannova). Necht’
∑∞

n=1 an relativně konverguje.

• Pro každé s ∈ R existuje přerovnáńı řady
∑∞

n=1 akn tak, že
∑∞

n=1 akn = s.

• Existuje přerovnáńı řady
∑∞

n=1 akn tak, že
∑∞

n=1 akn =∞.

• Existuje přerovnáńı řady
∑∞

n=1 akn tak, že
∑∞

n=1 akn = −∞.

• Existuje přerovnáńı řady
∑∞

n=1 akn tak, že
∑∞

n=1 akn osciluje.

D̊ukaz. Je založen na faktu, že řadu
∑∞

n=1 an můžeme napsat ve tvaru

(a+
1 − a

−
1 ) + (a+

2 − a
−
2 ) + (a+

3 − a
−
3 ) + · · ·

a ta má stejný součet jako řada

a+
1 + (−a−1 ) + a+

2 + (−a−2 ) + a+
3 + (−a−3 ) + · · ·

protože vždy alespoň jedno z č́ısel a+
i nebo a−i je nulové. Druhým d̊uležitým faktem je

divergence (k ∞) obou řad
∑∞

n=1 a
+
n a

∑∞
n=1 a

−
n .

Ukažme pouze, jak zkonstruovat přerovnáńı řady se součtem rovným danému č́ıslu s ∈ R:
Z divergence řady

∑∞
n=1 a

+
n plyne existence nejmenš́ıho indexu n1 ∈ N takového, že

a+
1 + a+

2 · · ·+ a+
n1
> s.

Z divergence řady
∑∞

n=1 a
−
n zase plyne existence nejmenš́ıho indexu m1 ∈ N takového, že

a+
1 + a+

2 · · ·+ a+
n1
− (a−1 + a−2 · · ·+ a−m1

) < s.

Z divergence řady
∑∞

n=1 a
+
n plyne existence nejmenš́ıho indexu n2 ∈ N takového, že

a+
1 + a+

2 · · ·+ a+
n1
− (a−1 + a−2 · · ·+ a−m1

) + a+
n1+1 + · · ·+ a+

n2
> s.

T́ımto zp̊usobem dostaneme přeuspořádáńı p̊uvodńı řady (až na nulové sč́ıtance, které ne-
maj́ı vliv na konvergenci ani na hodnotu součtu). Ještě je potřeba dokázat, že tato řada
konverguje k s. Pod́ıvejme se podrobně na posloupnost částečných součt̊u této přerovnané
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řady – označme ji {tn}∞n=1. Vzhledem k nezápornosti kladných a záporných část́ı a uvedené
konstrukci vyplývá, že

t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn1 < s+ a+
n1
,

tn1 ≥ tn1+1 ≥ tn1+2 ≥ · · · ≥ tn1+m1 > s− a−m1
,

tn1+m1 ≤ tn1+m1+1 ≤ · · · ≤ tn1+m1+n2 < s+ a+
n2
,

tn1+m1+n2 ≥ tn1+m1+n2+1 ≥ · · · ≥ tn1+m1+n2+m2 < s− a+
m2
,

. . .

Nakreslete si to. Z nutné podmı́nky konvergence máme lim
n→∞

an = 0, tedy i lim
n→∞

a+
n =

lim
n→∞

a−n = 0. S využit́ım věty o třech limitách dostáváme lim
n→∞

tn = s.

Ostatńı tvrzeńı se dokáž́ı použit́ım stejné myšlenky – v́ıce třeba v [4]. 2

Poznámka 5.60 Riemannova věta tedy ř́ıká, že vhodným přeuspořádáńım člen̊u relativně
konvergentńı řady lze vyrobit řadu s libovolným součtem, popř. divergentńı k ±∞ i osciluj́ıćı
řadu.

5.4 Součin řad

Nakonec se pod́ıvejme jak je to s distributivńım zákonem pro nekonečné řady.
Konkrétně máme na mysli následuj́ıćı. Uvažujme reálná č́ısla a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ R,

m,n ∈ N. Pak již od základńı školy v́ıme, že plat́ı

(a1 + a2 + · · ·+ am) · (b1 + b2 + · · ·+ bn) =a1b1 + · · ·+ a1bn

+ a2b1 + · · ·+ a2bn

+ · · ·
+ amb1 + · · ·+ ambn.

Jinak řečeno, zmı́něný součin mnohočlen̊u je roven součtu součin̊u

aibj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Přirozeně lze očekávat, že součin dvou řad

∞∑
n=1

an a

∞∑
n=1

bn

by měl být součet všech součin̊u
aibj , i, j ∈ N.

Tyto součiny si můžeme pěkně uspořádat do
”
nekonečné matice“

a1b1 a1b2 a1b3 . . .
a2b1 a2b2 a2b3 . . .
a3b1 a3b2 a3b3 . . .

...
...

...
. . .

Zbývá vyřešit otázku, v jakém pořad́ı seč́ıst tyto součiny?
Ukažme si dva nejznáměǰśı zp̊usoby sečteńı těchto č́ısel.
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Definice 5.61 Uvažujme řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn.

• Řadu
∑∞

n=1 γn s členy rovnými

γ1 = a1b1, γ2 = a1b2 + a2b1, γ3 = a1b3 + a2b2 + a3b1, . . .

nazýváme Cauchẙuv součin řad
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn.

• Řadu
∑∞

n=1 δn s členy rovnými

δ1 = a1b1, δ2 = a1b2 + a2b2 + a2b1, δ3 = a1b3 + a2b3 + a3b3 + a2b3 + a3b1, . . .

nazýváme Dirichlet̊uv součin řad
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn.

Poznámka 5.62

• Členy Cauchyova ani Dirichletova součinu řad nejsou př́ımo součiny aibj , ale rovnou
jejich konečné součty. To ale vzhledem k asociativitě řad (Věta 5.13) vyjde nastejno.

• Všimněme si, jakými členy jsou tvořeny členy Cauchyova a Dirichletova součinu –
nejlépe to uvid́ıme na výše uvedené

”
nekonečné matici“. U Cauchyova součinu je n-tý

člen tvořen součty prvk̊u na n-té vedleǰśı diagonále této matice. U Dirichletova součinu
je zase zaj́ımavé to, že jeho n-tý částečný součet je součet člen̊u v submatici tvořenou
prvńımi n řádky a n sloupci – toho využijeme v d̊ukazech.

Nejprve se pod́ıvejme na obecný př́ıpad uspořádáńı člen̊u aibj do řady.

Věta 5.63. Necht’ řady
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn jsou absolutně konvergentńı. Necht’ členy řady∑∞
n=1 cn jsou tvořeny právě všemi činiteli aibj, i, j ∈ N a každý se v ńı vyskytuje právě

jednou. Pak řada
∑∞

n=1 cn je také absolutně konvergentńı a plat́ı

∞∑
n=1

cn =

( ∞∑
n=1

an

)
·

( ∞∑
n=1

bn

)
.

D̊ukaz. Podle předpokladu
∑∞

n=1 |an| = s ∈ R,
∑∞

n=1 |bn| = t ∈ R. Označme

cn = aknb`n

kde {kn}∞n=1 a {`n}∞n=1 jsou bijekce na N (tzn. obě tyto posloupnosti obsahuj́ı právě jednou
každé přirozené č́ıslo). Zvolme n ∈ N libovolně a označme

p = max{k1, . . . , kn} a q = max{`1, . . . , `n}.

Pak

|c1|+ |c2|+ · · ·+ |cn| = |ak1 | · |b`1 |+ |ak2 | · |b`2 |+ · · ·+ |akn | · |b`n |

≤
p∑
i=1

q∑
j=1

|ai| · |bj | =
p∑
i=1

|ai| ·
q∑
j=1

|bj | ≤ s · t.
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Protože n ∈ N je libovolné, dostáváme tak, že posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 |cn|
je omezená, tedy řada

∑∞
n=1 cn je absolutně konvergentńı. Dokažme, že plat́ı vzorec z tvr-

zeńı věty. Vzhledem k absolutńı konvergenci
∑∞

n=1 cn má každé daľśı jej́ı přerovnáńı stejný
součet. Vyberme si třeba přerovnáńı

∑∞
n=1 δn, tedy Dirichlet̊uv součin řad. Označme {sn}∞n=1,

{tn}∞n=1 a {wn}∞n=1 postupně posloupnosti částečných součt̊u řad
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn a∑∞
n=1 δn. Pak plat́ı

δn =

n∑
i=1

n∑
j=1

aibj =

n∑
i=1

ai

n∑
j=1

bj = sn · tn

pro každé n ∈ N. Přechodem pro n→∞ dostáváme i požadovanou rovnost. 2

Pod́ıvejme se nyńı, co plat́ı speciálně pro Dirichlet̊uv součin.

Věta 5.64. Necht’
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn jsou konvergentńı řady a
∑∞

n=1 δn je jejich Di-
richlet̊uv součin. Pak

∑∞
n=1 δn je konvergentńı a plat́ı

∞∑
n=1

δn =

( ∞∑
n=1

an

)
·

( ∞∑
n=1

bn

)
.

D̊ukaz. Označme {sn}∞n=1, {tn}∞n=1, {wn}∞n=1 posloupnosti částečných součt̊u řad
∑∞

n=1 an,∑∞
n=1 bn,

∑∞
n=1 δn. Pak

wn = sntn, n ∈ N.

Odtud okamžitě plyne jak konvergence Dirichletova součinu, tak rovnost. 2

Konečně se pod́ıvejme na Cauchẙuv součin řad.

Věta 5.65 (Mertensova). Necht’
∑∞

n=1 an = a,
∑∞

n=1 bn = b konverguj́ı a alespoň jedna
z nich absolutně. Necht’

∑∞
n=1 γn je Cauchẙuv součin těchto řad. Pak

∑∞
n=1 γn konverguje

a plat́ı
∞∑
n=1

γn = ab.

D̊ukaz. Necht’
∑∞

n=1 an absolutně konverguje. Označme {tn}∞n=1, {vn}∞n=1, {sn}∞n=1 posloup-
nosti částečných součt̊u řad

∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn,

∑∞
n=1 γn, kde

∑∞
n=1 γn je Cauchẙuv součin

řad
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn. Plat́ı

sn = γ1 + γ2 + · · ·+ γn

= a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + · · ·
· · ·+ (a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1)

= a1vn + a2vn−1 + · · ·+ anv1.

Definujme pomocnou posloupnost {wn}∞n=1 předpisem

wn = vn − b, n ∈ N.
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Z lim
n→∞

vn = b plyne, že lim
n→∞

wn = 0. Dále z rovnosti vn = wn + b pro n ∈ N máme

sn = a1(b+ wn) + a2(b+ wn−1) + · · ·+ an(b+ w1)

= (a1 + a2 + · · ·+ an)b+ a1wn + a2wn−1 + · · ·+ anw1

= tnb+ un,

kde jsme zavedli novou posloupnost {un}∞n=1 vztahem

un = a1wn + a2wn−1 + · · ·+ anw1, n ∈ N.

Protože lim
n→∞

tn = a, plat́ı lim
n→∞

tnb = ab. Takže dokážeme-li lim
n→∞

un = 0, bude t́ım

dokázáno, že lim
n→∞

sn = ab, tj.
∑∞

n=1 cn = ab. Protože
∑∞

n=1 |an| konverguje, je posloupnost

jej́ıch částečných součt̊u omezená, tj. existuje h ∈ R, h > 0 tak, že

|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| < h, n ∈ N.

Protože lim
n→∞

wn = 0, je posloupnost {wn}∞n=1 ohraničená, tj. existuje k ∈ R, k > 0 tak, že

|wn| < k, n ∈ N.

Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolné. Protože lim
n→∞

wn = 0, existuje n1 ∈ N tak, že pro všechna

n ≥ n1 plat́ı

|wn| <
ε

2h
.

Protože
∑∞

n=1 |an| konverguje, existuje n2 ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N, n2 ≤ n < m
plat́ı

|an+1|+ |an+2|+ · · ·+ |am| <
ε

2k
.

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ 2n0 plat́ı

|un| = |a1wn + a2wn−1 + · · ·+ an0wn−n0+1 + an0+1wn−n0 + · · ·+ anw1|
≤ |a1||wn|+ |a2||wn−1|+ · · ·+ |an0 ||wn−n0+1|

+ |an0+1||wn−n0 |+ · · ·+ |an||w1|

< (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an0 |)
ε

2h
+ (|an0+1|+ · · ·+ |an|) k

< h
ε

2h
+

ε

2k
k =

ε

2
+
ε

2
= ε,

tj. lim
n→∞

un = 0. 2

Poznámka 5.66 Shrňme posledńı tři věty. Pokud obě řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn absolutně
konverguj́ı, je absolutně konvergentńı jakkoliv uspořádaný součin řad a jeho součet je roven
součinu součt̊u řad

∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn. Pokud je alespoň jedna z nich absolutně konver-

gentńı, Cauchẙuv součin je konvergentńı. Nejméně chceme po řadách
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn
v př́ıpadě Dirichletova součinu – stač́ı jejich konvergence.





Kapitola 6

Posloupnosti funkćı

Ve skriptech [13] jsme se bavili o č́ıselných posloupnostech. A to proto, že jsme potřebovali
pracovat s uspořádanými nekonečnými seznamy č́ısel. Formálně jsme posloupnost reálných
č́ısel definovali jako zobrazeńı přǐrazuj́ıćı každému přirozeném č́ıslu reálné č́ıslo. U posloup-
nost́ı funkćı to je podobné, jen nebudeme přǐrazovat č́ıslo ale funkci.

V této kapitole se opět zaměř́ıme na to, co nás na posloupnostech nejv́ıc zaj́ımá – jejich
limity. A pro jednoduchost budeme mluvit pouze o posloupnostech funkćı jedné proměnné.
Zobecněńı pro funkce v́ıce proměnných je pak analogické.

6.1 Základńı definice a značeńı

Definice 6.1 Necht’ D ⊂ R a funkce fn : R → R pro každé n ∈ N definované na této
množině (tzn. D ⊂ D(fn)). Zobrazeńı, které každému přirozenému č́ıslu n ∈ N přǐrazuje
funkci fn nazýváme posloupnost funkćı na množině D a znač́ıme {fn}∞n=1 nebo

f1, f2, f3, . . .

Př́ıklad 6.2 Posloupnostmi funkćı na R jsou např. {sin(nx)}∞n=1, {xn}∞n=1. Obě jsou defi-
nované na celém R. Grafy posloupnost́ı funkćı se sice nedaj́ı zobrazit, můžeme si ale zobrazit
grafy prvńıch pár člen̊u, viz Obrázek 6.1.

x

y
1

−1

π

(a) Grafy funkćı sin(nx), n = 1, . . . , 5.

x

y

1−1

1

(b) Grafy funkćı xn, n = 1, . . . , 5.

Obrázek 6.1: Posloupnosti z Př́ıkladu 6.2.
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6.2 Bodová konvergence

Seznamme se nejprve s nejjednodušš́ım typem konvergence posloupnosti funkćı – bodo-
vou. Samotný název je výstižný. Nejde vlastně nic jiného než o konvergenci posloupnost́ı
funkčńıch hodnot {fn(x)}∞n=1 pro pevná x.

Definice 6.3 Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost reálných funkćı definovaných na množině
D ⊂ R.

• Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje v bodě x̄ ∈ D, jestliže posloupnost
{fn(x̄)}∞n=1 konverguje.

• Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 (bodově) konverguje na množině M ⊂ D, jestliže
{fn}∞n=1 konverguje ve všech bodech množiny M . Funkci f : M → R definovanou
předpisem

f(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈M (6.1)

nazýváme (bodovou) limitou posloupnosti {fn}∞n=1 na množině M . Pak ř́ıkáme, že
posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f bodově na M a znač́ıme

”
fn → f na M pro

n→∞“.

• Množinu všech bod̊u z množiny D, ve kterých posloupnost konverguje, nazýváme
oborem (bodové) konvergence posloupnosti {fn}∞n=1.

Př́ıklad 6.4 Uvažujme posloupnost funkćı {fn}∞n=1, kde

fn(x) = xn, x ∈ R, n ∈ N.

Pod́ıvejme se nejprve pro jednoduchost na konvergenci v jednom bodě, konkrétně v bodě
x̄ = 3

4 . Protože

fn

(
3

4

)
=

(
3

4

)n
, n ∈ N,

posloupnost {fn}∞n=1 konverguje v tomto bodě k č́ıslu 0 (všimněte si na Obrázku 6.2 na
které ose vykreslujeme prvky této č́ıselné posloupnosti). Pro ostatńı body můžeme tuto
úvahu provést s využit́ım znalosti geometrické posloupnosti a zjist́ıme, že obor konvergence
zadané posloupnosti je interval (−1, 1]. Nav́ıc, limitńı funkce má předpis

f(x) =

{
0 pro x ∈ (−1, 1),

1 pro x = 1,

viz Obrázek 6.2. ©

Př́ıklad 6.5 Uvažujme posloupnost funkćı {fn}∞n=1, kde fn(x) = e−nx
2
, x ∈ R, n ∈ N.

K nalezeńı limitńı funkce použijeme vztah (6.1). Zvoĺıme pevně č́ıslo x ∈ R a budeme

zkoumat posloupnost reálných č́ısel
{

e−nx
2
}∞
n=1

. Plat́ı

e−nx
2

=
(

e−x
2
)n
,



6.2. BODOVÁ KONVERGENCE 161

x

y

x̄

x̄1

x̄2

x̄3

x̄5

1−1

1

0

Obrázek 6.2: Grafy prvńıch pár člen̊u posloupnosti {xn}∞n=1 a jej́ı limity (červeně).

z čehož je vidět, že pro x = 0 posloupnost konverguje k č́ıslu 1 a pro x 6= 0 jde k 0 (protože
e−x

2 ∈ (0, 1)). Tedy posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k funkci

f(x) =

{
1 pro x = 0,

0 pro x 6= 0

na R, viz Obrázek 6.3. ©

x

y

0

1

Obrázek 6.3: Grafy prvńıch pár člen̊u posloupnosti a jej́ı limity (červeně) z Př́ıkladu 6.5.

Př́ıklad 6.6 Uvažujme posloupnost funkćı {fn}∞n=1, kde

fn(x) = n(x
1
n − 1), x ∈ (0,∞), n ∈ N.

Pro pevně zvolené x > 0, x 6= 1 plat́ı

fn(x) =
x

1
n − 1

1
n

=
e

1
n

lnx − 1
1
n lnx

lnx→ lnx,
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kde jsme využili znalosti limity

lim
y→0

ey − 1

y
= 1.

Pro x = 1 plat́ı fn(1) = 0, tedy f(1) = 0 = ln 1. Posloupnost {fn} tedy konverguje k ln na
intervalu (0,∞). ©

6.3 Stejnoměrná konvergence

Na rozd́ıl od posloupnost́ı reálných č́ısel, u posloupnost́ı funkćı se budeme bavit v́ıce typy
konvergence. V Př́ıkladech 6.4 a 6.5 sice byly členy posloupnost́ı spojité funkce, ale jejich
limita už spojitá nebyla. K tomu, aby se spojitost člen̊u posloupnosti přenesla i na jej́ı limitu
bodová konvergence nestač́ı. Definujme silněǰśı pojem konvergence.

Definice 6.7 Necht’ je dána posloupnost funkćı {fn}∞n=1 definovaných na neprázdné
množině D ⊂ R. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 je stejnoměrně konvergentńı na množině
M ⊂ D, jestliže existuje funkce f : M → R taková, že

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀x ∈M : |fn(x)− f(x)| < ε

a znač́ıme
”
fn ⇒ f na M pro n→∞“.

Poznámka 6.8

• Srovnejme pojem stejnoměrné a bodové konvergence. Mějme dánu posloupnost reálných
funkćı {fn}∞n=1, definovaných na D ⊂ R, f : M → R, kde M ⊂ D. Všimněte si, že
tvrzeńı fn → f na M je ekvivalentńı s výrokem

∀x ∈M ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

Přitom tvrzeńı fn ⇒ f na M je zase ekvivalentńı s výrokem

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀x ∈M : |fn(x)− f(x)| < ε.

Tyto dvě definice se lǐśı jen pořad́ım kvantifikovaného výrazu ∀x ∈M . Rozd́ıl je v tom,
že u bodové konvergence může přirozené č́ıslo n0 být pro každé x jiné (tzn. záviśı jak
na ε tak na x), ale u stejnoměrné konvergence hodnota n0 nezáviśı na výběru x ∈M
(tzn. pro dané ε a pro všechna x je ho třeba zvolit stejné).

• Stejnoměrná konvergence implikuje bodovou konvergenci, ale naopak to neplat́ı, viz
Př́ıklad 6.10. Stejnoměrná konvergence je tedy silněǰśı než bodová konvergence.

Poznámka 6.9 (geometrický význam stejnoměrné konvergence) Stejnoměrnou konvergen-
ci, tedy nezávislost č́ısla n0 na x si lze pěkně představit na obrázku. Nejprve si pro ε > 0
a funkci f definovanou na množině M představme ε-pás funkce f , č́ımž rozumı́me množinu

{(x, y) ∈ R2 ; x ∈M ∧ |y − f(x)| < ε}.

Pak fn ⇒ f na M právě tehdy, když ke zvolenému ε > 0 existuje takový index n0, že grafy
funkćı fn pro všechna n ≥ n0 lež́ı v ε-pásu limitńı funkce f , viz Obrázek 6.4
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M

Obrázek 6.4: Grafy pár člen̊u posloupnosti {fn}∞n=1, jej́ı limita f (červeně) a ε-pás funkce
f (světle modře).

Př́ıklad 6.10 Uvažujme posloupnost {fn}∞n=1 a jej́ı limitu f z Př́ıkladu 6.4. Ukážeme, že
tato posloupnost nekonverguje stejnoměrně ke své limitě na intervalu (−1, 1). Tedy máme
ukázat, že existuje takové ε > 0, že pro každé n0 ∈ N existuj́ı n ∈ N, n ≥ n0 a x ∈ (−1, 1)
tak, že

|fn(x)− f(x)| ≥ ε.
To se dá přeformulovat také tak, že máme ukázat existenci ε > 0 a posloupnosti {xm}∞m=1

bod̊u z intervalu (−1, 1) tak, že |fm(xm) − f(xm)| ≥ ε pro všechna m ∈ N. Položme třeba

ε = 1
2 a najdeme xm ∈ (−1, 1) tak, že |xmm − 0| ≥ 1

2 . Stač́ı vźıt xm = m

√
1
2 . Pak opravdu

|fm(xm)− f(xm)| =
∣∣∣∣( m

√
1

2

)m
− 0

∣∣∣∣ =
1

2
pro všechna m ∈ N,

viz Obrázek 6.5. K závěru, že posloupnost na intervalu (−1, 1) neńı stejnoměrně konver-
gentńı dojdeme intuitivně i př́ımým pohledem na tento obrázek. Totiž všechny členy po-
sloupnosti jsou spojité a v bodě 1 nabývaj́ı č́ısla 1. Proto žádný člen této posloupnosti
nemůže z̊ustat v 1

2 -pásu nulové funkce (část tohoto pásu je rovněž na Obrázku 6.5). ©

Př́ıklad 6.11 Dokažte, že posloupnost {fn}∞n=1 z Př́ıkladu 6.4 konverguje ke své limitě
stejnoměrně na každém uzavřeném podintervalu [a, b] intervalu (−1, 1).

Řešeńı. Jak již v́ıme z Př́ıkladu 6.4, fn → 0 na [a, b]. Dokažme, že je tato konvergence
dokonce stejnoměrná. Zvolme ε > 0 libovolně. Protože |a|, |b| < 1, posloupnosti {|a|n}∞n=1

a {|b|n}∞n=1 konverguj́ı k nule, tzn. existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı
|a|n < ε a |b|n < ε. Dále pro všechna x ∈ [a, b] plat́ı |x| ≤ max{|a|, |b|}, tedy

|x|n ≤
(
max{|a|, |b|}

)n
= max{|a|n, |b|n}

pro všechna n ∈ N. Dohromady tedy pro všechna n ≥ n0 a x ∈ [a, b] plat́ı

|xn − 0| = |x|n ≤ max{|a|n, |b|n} < ε. ©

Uved’me si daľśı variantu Bolzanovy–Cauchyovy věty – tentokrát pro stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkćı.
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Obrázek 6.5: Ilustrace postupu z Př́ıkladu 6.10.

Věta 6.12 (Bolzanova–Cauchyova). Posloupnost {fn}∞n=1 stejnoměrně konverguje na mno-
žině M právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N,m, n ≥ n0 ∀x ∈M : |fn(x)− fm(x)| < ε.

D̊ukaz. (⇒): Necht’ tedy posloupnost {fn}∞n=1 stejnoměrně konverguje k funkci f na M .
K libovolnému ε > 0 lze tedy nalézt n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

|fn(x)− f(x)| < ε

2
pro všechna x ∈M.

Tedy pro každou dvojici č́ısel n, m ∈ N splňuj́ıćıch n ≥ n0 a m ≥ n0 plat́ı

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

(⇐): Předpokládejme, že je splněna podmı́nka Věty 6.12. Pak zřejmě plat́ı, že pro každé
x ∈ M splňuje posloupnost {fn(x)}∞n=1 Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku pro č́ıselné po-
sloupnosti. Existuje tedy vlastńı limita lim

n→∞
fn(x) pro všechna x ∈M . Tuto limitu označ́ıme

symbolem f(x). T́ım je definována funkce f : M → R, která je bodovou limitou posloup-
nosti {fn}∞n=1. Stač́ı tedy jen dokázat, že konvergence je stejnoměrná. Z naš́ı podmı́nky
plyne, že k libovolnému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N, m ≥ n0, n ≥ n0

plat́ı

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
pro všechna x ∈M.

Přejdeme-li v této nerovnosti k limitě pro m→∞, dostáváme

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

2
< ε pro všechna x ∈M,

což jsme chtěli dokázat. 2

Předchoźı věta je nejznáměǰśı a nejd̊uležitěǰśı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou stej-
noměrné konvergence. Použ́ıvá se zejména v d̊ukazech. Oproti tomu, následuj́ıćı věta dává
návod, jak prakticky zjistit, zda daná posloupnost funkćı stejnoměrně konverguje či ne.



6.3. STEJNOMĚRNÁ KONVERGENCE 165

Věta 6.13 (nutná a postačuj́ıćı podmı́nka stejnoměrné konvergence). Necht’ je dána pos-
loupnost {fn}∞n=1 na množině M a funkce f : M → R. Označme

σn = sup
x∈M
|fn(x)− f(x)|, n ∈ N.

Pak
fn ⇒ f na M ⇐⇒ lim

n→∞
σn = 0.

D̊ukaz. (⇒): Necht’ fn ⇒ f na M . Zvolme ε > 0 libovolně. Pak podle předpokladu existuje
n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0 a všechna x ∈M plat́ı

|fn(x)− f(x)| < ε

2
,

tedy pro všechna n ≥ n0 dostáváme

σn = sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| ≤ ε

2
< ε.

(⇐): Necht’ naopak lim
n→∞

σn = 0. Zvolme ε > 0 libovolně. Pak existuje n0 ∈ N tak, že pro

všechna n ∈ N, n ≥ n0 a pro všechna x ∈M plat́ı

|fn(x)− f(x)| ≤ σn < ε. 2

Př́ıklad 6.14 Vyšetřete stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkćı {fn}∞n=1, kde

fn(x) =
2nx

1 + n2x2
, n ∈ N, x ∈ R

na

(a) intervalu [0, 1],

(b) intervalu [1,∞).

Řešeńı. Snadno spoč́ıtáme, že fn → f na [0,∞), kde f(x) = 0 pro všechna x ∈ [0,∞). Dále
si všimněme, že

• fn(x) > 0 pro všechna x ∈ (0,∞),

• fn jsou spojité na [0,∞),

• fn(0) = 0 a limx→∞ fn(x) = 0 pro všechna n ∈ N,

viz Obrázek 6.6. Vyšetřeme nyńı posloupnost na obou intervalech.

(a) Uvažujme funkce fn pouze na intervalu M = [0, 1]. Abychom mohli použ́ıt Větu 6.13,
je nutné určit σn pro všechna n ∈ N. Protože fn jsou spojité na [0, 1], pak

σn = max
x∈[0,1]

fn(x)
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Obrázek 6.6: Grafy několika prvńıch člen̊u posloupnosti funkćı z Př́ıkladu 6.14.

pro každé n ∈ N. Funkce fn zřejmě může nabývat svého maxima bud’ v krajńıch
bodech definičńıho intervalu nebo ve stacionárńıch bodech. Pro každé n ∈ N a x > 0
plat́ı

f ′n(x) =
2n(1− n2x2)

(1 + n2x2)2
.

Zřejmě f ′n(x) = 0 právě tehdy když 1 − n2x2 = 0, tedy x = 1
n (rovnici totiž řeš́ıme

pouze na intervalu (0, 1)). Plat́ı

fn(0) = 0, fn

(
1

n

)
= 2, fn(1) =

2n

1 + n2
.

Z toho vyplývá, že σn = 2 pro n ∈ N, tedy lim
n→∞

σn = 2 6= 0. Posloupnost {fn}∞n=1

definovaná na [0, 1] nekonverguje stejnoměrně ke své limitńı funkci.

(b) Nyńı uvažujme posloupnost funkćı na intervalu [1,∞). Opět z vlastnost́ı člen̊u naš́ı
posloupnosti dostáváme, že

σn = max
x∈[1,∞)

fn(x).

Podobně jako v části (a) je nutné určit přesnou hodnotu σn pro každé n ∈ N, přitom
již v́ıme, že f ′n jsou záporné na [1,∞), tzn. na tomto intervalu jsou funkce fn klesaj́ıćı.
Z toho vyplývá, že

σn = fn(1) =
2n

1 + n2
, n ∈ N.

Tentokrát ovšem limn→∞ σn = 0, z čehož plyne, že posloupnost {fn}∞n=1 stejnoměrně
konverguje na [1,∞). ©

Vlastnosti stejnoměrně konvergentńıch posloupnost́ı funkćı

Pojem stejnoměrné konvergence se zavád́ı zejména kv̊uli tomu, že některé vlastnosti člen̊u
stejnoměrně konvergentńı posloupnosti se přenáš́ı i na jej́ı limitu.
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Věta 6.15 (o limitě, Mooreova–Osgoodova). Necht’ fn, f : R → R, c ∈ R, δ > 0, fn ⇒ f
na (c, c+ δ). Dále necht’ existuj́ı vlastńı limity

lim
x→c+

fn(x)(=: bn) pro každé n ∈ N.

Pak také existuj́ı limx→c+ f(x) a limn→∞ bn a jsou si rovny, tzn.

lim
x→c+

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→c+

fn(x). (6.2)

D̊ukaz. Podle předpokladu konverguje posloupnost {fn}∞n=1 k funkci f na (c, c + δ), takže
z Bolzanovy–Cauchyovy věty (Věta 6.12) plyne, že pro všechna ε > 0 existuje n0 ∈ N tak,
že pro každé m, n ∈ N, m ≥ n0, n ≥ n0 plat́ı

|fn(x)− fm(x)| < ε

3
pro všechna x ∈ (c, c+ δ). (6.3)

Když v (6.3) přejdeme k limitě pro x → c+, dostaneme pro každé m,n ∈ N, m,n ≥ n0

nerovnosti
|bn − bm| ≤

ε

3
< ε,

takže posloupnost č́ısel {bn}∞n=1 splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku pro č́ıselné po-
sloupnosti, je tedy konvergentńı. Označme b = limn→∞ bn ∈ R.
Nyńı stač́ı jen dokázat, že limx→c+ f(x) = b, tzn. ukázat, že

∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀x ∈ (c, c+ δ), c < x < c+ δ1 : |f(x)− b| < ε.

Zvolme ε > 0. Ze stejnoměrné konvergence plyne existence č́ısla n1 ∈ N takového, že

|fn(x)− f(x)| < ε

3
pro všechna x ∈ (c, c+ δ), všechna n ≥ n1.

Protože lim
n→∞

bn = b, existuje n2 ∈ N tak, že

|bn − b| <
ε

3
pro všechna n ≥ n2.

Položme n0 = max{n1, n2}. Protože limx→c+ fn0(x) = bn0 , existuje δ1 ∈ (0, δ) tak, že

|fn0(x)− bn0 | <
ε

3
pro všechna x ∈ (c, c+ δ1).

Z posledńıch třech nerovnost́ı pro n = n0 vyplývá

|f(x)− b| = |f(x)− fn0(x) + fn0(x)− bn0 + bn0 − b|

≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− bn0 |+ |bn0 − b| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

pro každé x ∈ (c, c+ δ1). 2

Poznámka 6.16 Všimněte si, že vztah (6.2) vlastně ř́ıká, že u stejnoměrně konvergentńı
posloupnosti funkćı lze zaměnit pořad́ı vyhodnocováńı limit pro x→ c+ a n→∞.

Poznámka 6.17 Podobné tvrzeńı jako je ve Větě 6.15 lze vyslovit pro x → c− a x → c.
Vyslovte taková tvrzeńı a dokažte!
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Př́ıklad 6.18 Ukažme si, že bodová konvergence by k rovnosti limit z Mooreovy–Osgoodovy
věty (Věta 6.15) nestačila, tzn. bez předpokladu stejnoměrné konvergence tvrzeńı neplat́ı.
Uvažujme posloupnost funkćı z Př́ıkladu 6.4. Podle Př́ıkladu 6.10 posloupnost nekonverguje
stejnoměrně na (−1, 1) a nemůže tedy ani na intervalu (−1, 1]. Pod́ıvejme se, jak je to se
záměnou limit lim

x→1−
a lim
n→∞

, tzn. porovnejme limity

lim
x→1−

lim
n→∞

fn(x) a lim
n→∞

lim
x→1−

fn(x).

Pro všechna x ∈ (−1, 1) plat́ı lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = 0. Následně

lim
x→1−

lim
n→∞

fn(x) = 0.

Dále plat́ı, že lim
x→1−

fn(x) = lim
x→1−

xn = 1n = 1 a tedy

lim
n→∞

lim
x→1−

fn(x) = 1.

V tomto př́ıpadě tedy neńı možná záměna limit. ©

Věta 6.19 (o spojitosti limity). Necht’ J ⊂ R je neprázdný interval, {fn}∞n=1 je posloupnost
na J , f : R→ R,

(i) fn ⇒ f na J a

(ii) fn jsou spojité na J pro všechna n ∈ N.

Pak f je spojitá na J .

D̊ukaz. Vezmeme libovolný bod c z intervalu J , který neńı jeho pravým hraničńım bodem. Ze
spojitosti funkćı fn plyne, že limx→c+ fn(x) = fn(c) pro každé n ∈ N. S využit́ım Věty 6.15
a konvergence posloupnosti {fn}∞n=1 v bodě c dostáváme

lim
x→c+

f(x) = lim
x→c+

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→c+

fn(x) = lim
n→∞

fn(c) = f(c),

tzn. f je v bodě c spojitá zprava. Podobně můžeme vźıt libovolný bod c z intervalu J takový,
že neńı jeho levým hraničńım bodem. S využit́ım Poznámky 6.17 dostáváme

lim
x→c−

f(x) = f(c).

Z těchto úvah také plyne, že je-li c vnitřńım bodem intervalu J , pak f je spojitá v c. 2

Jak jsme viděli v př́ıkladech na začátku kapitoly, pokud posloupnost spojitých funkćı
konverguje k limitńı funkci pouze bodově a nikoliv stejnoměrně, nemuśı být limitńı funkce
spojitá.
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Věta 6.20 (o záměně limity a derivace). Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných
na intervalu J = [a, b] ⊂ R,

(i) posloupnost {fn}∞n=1 konverguje alespoň v jednom bodě z J ,

(ii) pro každé n ∈ N existuje spojitá f ′n na intervalu J a

(iii) posloupnost {f ′n}
∞
n=1 konverguje stejnoměrně na J .

Pak

(a) posloupnost {fn}∞n=1 konverguje stejnoměrně na J ,

(b) označ́ıme-li lim
n→∞

fn = f , pak existuje derivace f ′ na J a plat́ı

f ′ = lim
n→∞

f ′n na J. (6.4)

D̊ukaz. ad (a): Stač́ı ověřit splněńı Bolzanovy–Cauchyovy podmı́nky z Věty 6.12 pro po-
sloupnost funkćı {fn}∞n=1. Zvolme libovolně ale pevně ε > 0. Z (i) plyne existence c ∈ [a, b]
takového, že {fn(c)}∞n=1 je konvergentńı posloupnost, takže splňuje Bolzanovu–Cauchyovu
podmı́nku pro posloupnosti č́ısel. Tedy existuje n1 ∈ N takové, že pro všechna m,n ∈ N,
m,n ≥ n1 plat́ı

|fm(c)− fn(c)| < ε

2
. (6.5)

Z předpokladu (iii) plyne zase existence n2 ∈ N takového, že pro všechna m,n ∈ N splňuj́ıćı
m,n ≥ n2 plat́ı

|f ′m(t)− f ′n(t)| < ε

2(b− a)
pro každé t ∈ [a, b]. (6.6)

Polož́ıme n0 = max{n1, n2}. Pro každé m,n ∈ N a každé x ∈ [a, b], x 6= c existuje ξ ∈ [a, b]
lež́ıćı mezi body x a c takové, že

(fm(x)− fn(x))− (fm(c)− fn(c))

x− c
= f ′m(ξ)− f ′n(ξ)

(větu o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu jsme použili na funkci fm − fn na intervalu
o hraničńıch bodech x a c). Úpravou dostáváme

fm(x)− fn(x) = fm(c)− fn(c) + (f ′m(ξ)− f ′n(ξ))(x− c).

Jsou-li m,n ≥ n0 pak z (6.5) a (6.6) vyplývá

|fm(x)− fn(x)| ≤ |fm(c)− fn(c)|+ |f ′m(ξ)− f ′n(ξ)||x− c| ≤ ε

2
+

ε

2(b− a)
(b− a) = ε.

Z Bolzanovy–Cauchyovy věty (Věta 6.12) plyne, že posloupnost {fn}∞n=1 je stejnoměrně
konvergentńı na [a, b]
ad (b): Označme limitu posloupnosti {fn}∞n=1 symbolem f . Z předpokladu (iii) vyplývá
existence funkce g : R → R takové, že f ′n ⇒ g na [a, b]. Dokážeme, že g = f ′ na [a, b].
Nejprve vezmeme x ∈ [a, b) a dokážeme rovnost g(x) = f ′+(x). Plat́ı

f ′+(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0+
lim
n→∞

fn(x+ h)− fn(x)

h

= lim
n→∞

lim
h→0+

fn(x+ h)− fn(x)

h
= lim

n→∞
(fn)′+(x) = g(x),
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kde jsme ve třet́ı rovnosti použili Mooreovu–Osgoodovu větu (Věta 6.15) – oprávněnost
jej́ıho použit́ı bude zd̊uvodněno dále. Podobně se dá dokázat rovnost g(x) = f ′−(x) pro
každé x ∈ (a, b]. Důkaz je tak hotov.
Ukažme ještě, že použit́ı Věty 6.15 bylo vskutku oprávněné! Označ́ıme

ϕn(h) =
fn(x+ h)− fn(x)

h
a ϕ(h) =

f(x+ h)− f(x)

h

pro každé n ∈ N a h ∈ (0, δ), kde δ > 0 a x ∈ [a, b) jsou pevně daná č́ısla. Aplikujeme
Mooreovu–Osgoodovu větu (Věta 6.15) na funkce ϕn, ϕ : (0, δ) → R. Pro všechna n ∈ N
existuj́ı vlastńı limity

lim
h→0+

ϕn(h) = lim
h→0+

fn(x+ h)− fn(x)

h
= (fn)′+(x).

Nyńı ověřme, že ϕn ⇒ ϕ na (0, δ). K tomu opět použijeme Bolzanovu–Cauchyovu větu
(Věta 6.12). Nejprve pozorujme, že pro každé m,n ∈ N a h lze naj́ıt ξh ∈ (0, δ) lež́ıćı mezi
body 0 a h tak, že plat́ı

ϕm(h)− ϕn(h) =
fm(x+ h)− fm(x)

h
− fn(x+ h)− fn(x)

h

=
1

h
[(fm(x+ h)− fn(x+ h))− (fm(x)− fn(x))]

=
1

h
h(f ′m(ξh)− f ′n(ξh)) = f ′m(ξh)− f ′n(ξh)

Zvolme ε > 0 libovolně. Protože {f ′n}
∞
n=1 splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku na [a, b],

pak existuje n0 ∈ N tak, že pro každé m,n ≥ n0 a každé y ∈ [a, b] plat́ı |f ′m(y)− f ′n(y)| < ε.
Tedy pro každé m,n ≥ n0 a každé h ∈ (0, δ) plat́ı

|ϕm(h)− ϕn(h)| = |f ′m(ξh)− f ′n(ξh)| < ε.

Podle Bolzanovy–Cauchyovy věty konečně plat́ı ϕn ⇒ ϕ na (0, δ). 2

Věta 6.21 (o změně pořad́ı limity a integrálu). Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı na
intervalu [a, b], kde a, b ∈ R, a < b, f : R→ R,

• fn ⇒ f na intervalu [a, b] a

• fn je riemannovsky integrovatelná na [a, b] pro každé n ∈ N.

Pak existuje Riemann̊uv integrál
∫ b
a f(x) dx a plat́ı∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x) dx. (6.7)

D̊ukaz. Provedeme ho ve dvou kroćıch: (a) dokážeme, že f ∈ R([a, b]) a poté (b) dokážeme
platnost rovnosti (6.7).
ad (a): Zvolme libovolně ε > 0. Podle předpokladu stejnoměrné konvergence existuje n0 ∈ N
tak, že

|fn0(x)− f(x)| < ε

4(b− a)
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pro každé x ∈ [a, b]. Protože fn0 ∈ R([a, b]), pak existuje děleńı intervalu [a, b]

D = {x0, x1, . . . , xn}, a = x0 < x1 < · · · < xn = b

tak, že

S(fn0 , D)− s(fn0 , D) <
ε

2
,

viz [13, Lemma 9.25]. Protože pro každé x ∈ [a, b] plat́ı

fn0(x)− ε

4(b− a)
< f(x) < fn0(x) +

ε

4(b− a)
,

pak pro každé i = 1, . . . , n také

inf
[xi−1,xi]

fn0 −
ε

4(b− a)
≤ inf

[xi−1,xi]
f ≤ sup

[xi−1,xi]
f ≤ sup

[xi−1,xi]
fn0 +

ε

4(b− a)
.

Celkově dostáváme

S(f,D)− s(f,D) =
n∑
i=1

(
sup

[xi−1,xi]
f − inf

[xi−1,xi]
f

)
(xi − xi−1)

≤
n∑
i=1

(
sup

[xi−1,xi]
fn0 − inf

[xi−1,xi]
fn0 +

ε

2(b− a)

)
(xi − xi−1)

=
n∑
i=1

(
sup

[xi−1,xi]
fn0 − inf

[xi−1,xi]
fn0

)
(xi − xi−1) +

ε

2(b− a)

n∑
i=1

(xi − xi−1)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Podle [13, Lemma 9.25] je i funkce f riemannovsky integrovatelná na [a, b].
ad (b): Z předpokladu fn ⇒ f na [a, b] plyne, že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že
pro každé n ∈ N, n ≥ n0 a každé x ∈ [a, b] plat́ı

|fn(x)− f(x)| < ε

2(b− a)
.

Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı∣∣∣∣∫ b

a
fn(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a
(fn(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|fn(x)− f(x)|dx

≤
∫ b

a

ε

2(b− a)
dx = (b− a)

ε

2(b− a)
=
ε

2
< ε. 2

Pokud posloupnost funkćı nekonverguje stejnoměrně ke své limitńı funkci na [a, b], pak
nemuśı platit rovnost (6.7) – viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 6.22 Uvažujme posloupnost funkćı {fn}∞n=1 definovaných na intervalu [0, 1] před-
pisem

fn(x) =


0 x = 0,

n x ∈ (0, 1/n),

0 x ∈ [1/n, 0],
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Obrázek 6.7: Grafy prvńıch třech člen̊u posloupnosti z Př́ıkladu 6.22.

viz Obrázek 6.7. Pak ∫ 1

0
fn(x) dx = 1

pro každé n ∈ N. Sice fn → 0 na [0, 1], ale přitom fn 6⇒ 0 na [0, 1] (pro ε = 1 žádný člen
posloupnosti nelež́ı v ε-pásu nulové funkce). Protože∫ 1

0
fn(x) dx = 1 6→ 0 =

∫ 1

0
0 dx,

tedy neplat́ı (6.7). Důvodem je právě fakt, že konvergence neńı stejnoměrná. ©

6.4 Lokálně stejnoměrná konvergence

Seznamme se ještě s jedńım typem konvergence posloupnost́ı. Jde o něco slabš́ı typ kon-
vergence než je stejnoměrná. Přesto bude v mnoha ohledech stačit k přeneseńı některých
vlastnost́ı z člen̊u posloupnosti na jej́ı limitu, podobně jako tomu je u stejnoměrné konver-
gence.

Definice 6.23 Necht’ fn, f : R→ R pro n ∈ N jsou funkce definované na množině D ⊂ R.
Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}∞n=1 konverguje lokálně stejnoměrně k funkci f na
intervalu J ⊂ D, jestliže stejnoměrně konverguje na každém jeho kompaktńım podintervalu.
Znač́ıme

fn
loc
⇒ f na J.

Tak např́ıklad posloupnost z Př́ıklad̊u 6.10 a 6.11 nekonverguje stejnoměrně na (−1, 1),
ale konverguje na tomto intervalu alespoň lokálně stejnoměrně.
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Poznámka 6.24 Lokálně stejnoměrná konvergence na uzavřeném a ohraničeném (tj. kom-
paktńım) intervalu splývá se stejnoměrnou konvergenćı na tomto intervalu. Proto je tento
pojem zaj́ımavý jen pro otevřené, polootevřené či neohraničené intervaly J .

Věta 6.25 (o spojitosti limity). Necht’ J ⊂ R je neprázdný interval, {fn}∞n=1 je posloupnost
na J , f : R→ R,

(i) fn
loc
⇒ f na J a

(ii) fn jsou spojité na J pro všechna n ∈ N.

Pak f je spojitá na J .

D̊ukaz. Necht’ c ∈ J neńı pravým koncovým bodem intervalu J . Pak existuje ε > 0 tak,
že [c, c + ε] ⊂ J . Podle předpokladu f ⇒ f na [c, c + ε] a podle Věty 6.19 je f spojitá na
intervalu [c, c + ε]. Odtud plyne, že f je spojitá v bodě c zprava. Podobně se dokáže, že f
je spojitá zleva v bodě c ∈ J , který neńı pravým koncovým bodem intervalu J . 2

Důkaz následuj́ıćı věty se vede podobně jako u věty předchoźı, přitom se využije Věty 6.20.

Věta 6.26 (o záměně limity a derivace). Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných
na intervalu J ⊂ R,

(i) posloupnost {fn}∞n=1 konverguje alespoň v jednom bodě z J ,

(ii) pro každé n ∈ N existuje spojitá f ′n na intervalu J a

(iii) posloupnost {f ′n}
∞
n=1 konverguje lokálně stejnoměrně na J .

Pak

(a) posloupnost {fn}∞n=1 konverguje lokálně stejnoměrně na J ,

(b) označ́ıme-li lim
n→∞

fn = f , pak existuje derivace f ′ na J a plat́ı

f ′ = lim
n→∞

f ′n na J.

Dále bychom potřebovali pracovat se záměnou integrace a limity posloupnosti, která
lokálně stejnoměrně konverguje. Následuj́ıćı věta je vlastně téměř d̊usledkem Věty 6.21.
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Věta 6.27. Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnosti funkćı na intervalu J ⊂ R, f : R→ R,

• fn
loc
⇒ f na intervalu J a

• fn je riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném a ohraničeném podintervalu
intervalu J pro každé n ∈ N.

Pak f je riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném a ohraničeném podintervalu
intervalu J a pro každé c ∈ R plat́ı∫ x

c
f(s) ds = lim

n→∞

∫ x

c
fn(s) ds, x ∈ J.

Právě uvedené věty využijeme pro vysloveńı analogických tvrzeńıch o lokálně stej-
noměrně konvergentńıch řadách funkćı, viz dále.



Kapitola 7

Řady funkćı

Nyńı se konečně dostáváme k řadám funkćı. Ty maj́ı široké využit́ı. Při hledáńı primitivńıch
funkćı, při řešeńı diferenciálńıch rovnic, atd. My se budeme zabývat zejména Taylorovými
a Fourierovými řadami. K tomu je ale třeba uvést některé obecné výsledky z teorie funkčńıch
řad. Jak hned uvid́ıme, spousta věćı nám již bude známá z předchoźıch dvou kapitol.

7.1 Základńı definice a značeńı

Začněme klasicky definićı.

Definice 7.1 Mějme dánu posloupnost funkćı {fn}∞n=1 na neprázdné množině D ⊂ R.
Řadou funkćı na množině D (neboli funkčńı řadou) chápeme symbol

∞∑
n=1

fn nebo f1 + f2 + f3 + · · · .

Posloupnost funkćı {sn}∞n=1 na D definovanou předpisem

s1 = f1,

s2 = f1 + f2,

s3 = f1 + f2 + f3,

· · ·

nazýváme posloupnost́ı částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 fn a jej́ı členy částečné součty této
řady.

Jak asi tuš́ıme, konvergence řady funkćı bude definována pomoćı posloupnosti částečných
součt̊u, tedy s výhodou využijeme pojmy a výsledky z předchoźı kapitoly.

7.2 Bodová konvergence

Protože jsme již následuj́ıćı pojmy definovali pro posloupnosti funkćı, nebudeme se př́ılǐs
zdržovat motivačńımi př́ıklady a shrneme všechny d̊uležité definice do jedné.

175
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Definice 7.2 Necht’ je dána řada funkćı
∑∞

n=1 fn na D ⊂ R a jej́ı posloupnost částečných
součt̊u {sn}∞n=1.

(1) Řekneme, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje v bodě x̄ ∈ D, jestliže je posloupnost (č́ısel)
{sn(x̄)}∞n=1 konvergentńı.

(2) Řekneme, že řada
∑∞

n=1 fn bodově konverguje na množině M ⊂ D, jestliže posloupnost
{sn}∞n=1 bodově konverguje na M .

(3) Jestliže M ⊂ D je množina všech bod̊u, ve kterých řada konverguje, pak ji nazýváme
oborem konvergence a funkci s : M → R definovanou předpisem

s(x) = lim
n→∞

sn(x), x ∈M

nazýváme součtem řady a označujeme

∞∑
n=1

fn = s.

(4) Řekneme, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje absolutně na A ⊂ D, jestliže řada
∑∞

n=1 fn(x)
konverguje absolutně pro každé x ∈ A.

(5) Řekneme, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje relativně (neabsolutně) na R ⊂ D, jestliže řada∑∞
n=1 fn(x) konverguje relativně (neabsolutně) pro všechna x ∈ R.

Poznámka 7.3

(a) Z předchoźı definice tedy vyplývá, že symbolem
∑∞

n=1 fn rozumı́me také limitu po-
sloupnosti (pokud nějaká existuje!) částečných součt̊u {sn}∞n=1 (tedy stejně jako u řad
reálných č́ısel).

(b) Podobně jako u č́ıselných řad je někdy praktické indexovat členy řady od jiného celého
č́ısla než od 1 – zejména od nuly. Např́ıklad řadu

1 + x+ x2 + x3 + · · ·

budeme mı́sto
∑∞

n=1 x
n−1 psát jako

∑∞
n=0 x

n, nebo i
∑∞

n=−1 x
n+1, a podobně.

Př́ıklad 7.4 Uvažujme řadu funkćı

∞∑
n=1

(1− x)xn.

Pak

s1(x) = (1− x)x = x− x2,

s2(x) = (1− x)x+ (1− x)x2 = x− x2 + x2 − x3 = x− x3,

. . .

sn(x) = x− xn+1.
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Je jasné, že posloupnost {sn}∞n=1 konverguje pouze pro x ∈ (−1, 1], a to k funkci s maj́ıćı
hodnoty s(x) = x pro x ∈ (−1, 1), s(1) = 0. Podle definice pak

∞∑
n=1

fn(x) =

{
x pro x ∈ (−1, 1),
0 pro x = 1.

©

Poznámka 7.5 V Př́ıkladu 7.4 jsme vyšetřili konvergenci řady pomoćı posloupnosti částeč-
ných součt̊u. Ve většině př́ıpad̊u tento postup nelze použ́ıt, protože částečné součty nejsme
schopni vhodně vyjádřit. Ovšem často nás nezaj́ımá součet řady, ale pouze to, ve kterých bo-
dech řada konverguje (absolutně, relativně) a kde nekonverguje (= diverguje). Pak můžeme
zvolit následuj́ıćı postup:

1. Urč́ıme definičńı obory všech funkćı fn a provedeme pr̊unik těchto množin

D =
∞⋂
n=1

D(fn).

Na této množině má smysl vyšetřovat konvergenci řady.

2. Urč́ıme množinu

M1 = {x ∈ D ; lim
n→∞

fn(x) = 0}

(viz nutnou podmı́nku konvergence č́ıselné řady z Věty 5.7). Je jasné, že řada

∞∑
n=1

fn(x)

diverguje pro x ∈ D \M1, takže se stač́ı zaměřit pouze na množinu M1.

3. Zvoĺıme x ∈M1 a vyšetřujeme konvergenci č́ıselné řady

∞∑
n=1

|fn(x)|

pomoćı vhodného kritéria z kapitoly 5 (srovnávaćı, d’Alembertovo, Cauchyho, Raa-
beho, jejich limitńı verze, atd.). Urč́ıme tak množinu

M2 = {x ∈M1 ;

∞∑
n=1

|fn(x)| <∞},

což je množina bod̊u, na které řada konverguje absolutně (u skutečného výpočtu
v tomto kroku najdeme pouze část bod̊u z této množiny a zcela ji urč́ıme až v násle-
duj́ıćım kroku).

4. Jestliže M2 = M1, pak máme úplnou informaci o konvergenci naš́ı řady. Pokud tomu
tak neńı, pak je ještě třeba vyšetřit chováńı řady na doplňku M1 \M2, což bývá jen
konečná množina. Vezmeme postupně všechna x ∈M1 \M2 a vyšetř́ıme konvergenci
č́ıselné řady

∑∞
n=1 fn(x) (opět použijeme př́ıslušné kritérium – Leibnizovo, Abelovo,

Dirichletovo). Dostaneme množinu

M3 = {x ∈M1 \M2 :

∞∑
n=1

fn(x) relativně konverguje}.
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5. Závěr: Na množině M2∪M3 řada konverguje. Na množiněD\(M2∪M3) řada diverguje.

Př́ıklad 7.6 Vyšetřujeme konvergenci řady

∞∑
n=1

xn

n
.

Budeme postupovat podle bod̊u z Poznámky 7.5.

1. Zřejmě D(fn) = R pro všechna n ∈ N a tedy D = R.

2. Vztah

lim
n→∞

xn

n
= 0

je splněn pouze pro |x| ≤ 1. Tedy M1 = [−1, 1].

3. Nyńı pro libovolné x ∈M1 zjist́ıme absolutńı konvergenci řady, tedy vyšetřujeme řadu

∞∑
n=1

|x|n

n
.

Vyšetřeme limitu

lim
n→∞

n

√
|x|n
n

= lim
n→∞

|x|
n
√
n

= |x| lim
n→∞

1
n
√
n

= |x|.

Podle d’Alembertova kritéria je řada absolutně konvergentńı pro |x| < 1. Pro x = ±1
jde o harmonickou řadu, která je divergentńı – viz Př́ıklad 5.4. V těchto bodech řada
nekonverguje absolutně. Tedy M2 = (−1, 1).

4. Protože M1\M2 = {−1, 1} je neprázdná množina, muśıme ještě na ńı vyšetřit relativńı
konvergenci. Pro x = −1 dostáváme řadu

∞∑
n=1

(−1)n

n
= −

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
,

o které je známo, že je relativně konvergentńı (viz Př́ıklad 5.52). Pro x = 1 dostáváme
harmonickou řadu

∞∑
n=1

1

n
,

o které je zase známo, že je divergentńı.

5. Závěr: Řada absolutně konverguje pro x ∈ (−1, 1), relativně konverguje pro x = −1
a diverguje pro x ∈ (−∞,−1) ∪ [1,∞). ©
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7.3 Stejnoměrná konvergence

Stejně, jako jsme definovali bodovou konvergenci řad pomoćı bodové konvergence posloup-
nosti, budeme definovat stejnoměrnou konvergenci řad pomoćı stejnoměrné konvergence
posloupnosti.

Definice 7.7 Ř́ıkáme, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na množině M , jestliže
posloupnost jej́ıch částečných součt̊u konverguje stejnoměrně na množině M .

Opět existuje varianta Bolzanovy–Cauchyovy věty pro tento typ konvergence.

Věta 7.8 (Bolzanova–Cauchyova). Řada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na množině M
právě tehdy, když pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n,m ∈ N, n0 ≤ n < m
a všechna x ∈M plat́ı

|fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fm(x)| < ε.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne téměř okamžitě z Bolzanovy–Cauchyovy věty o stejnoměrné konver-
genci posloupnosti funkćı (Věta 6.12) uvědomı́me-li si, že stejnoměrná konvergence řady
je ekvivalentńı se stejnoměrnou konvergenćı posloupnosti jej́ıch částečných součt̊u {sn}∞n=1

a rovnosti
sm(x)− sn(x) = fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fm(x)

pro každé m, n ∈ N, m ≥ n a x ∈M . 2

Ještě uvedeme tři kritéria pro stejnoměrnou konvergenci řad funkćı.

Definice 7.9 Necht’ je dána řada funkćı
∑∞

n=1 fn na M ⊂ R a č́ıselná řada s nezápornými
členy

∑∞
n=1 an. Jestliže

|fn(x)| ≤ an pro všechna n ∈ N a všechna x ∈M, (7.1)

ř́ıkáme, že
∑∞

n=1 an je majorantńı k funkčńı řadě
∑∞

n=1 fn.

Věta 7.10 (Weierstrassovo kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je konvergentńı č́ıselná řada majo-
rantńı k funkčńı řadě

∑∞
n=1 fn na M . Pak

∑∞
n=1 fn je stejnoměrně konvergentńı na M .

D̊ukaz. Z konvergence č́ıselné řady
∑
an plyne, že splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku

(viz Větu 5.9), tedy pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n, m ∈ N taková,
že m > n ≥ n0 plat́ı

|an+1 + an+2 + · · ·+ am| < ε.

Z předpokladu (7.1) a faktu, že
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými členy, plyne

|fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fm(x)| ≤ |fn+1(x)|+ |fn+2(x)|+ · · ·+ |fm(x)|
≤ an+1 + an+2 + · · ·+ am = |an+1 + an+2 + · · ·+ am| < ε

pro všechnam, n ∈ N,m > n ≥ n0 a všechna x ∈M . Podle Věty 7.8 je
∑∞

n=1 fn stejnoměrně
konvergentńı na M . 2
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Př́ıklad 7.11 Dokažte, že řada
∞∑
n=1

cos2 nx

n(n+ 1)

je stejnoměrně konvergentńı na R.

Řešeńı. Protože plat́ı ∣∣∣∣ cos2 nx

n(n+ 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

n(n+ 1)
≤ 1

n2

pro každé x ∈ R a každé n ∈ N, a protože řada
∑∞

n=1
1
n2 konverguje, podle Weierstrassova

kritéria konverguje stejnoměrně zkoumaná řada. ©
Tvrzeńı následuj́ıćı věty připomı́ná stejnojmennou větu z kapitoly o č́ıselných řadách

(Věta 5.44). Neńı to náhoda, jde o jej́ım zobecněńı. Jej́ı d̊ukaz je přenechán čtenáři.

Věta 7.12 (Dirichletovo kritérium). Necht’ posloupnost funkćı {εn}∞n=1 a řada funkćı∑∞
n=1 fn definované na množině M ⊂ R maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• pro každé x ∈M je posloupnost {εn(x)}∞n=1 monotónńı.

• εn ⇒ 0 na M ,

• posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 fn je stejnoměrně ohraničená na M , tzn.
existuje K > 0 tak, že pro každé n ∈ N a x ∈M plat́ı∣∣∣∣ n∑

j=1

fj(x)

∣∣∣∣ ≤ K.
Pak řada

∑∞
n=1 εnfn stejnoměrně konverguje na M .

Stejně lze zobecnit i Abelovo kritérium (Věta 5.46). Zde uvád́ıme kritérium i pro stej-
noměrnou konvergenci řad funkćı. Lze ji dokázat podobně jako Větu 5.46.

Věta 7.13 (Abelovo kritérium). Necht’ funkčńı posloupnost {εn}∞n=1 a řada funkćı
∑∞

n=1 fn
definované na množině M ⊂ R maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• pro každé x ∈M je posloupnost {εn(x)}∞n=1 monotonńı.

• {εn}∞n=1 je stejnoměrně ohraničená na M , tzn. existuje K > 0 tak, že pro každé n ∈ N
a x ∈M plat́ı

|εn(x)| ≤ K,

• řada
∑∞

n=1 fn stejnoměrně konverguje na M .

Pak řada
∑∞

n=1 εnfn stejnoměrně konverguje na M .

Vlastnosti stejnoměrně konvergentńıch řad funkćı

V této části nás bude zaj́ımat, kdy lze zaměnit pořad́ı symbolu
∑∞

n=1 se symboly lim
x→c+

, d
dx

nebo
∫ b
a . Přitom využijeme znalosti o stejnoměrně konvergentńıch posloupnostech z minulé

kapitoly a linearitu limit, derivaćı a integrálu.
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Věta 7.14. Necht’ řada funkćı
∑∞

n=1 fn stejnoměrně konverguje k funkci f na intervalu
(c, c+ δ), kde c ∈ R, δ > 0, a existuj́ı vlastńı limity

lim
x→c+

fn(x) =: Bn pro každé n ∈ N.

Pak existuje vlastńı limita limx→c+ f(x), řada
∑∞

n=1Bn konverguje a plat́ı rovnost

lim
x→c+

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

lim
x→c+

fn(x). (7.2)

D̊ukaz. Uvažujme posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1 řady
∑∞

n=1 fn. Z našich předpo-
klad̊u plyne, že sn ⇒ f na intervalu (c, c+ δ). Dále plat́ı

lim
x→c+

sn(x) = lim
x→c+

n∑
i=1

fi(x) =
n∑
i=1

lim
x→c+

fn(x) =
n∑
i=1

Bi,

tedy existuje vlastńı limita lim
x→c+

sn(x) (označ́ıme ji bn) pro každé n ∈ N. Aplikujeme nyńı

Mooreovu–Osgoodovu větu (Věta 6.15) na posloupnost {sn}. Pak existuj́ı limity limx→c+ f(x)
a

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

n∑
i=1

Bi =

∞∑
n=1

Bn

a jsou si rovny, z čehož vyplývá

lim
x→c+

∞∑
n=1

fn(x) = lim
x→c+

lim
n→∞

sn(x) = lim
x→c+

f(x) =
∞∑
n=1

Bn =
∞∑
n=1

lim
x→c+

fn(x). 2

Daľśı věty nám umožńı přenášet vlastnosti člen̊u řady na jej́ı součet.

Věta 7.15 (o spojitosti součtu řady). Necht’ J ⊂ R je neprázdný interval, fn : J → R jsou
spojité funkce na J a f : J → R. Jestlǐze

∑∞
n=1 fn ⇒ f na J , pak f je spojitá na J .

D̊ukaz. Označme {sn}∞n=1 posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 fn. Pak podle předpo-
kladu

sn =

n∑
i=1

fi ⇒
∞∑
n=1

fn = f na J pro n→∞. (7.3)

Protože fn jsou spojité funkce na J , pak zřejmě jsou na J spojité i všechny funkce sn
(protože sn je součtem funkćı f1, . . ., fn). Z (7.3) a Věty 6.19 plyne, že také f je spojitá
na J . 2

Důkaz následuj́ıćı věty je přenechán čtenáři. Využije se linearita derivováńı a Věta 6.20.
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Věta 7.16 (o derivováńı člen po členu). Necht’
∑∞

n=1 fn je řada funkćı na intervalu J =
[a, b] ⊂ R,

(i) řada
∑∞

n=1 fn konverguje alespoň v jednom bodě,

(ii) pro každé n ∈ N existuje spojitá f ′n na intervalu J a

(iii) řada
∑∞

n=1 f
′
n konverguje stejnoměrně na J .

Pak

(a) řada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na J ,

(b) označ́ıme-li
∑∞

n=1 fn = f , pak existuje derivace f ′ na J a plat́ı

f ′ =
∞∑
n=1

f ′n na J. (7.4)

Poznámka 7.17 Poznamenejme, že vztah (7.4) se dá napsat jako( ∞∑
n=1

fn(x)

)′
=
∞∑
n=1

f ′n(x)

a chápat tak, že derivace součtu řady je rovna součtu řady vzniklé z p̊uvodńı řady zderi-
vováńım jej́ıch člen̊u – proto ř́ıkáme, že řadu můžeme

”
derivovat člen po členu“.

Věta 7.18 (o integraci člen po členu). Necht’
∑∞

n=1 fn je řada funkćı na intervalu [a, b],
kde a, b ∈ R, a < b, f : R→ R,

(i)
∑∞

n=1 fn ⇒ f na intervalu [a, b] a

(ii) fn je riemannovsky integrovatelná na [a, b] pro každé n ∈ N.

Pak existuje Riemann̊uv integrál
∫ b
a f(x) dx a plat́ı∫ b

a
f(x) dx =

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x) dx. (7.5)

D̊ukaz. Označme {sn}∞n=1 posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 fn. Pak podle předpokladu

sn =

n∑
k=1

fk ⇒ f =

∞∑
n=1

fn na [a, b] pro n→∞.

Podle věty o záměně limity a integrálu (Věta 6.21) plat́ı∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x) dx =

∫ b

a
lim
n→∞

n∑
i=1

fi(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

n∑
i=1

fi(x) dx

= lim
n→∞

n∑
i=1

∫ b

a
fi(x) dx =

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x) dx. 2
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Poznámka 7.19 Poznamenejme, že vztah (7.5) se dá napsat jako∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x) dx =

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x) dx.

a chápat tak, že integrál součtu řady přes interval [a, b] je roven součtu řady vzniklé
z p̊uvodńı řady zintegrováńım jej́ıch člen̊u přes interval [a, b] – proto ř́ıkáme, že řadu můžeme

”
integrovat člen po členu“.

Př́ıklad 7.20 Vypočtěte
∫ 2π

0 f(x) dx, kde f : R→ R je definovaná jako součet řady

∞∑
n=1

cos2 nx

n(n+ 1)
.

Řešeńı. Z Př́ıkladu 7.11 již v́ıme, že funkce f je dobře definovaná, dokonce řada k ńı kon-
verguje stejnoměrně. Př́ımo tento integrál spoč́ıtat nemůžeme, protože ani neznáme funkčńı
předpis funkce f . Z věty o integraci (Věta 7.18) ovšem vyplývá, že∫ 2π

0
f(x) dx =

∫ 2π

0

∞∑
n=1

cos2 nx

n(n+ 1)
dx =

∞∑
n=1

∫ 2π

0

cos2 nx

n(n+ 1)
dx

=
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

∫ 2π

0
cos2 nx dx = π

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

= π

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= π

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·

)
= π.

Ujasněte si, kterých fakt̊u jsme u každé rovnosti využili. ©

7.4 Lokálně stejnoměrná konvergence

Se stejnojmennou konvergenćı jsme se setkali již u posloupnost́ı funkćı – právě proto,
abychom ji zde použili k definici lokálně stejnoměrné konvergence řad funkćı.

Definice 7.21 Řekneme, že řada funkćı
∑∞

n=1 fn konverguje lokálně stejnoměrně k funkci
f na intervalu J ⊂ R, jestliže jej́ı posloupnost částečných součt̊u lokálně stejnoměrně kon-
verguje k f na J ; ṕı̌seme

∞∑
n=1

fn
loc
⇒ f na J.

Nyńı již můžeme s pomoćı Vět 6.25, 6.26 a 6.27 formulovat jejich analogie pro řady.
Důkazy jsou přenechány čtenáři jako jednoduché cvičeńı.

Věta 7.22 (o spojitosti součtu řady). Necht’ J ⊂ R je neprázdný interval, fn : J → R jsou

spojité funkce na J a f : J → R. Jestlǐze
∑∞

n=1 fn
loc
⇒ f na J , pak f je spojitá na J .
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Věta 7.23 (o derivováńı člen po členu). Necht’
∑∞

n=1 fn je řada funkćı na intervalu J ⊂ R,

(i) řada
∑∞

n=1 fn konverguje alespoň v jednom bodě,

(ii) pro každé n ∈ N existuje spojitá f ′n na intervalu J a

(iii) řada
∑∞

n=1 f
′
n konverguje lokálně stejnoměrně na J .

Pak

(a) řada
∑∞

n=1 fn konverguje lokálně stejnoměrně na J ,

(b) označ́ıme-li
∑∞

n=1 fn = f , pak existuje derivace f ′ na J a plat́ı

f ′ =
∞∑
n=1

f ′n na J.

Věta 7.24 (o integraci člen po členu). Necht’
∑∞

n=1 fn je řada funkćı na intervalu J ⊂ R,
f : R→ R,

(i)
∑∞

n=1 fn
loc
⇒ f na intervalu J a

(ii) fn je riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném a ohraničeném podintervalu
intervalu J pro každé n ∈ N.

Pak f je riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném a ohraničeném podintervalu
intervalu J a pro každé c ∈ R plat́ı∫ x

c
f(s) ds =

∞∑
n=1

∫ x

c
fn(s) ds, x ∈ J.

Právě uvedené věty zhodnot́ıme v kapitolách o Taylorových a Fourierových řadách.



Kapitola 8

Taylorovy řady

V předchoźı kapitole jsme si uvedli základy obecných funkčńıch řad. Nyńı se pod́ıváme na
speciálńı typ řady – mocninnou a ještě speciálněji Taylorovu.

8.1 Mocninné řady

Mocninnou řadou budeme rozumět řadu funkćı

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . . ,

kde cn ∈ R pro n ∈ N ∪ {0}, a ∈ R. Tyto řady maj́ı velký význam při aproximaci funkćı
– např. při určováńı přibližných hodnot funkćı, přibližném řešeńı diferenciálńıch rovnic
(viz [4]), atd... Pokud nebude uvedeno jinak, ve větách této kapitoly se na ni budeme
odkazovat jako na

”
mocninnou řadu“.

Poznámka 8.1 Všimněte si, že n-tý člen i částečný součet mocninné řady je polynom.
Tedy je to funkce spojitá, kterou můžeme libovolně derivovat a na libovolném uzavřeném
a omezeném intervalu má Riemann̊uv integrál. Výborně se tedy hod́ı k aproximaci funkćı.
Jak dále uvid́ıme, budeme schopni i leccos ř́ıct o (lokálně) stejnoměrné konvergenci – bez
které by nám řady funkćı k ničemu moc nebyly.

Definice 8.2 Mocninnou řadou o středu a rozumı́me funkčńı řadu ve tvaru

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · · .

Č́ıslo a nazýváme střed mocninné řady, č́ısla cn pro n ∈ N∪{0} nazýváme koeficienty řady,
č́ıslo c0 nazýváme absolutńı člen.

8.1.1 Obor konvergence mocninné řady

Nejprve se pod́ıvejme na množinu, na které mocninná řada konverguje.

Poznámka 8.3 Mocninná řada konverguje vždy pro x = a (součet je roven c0).

185
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Věta 8.4. Necht’ mocninná řada konverguje pro x = x̄. Pak řada absolutně konverguje
v každém bodě x ∈ R, pro který plat́ı

|x− a| < |x̄− a|,

tzn. x ∈ (a− |x̄− a|, a+ |x̄− a|).

D̊ukaz. Předpokládejme, že mocninná řada konverguje v bodě x = x̄, přičemž x̄ 6= a. Z nutné
podmı́nky konvergence č́ıselné řady (Věta 5.7) plyne, že

lim
n→∞

cn(x̄− a)n = 0,

to znamená, že (č́ıselná) posloupnost {cn(x̄− a)n} je ohraničená, tedy existuje K > 0 tak,
že

|cn(x̄− a)n| ≤ K

pro každé n ∈ N ∪ {0}. Vezmeme x ∈ R takové, že |x− a| < |x̄− a| a dokážeme, že v něm
mocninná řada konverguje absolutně. Pro takové x zřejmě plat́ı∣∣∣∣x− ax̄− a

∣∣∣∣ < 1,

a geometrická řada
∑∞

n=1K|
x−a
x̄−a |

n konverguje. Protože

|cn(x− a)n| = |cn(x̄− a)n|
∣∣∣∣x− ax̄− a

∣∣∣∣n ≤ K∣∣∣∣x− ax̄− a

∣∣∣∣n,
i řada

∑
|cn(x − a)n| podle srovnávaćıho kritéria (Věta 5.18) konverguje. Tedy mocninná

řada absolutně konverguje v bodě x. 2

Důsledek 8.5. Jestlǐze existuje bod x̃ ∈ R takový, že mocninná řada v x̃ diverguje, pak
tato řada diverguje ve všech bodech x ∈ R takových, že |x− a| > |x̃− a| (tedy na intervalu
(−∞, a− |x̃− a|) a (a+ |x̃− a|,∞)).

D̊ukaz. Kdyby mocninná řada konvergovala v některém bodě x ∈ R takovém, že |x− a| >
|x̃ − a|, pak z Věty 8.4 vyplývá, že by musela konvergovat i v bodě x̃, což je ve sporu
s předpokladem. 2

Tvrzeńı z Věty 8.4 a Důsledku 8.5 je schematicky ukázáno na Obrázku 8.1.

xa x̄x̃

absolutně konvergujediverguje diverguje

Obrázek 8.1: Tvrzeńı z Věty 8.4 a Důsledku 8.5.

Věta 8.6. Mocninné řadě lze přiřadit jednoznačně č́ıslo ρ ∈ [0,∞) nebo ρ = ∞ tak, že
řada ve všech bodech x ∈ R splňuj́ıćıch |x − a| < ρ absolutně konverguje a ve všech bodech
x ∈ R splňuj́ıćıch |x− a| > ρ diverguje.
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D̊ukaz. Jestliže a je jediný bod, ve kterém mocninná řada konverguje, pak polož́ıme-li ρ = 0,
tvrzeńı věty plat́ı. Necht’ existuje bod x̄ 6= a takový, že v něm mocninná řada konverguje.
Definujeme množinu

M = {r > 0 ;
∞∑
n=0

cn(x− a)n konverguje pro všechna x ∈ R taková, že |x− a| < r}.

Z našeho předpokladu (existence bodu x̄, ve kterém mocninná řada konverguje) a Věty 8.4
plyne, že M 6= ∅. Položme ρ = supM . Zřejmě ρ > 0 (tedy je možný i př́ıpad ρ =∞). Nyńı
ověř́ıme, že takto definované ρ má vlastnosti uvedené v tvrzeńı věty. Necht’ tedy x ∈ R je
takové, že |x− a| < ρ. Z definice suprema plyne, že existuje r ∈M tak, že |x− a| < r ≤ ρ,
a tedy z definice množiny M vyplývá, že mocninná řada v bodě x konverguje (dokonce
absolutně – viz Větu 8.4). Vezmeme nyńı č́ıslo x ∈ R takové, že |x − a| > ρ. Pak existuje
č́ıslo R > 0 tak, že |x− a| > R > ρ. Z definice ρ plyne, že řada diverguje např́ıklad v bodě
x̃ = a+R (samozřejmě diverguje i v bodě a−R). Pak plat́ı

|x− a| > R = |a+R− a| = |x̃− a|.

Z Důsledku 8.5 tedy plyne, že mocninná řada diverguje i v bodě x. 2

Poznámka 8.7 Věta 8.6 tedy ř́ıká, že pro každou mocninnou řadu může nastat pouze
jeden z následuj́ıćıch tř́ı př́ıpad̊u:

1. Absolutně konverguje pro x = a a diverguje na R \ {a} (př́ıpad ρ = 0).

2. Absolutně konverguje na celém R (př́ıpad ρ =∞).

3. Absolutně konverguje na intervalu (a− ρ, a+ ρ), diverguje na intervalech (−∞, a− ρ)
a (a+ ρ,∞), přičemž o konvergenci řady v bodech x = a− ρ a x = a+ ρ Věta 8.6 nic
neř́ıká – viz dále Př́ıklady 8.11–8.14 (př́ıpad 0 < ρ <∞).

Definice 8.8 Č́ıslo ρ z Věty 8.6 nazýváme poloměr konvergence mocninné řady.

Označeńı
”
poloměr“ asi nepřekvaṕı, protože v př́ıpadě, že je ρ kladné konečné č́ıslo, jde

vlastně o poloměr okoĺı, na němž mocninná řada konverguje.

Poznámka 8.9 Při vyšetřováńı oboru konvergence mocninné řady stač́ı pouze určit po-
loměr konvergence a vyšetřit body na hranici oboru konvergence a ± ρ (v př́ıpadě, že
0 < ρ <∞).

Následuj́ıćı věta nám dá návod, jak poloměr konvergence efektivně vypoč́ıtat.
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Věta 8.10. Pro poloměr konvergence ρ mocninné řady plat́ı

ρ =
1

λ
,

kde

(a) λ = lim supn→∞
n
√
|cn| nebo

(b) λ = lim
n→∞

n
√
|cn|, pokud tato limita existuje, nebo

(c) λ = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣, pokud tato limita existuje,

přitom zde pokládáme 1
0 =∞.

D̊ukaz. Část (a) je poněkud techničtěǰśı a jej́ı d̊ukaz vynecháme (viz např. [4]). Naopak
d̊ukaz př́ıpadu (b) je o dost jednodušš́ı a přitom velmi poučný. Předpokládejme, že existuje

λ = lim
n→∞

n
√
|cn|.

Použijme na vyšetřeńı absolutńı konvergence mocninné řady limitńı odmocninové kritérium
(Věta 5.28). Pak mocninná řada absolutně konverguje v bodě x ∈ R, jestliže

lim
n→∞

n
√
|cn| · |x− a|n = lim

n→∞
n
√
|cn||x− a| = λ|x− a| < 1.

Je-li λ = 0, pak tato podmı́nka je splněna pro každé x ∈ R, tzn. ρ = ∞. Je-li λ = ∞, tato
podmı́nka je splněna pouze pro x = a, tzn. ρ = 0. Necht’ λ ∈ (0,∞). Pak v bodech x ∈ R
splňuj́ıćıch nerovnost |x − a| < 1

λ řada absolutně konverguje a v bodech x ∈ R splňuj́ıćıch
nerovnost |x−a| > 1

λ řada nekonverguje absolutně, tedy vzhledem k Větě 8.6 v těchto bodech
řada diverguje. Proto č́ıslo 1

λ je poloměr konvergence mocninné řady. Př́ıpad (c) plyne z fak-
tu, že pokud zde uvedená limita existuje, je rovna limitě z (b) – viz Poznámku 5.32. 2

Př́ıklad 8.11 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=0

1

2n
xn.

Řešeńı. Konvergenci řady můžeme vyšetřovat postupy z předchoźıch kapitol, nebo můžeme
využ́ıt speciálńıch vlastnost́ı mocninných řad. V našem př́ıpadě jde o mocninnou řadu o stře-
du a = 0 s koeficienty

cn =
1

2n
pro každé n ∈ N ∪ {0}.

Jak bylo řečeno, pro vyšetřováńı oboru konvergence mocninné řady bude pro nás mı́t
význam poloměr konvergence. Ten vypoč́ıtáme podle Věty 8.10. Použijeme třeba druhý
zásadńı vztah ve zmı́něné větě, to znamená spoč́ıtáme limitu

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞
n

√
1

2n
= lim

n→∞

1

2
=

1

2
.
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Podle Věty 8.10 dostáváme ρ = 2 a z Poznámky 8.7 vyplývá, že uvedená mocninná řada
konverguje absolutně pro všechna x ∈ (−2, 2), diverguje pro všechna x ∈ (−∞,−2)∪(2,∞).
Zbývá vyšetřit konvergenci v bodech x = −2 a x = 2. Pro x = −2 dostáváme

∞∑
n=0

1

2n
(−2)n =

∞∑
n=0

(−1)n

což je divergentńı řada. Pro x = 2 dostáváme řadu, jej́ıž členy jsou rovny 1, tedy rovněž
divergentńı č́ıselnou řadu.
Závěr: Řada absolutně konverguje na intervalu (−2, 2) a diverguje na (−∞,−2] ∪ [2,∞).
©

Př́ıklad 8.12 Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

1

n2
(x− 2)n.

Řešeńı. Střed řady je roven a = 2 a snadno se dá spoč́ıtat, že poloměr této řady je ρ = 1.
Řada tedy absolutně konverguje na (2− 1, 2 + 1) a diverguje na (−∞, 2− 1) ∪ (2 + 1,∞).
Pro x = 1 a x = 3 jde o absolutně konvergentńı řady.
Závěr: Řada absolutně konverguje na intervalu [1, 3] a diverguje na (−∞, 1) ∪ (3,∞). ©

Př́ıklad 8.13 Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=0

1

n+ 1
(x+ 1)n.

Řešeńı. Střed řady je roven a = −1 a snadno se dá spoč́ıtat, že poloměr této řady je roven
ρ = 1. Řada tedy absolutně konverguje na (−1− 1,−1 + 1) a diverguje na

(−∞,−1− 1) ∪ (−1 + 1,∞).

Pro x = −2 řada relativně (neabsolutně) konverguje a pro x = 0 řada diverguje.
Závěr: Řada absolutně konverguje na intervalu (−2, 0), relativně konverguje pro x = −2
a diverguje na (−∞,−2) ∪ [0,∞). ©

Př́ıklad 8.14 Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=0

1

n!
(x+ 3)n.

Řešeńı. Střed řady je roven a = −3 a snadno se dá spoč́ıtat, že poloměr této řady je roven
ρ =∞.
Závěr: Řada absolutně konverguje na R. ©

Př́ıklad 8.15 Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

n!(x− 1)n.

Řešeńı. Střed řady je roven a = 1 a snadno se dá spoč́ıtat, že poloměr této řady je roven
ρ = 0.
Závěr: Řada absolutně konverguje pro x = 1 a diverguje na (−∞, 1) ∪ (1,∞). ©
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8.1.2 Operace s mocninnými řadami

Mocninné řady maj́ı tu pěknou vlastnost, že jejich součet, rozd́ıl, součin dvou řad (o stejném
středu) a součin s konstantou a součin (o stejném středu) jsou opět mocninné řady.

Přitom součinem budeme chápat Cauchẙuv součin, tzn. pro dvě mocninné řady

∞∑
n=0

bn(x− a)n a
∞∑
n=0

cn(x− a)n

je jejich součinem řada
∑∞

n=1 γn(x− a)n, kde

γn = b0cn + b1cn−1 + · · ·+ bnc0

pro každé n ∈ N.

Věta 8.16. Mějme dány řady
∑∞

n=0 bn(x−a)n a
∑∞

n=0 cn(x−a)n. Pak jejich součet a rozd́ıl
jsou mocninné řady s poloměrem konvergence ρ ≥ min{ρ1, ρ2} a plat́ı

∞∑
n=0

(bn ± cn)(x− a)n =
∞∑
n=0

bn(x− a)n ±
∞∑
n=0

cn(x− a)n

pro každé x ∈ (a − ρ, a + ρ). Je-li k ∈ R, k 6= 0, pak k–násobek řady
∑∞

n=0 bn(x − a)n má
stejný poloměr konvergence jako řada

∑∞
n=0 bn(x− a)n a plat́ı

∞∑
n=0

kbn(x− a)n = k
∞∑
n=0

bn(x− a)n

pro každé x ∈ (a− ρ1, a+ ρ1). (Cauchẙuv) součin řad
∑∞

n=0 bn(x− a)n a
∑∞

n=0 cn(x− a)n

má poloměr konvergence roven ρ ≥ min{ρ1, ρ2} a plat́ı

∞∑
n=0

γn(x− a)n =

( ∞∑
n=0

bn(x− a)n
)
·
( ∞∑
n=0

cn(x− a)n
)

pro každé x ∈ (a− ρ, a+ ρ).

Př́ıklad 8.17 Určete mocninnou řadu o středu a = −1, jej́ımž součtem je funkce

f(x) =
1

x2 + 2x− 3
.

Určete poloměr konvergence.

Řešeńı. K tomu, abychom ji mohli určit, provedeme nejprve rozklad funkce f na parciálńı
zlomky. Jednoduše se dá vypoč́ıtat, že

f(x) =
1

4

1

x− 1
− 1

4

1

x+ 3

pro každé x ∈ R \ {1,−3}. Plat́ı

1

x− 1
= − 1

2− (x+ 1)
= −1

2

1

1− x+1
2

= −1

2

∞∑
n=0

(
x+ 1

2

)n
= −1

2

∞∑
n=0

1

2n
(x+ 1)n
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pro |(x+ 1)/2| < 1 a

1

x+ 3
= − 1

−2− (x+ 1)
= −1

2

1

1− x+1
−2

= −1

2

∞∑
n=0

(
x+ 1

−2

)n
= −1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n
(x+ 1)n

pro |(x+ 1)/(−2)| < 1. Z předchoźı věty vyplývá, že

f(x) = −1

8

∞∑
n=0

1

2n
(x+ 1)n +

1

8

∞∑
n=0

(−1)n

2n
(x+ 1)n =

∞∑
n=0

−1 + (−1)n

8 · 2n
(x+ 1)n

pro všechna |x+1| < 2, tzn. x ∈ (−3, 1). Nyńı spoč́ıtáme jej́ı poloměr konvergence. Označme
koeficient u n-tého členu posledńı mocninné řady jako cn. Protože

c2m = 0 a c2m+1 = − 1

4 · 22m+1
pro každé m ∈ N ∪ {0},

pak lim
n→∞

n
√
|cn| sice neexistuje, ale

lim sup
n→∞

n
√
|cn| = lim

m→∞
2m+1
√
|c2m+1| =

1

2
,

tzn. ρ = 2. Odtud také vid́ıme, že oborem konvergence je interval (−3, 1).
Závěr: Plat́ı

1

x2 + 2x− 3
=
∞∑
n=0

−1 + (−1)n

8 · 2n
(x+ 1)n = −

∞∑
n=0

1

4 · 22n+1
(x+ 1)2n+1

pro každé x ∈ (−3, 1). ©

8.1.3 Lokálně stejnoměrná konvergence a jej́ı d̊usledky

Nyńı využijeme věty ze sekce o lokálně stejnoměrné konvergenci. A to k tomu, abychom
dokázali spojitost součtu mocninné řady a možnost derivováńı a integrováńı mocninné řady
člen po členu.

Věta 8.18. Necht’ má mocninná řada nenulový poloměr konvergence ρ. Pak tato řada kon-
verguje stejnoměrně na intervalu [a− r, a+ r] pro všechna 0 < r < ρ.

D̊ukaz. Vezmeme r ∈ R takové, že 0 < r < ρ. Zřejmě

|cn(x− a)n| ≤ |cn|rn pro všechna x ∈ [a− r, a+ r] a všechna n ∈ N ∪ {0}.

Podle předpokladu mocninná řada absolutně konverguje v bodě x = r, tzn.

∞∑
n=0

|cn|rn <∞.

Podle Weierstrassova kritéria (Věta 7.10) pak mocninná řada konverguje stejnoměrně na
množině [a− r, a+ r]. 2
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Věta 8.19. Má-li mocninná řada nenulový poloměr konvergence ρ, pak řada lokálně stej-
noměrně konverguje na (a− ρ, a+ ρ).

D̊ukaz. Uvažujme libovolný kompaktńı podinterval [α, β] intervalu (a−ρ, a+ρ). Pak existuje
r ∈ (0, ρ) tak, že

[α, β] ⊂ [a− r, a+ r] ⊂ (a− ρ, a+ ρ).

Podle Věty 8.18 řada konverguje stejnoměrně na [a− r, a+ r] a tedy i na jeho podintervalu
[α, β]. 2

Je-li poloměr konvergence kladný, pak lze zřejmě definovat součet mocninné řady na
intervalu (a− ρ, a+ ρ). Dále se budeme zabývat vlastnostmi této funkce (součtu řady).

Z Věty 7.22 okamžitě dostáváme spojitost součtu mocninné řady.

Důsledek 8.20. Součet mocninné řady je spojitá funkce na intervalu (a− ρ, a+ ρ).

V následuj́ıćı větě se dozv́ıme, že pokud řada konverguje i v x = a+ ρ (je-li ρ ∈ (0,∞)),
pak je součet mocninné řady v tomto bodě funkce spojitá zleva.

Věta 8.21 (Abelova). Necht’ mocninná řada má poloměr konvergence ρ ∈ (0,∞)

a řada (reálných č́ısel)
∞∑
n=0

cnρ
n konverguje. Pak jej́ı součet je spojitá funkce na intervalu

(a− ρ, a+ ρ].

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že mocninná řada stejnoměrně konverguje na intervalu [a, a+ ρ]. Pro
každé n ∈ N a x ∈ [a, a+ ρ] můžeme psát

cn(x− a)n = cnρ
n

(
x− a
ρ

)n
.

Označ́ıme

εn(x) =

(
x− a
ρ

)n
a fn(x) = cnρ

n

pro x ∈ [a, a + ρ] a n ∈ N. Lehce se ověř́ı, že {εn}∞n=1 a
∑∞

n=1 fn splňuj́ı předpoklady
Abelova kritéria (Věta 7.13). Z této věty pak plyne, že řada

∑∞
n=1 cn(x−a)n je stejnoměrně

konvergentńı na [a, a + ρ], tedy jej́ı součet je spojitá funkce na tomto intervalu – zejména
v bodě a+ ρ zleva. 2

Dále z Vět 7.23 a 7.24 dostáváme následuj́ıćı praktická tvrzeńı.
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Věta 8.22 (o derivováńı a integrováńı mocninné řady). Necht’ má mocninná řada nenulový
poloměr konvergence ρ a funkce f : (a − ρ, a + ρ) → R je jej́ı součet. Pak funkce f má na
intervalu (a− ρ, a+ ρ) derivaci a primitivńı funkci a plat́ı

f ′(x) =

∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1 (8.1)

a ∫ x

a
f(t) dt =

∞∑
n=0

cn
n+ 1

(x− a)n+1 (8.2)

pro každé x ∈ (a− ρ, a+ ρ). Uvedené mocninné řady maj́ı poloměr konvergence roven ρ.

S pomoćı této věty můžeme efektivně poč́ıtat přesné hodnoty součt̊u některých řad.

Př́ıklad 8.23 Vypočtěte součet řady

∞∑
n=1

n

3n
.

Řešeńı. Jde o řadu s kladnými členy a pomoćı limitńıho pod́ılového kritéria (Věta 5.31)
se lze přesvědčit, že konverguje. Vypočtěme nyńı jej́ı součet. Uvažujme nejprve mocninnou
řadu

∞∑
n=1

nxn = 1 · x+ 2 · x2 + 3 · x3 + · · · ,

která konverguje na intervalu (−1, 1), označme f jej́ı součet. Vytknut́ım x dostaneme řadu

∞∑
n=1

nxn−1 = 1 + 2x+ 3x2 + · · · ,

což je opět mocninná řada s oborem konvergence (−1, 1). Označ́ıme-li jej́ı součet ṕısmenem
g, pak plat́ı f(x) = xg(x) pro každé x ∈ (−1, 1). Podle Věty 8.22 plat́ı pro každé x ∈ (−1, 1)∫ x

0
g(t) dt =

∫ x

0

∞∑
n=1

ntn−1 dt =
∞∑
n=1

xn =
x

1− x
,

kde jsme v posledńı rovnosti využili výsledk̊u z Př́ıkladu 5.3. Následně

g(x) =

(∫ x

0
g(t) dt

)′
=

(
x

1− x

)′
=

1 · (1− x)− x · (−1)

(1− x)2
=

1

(1− x)2

pro všechna x ∈ (−1, 1). Tedy

∞∑
n=1

nxn = xg(x) =
x

(1− x)2
, x ∈ (−1, 1).

V posledńı rovnosti stač́ı dosadit x = 1
3 . Výsledek je 3

4 . ©

Větu o derivaci člen po členu lze snadno zobecnit pro vyšš́ı derivace.
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Důsledek 8.24. Součet f mocninné řady s kladným poloměrem konvergence ρ má spojité
derivace všech řád̊u na intervalu (a− ρ, a+ ρ) a plat́ı

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)cn(x− a)n−k

pro každé x ∈ (a− ρ, a+ ρ), k ∈ N.

8.2 Taylorovy řady

Zabývejme se následuj́ıćımi otázkami:

• Je daná funkce součtem nějaké mocninné řady o daném středu?

• Jak tuto řadu naj́ıt, resp. jak naj́ıt koeficienty této mocninné řady?

• Jaké očekávat vlastnosti této funkce?

• A k čemu je to dobré?

Začněme užitečnou zkratkou.

Definice 8.25 Řekneme, že funkci f : R→ R lze rozvinout na intervalu I ⊂ R, v mocnin-
nou řadu se středem a ∈ I, jestliže existuje mocninná řada o tomto středu, jej́ımž součtem
je funkce f na intervalu I.

Poznámka 8.26 Z Důsledku 8.24 plyne, že lze-li funkci na nějakém intervalu rozvinout
v mocninou řadu, pak má na tomto intervalu funkce spojité derivace všech řád̊u. Je tedy
jasné, že nemá smysl pokoušet se rozv́ıjet v mocninnou řadu funkci bez této vlastnosti.

Jak za chv́ıli uvid́ıme, na prvńı dvě zde položené otázky vlastně už známe odpověd’

z [13] – konkrétně z pov́ıdáńı o Taylorových polynomech. Tam jsme se soustředili pouze
na výpočet přibližné hodnoty funkce (vlastně součtu řady) v nějakém bodě. Zde budeme
schopni d́ıky našim znalostem mocninných řad ř́ıct daleko v́ıce.

Inspirováni větou o koeficientech Taylorova polynomu (viz [13, Věta 7.7]) můžeme
snadno zformulovat a dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 8.27. Jestlǐze lze funkci f : R→ R rozvinout v mocninnou řadu se středem v bodě a,
pak pro jej́ı koeficienty plat́ı

cn =
f (n)(a)

n!
pro každé n ∈ N ∪ {0}, (8.3)

kde pokládáme f (0)(a) = f(a), 0! = 1.

D̊ukaz. Předpokládejme, že taková řada existuje, tzn. že existuje δ > 0 takové, že plat́ı

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + c4(x− a)4 + · · ·
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pro každé x ∈ (a−δ, a+δ). Speciálně dosazeńım x = a dostáváme f(a) = c0. Z Důsledku 8.24
plyne

f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + 4c4(x− a)3 + · · ·

pro x ∈ (a− δ, a+ δ) a tedy f ′(a) = c1. Opět použit́ım Důsledku 8.24 dostáváme

f ′′(x) = 2c2 + 3 · 2c3(x− a) + 4 · 3c4(x− a)2 + · · ·

pro x ∈ (a− δ, a+ δ) a tedy f ′′(a) = 2c2. Z Důsledku 8.24 tedy vyplývá (8.3). Tedy plat́ı

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

pro všechna x ∈ (a− δ, a+ δ). 2

Důsledek 8.28. Existuje nejvýše jedna mocninná řada se středem v bodě a, která na
nějakém okoĺı tohoto bodu konverguje k funkci f .

Této řadě hned dáme jméno.

Definice 8.29 Necht’ f : R→ R je definovaná na okoĺı bodu a ∈ R a má v bodě a derivace
všech řád̊u. Pak řadu ve tvaru

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

nazýváme Taylorovou řadou funkce f se středem a, jej́ı koeficienty nazýváme Taylorovými
koeficienty. Pro a = 0 tuto řadu nazýváme Maclaurinovou řadou.

Poznámka 8.30 Všimněme si, že částečný součet Taylorovy řady neńı nic jiného než Tay-
lor̊uv polynom!

Př́ıklad 8.31 Uvažujme funkci

f(x) =
1

1− x
pro každé x ∈ R \ {1}.

Z Př́ıkladu 5.3 již v́ıme, že pro každé q ∈ (−1, 1) plat́ı

∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Odtud dostáváme

f(x) =
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn pro každé x ∈ (−1, 1).

Tedy funkci f lze na intervalu (−1, 1) rozvinout v mocninnou řadu se středem v bodě 0.
Jak se dá snadno spoč́ıtat i př́ımo vidět, je poloměr konvergence této řady roven ρ = 1.
Z Důsledku 8.28 vyplývá, že tato řada je Taylorova řada funkce f se středem v bodě 0, tedy
Maclaurinova řada funkce f . V tomto př́ıpadě tedy nebylo nutné poč́ıtat všechny derivace
funkce f v bodě 0. Tento postup s výhodou využijeme i u jiných rozvoj̊u, u kterých je
výpočet hodnoty f (n)(a) obt́ıžněǰśı. ©
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Jak uvid́ıme v následuj́ıćım př́ıkladě, součtem Taylorovy řady nemuśı být vždy daná
funkce!

Př́ıklad 8.32 Uvažujme funkci

f(x) =

{
e−

1
x2 pro x ∈ R \ {0}.

0 pro x = 0.

Dá se vypoč́ıtat (ověřte!), že plat́ı

f (n)(0) = 0 pro každé n ∈ N ∪ {0}.

Z předchoźı věty plyne, že jestli by se dala funkce f rozvinout v mocninnou řadu o středu 0
na nějakém okoĺı tohoto bodu, pak jsou všechny jej́ı koeficienty cn nulové. Součet této řady
je ale nulová funkce, tedy řada konverguje k funkci f pouze v bodě 0. A to přesto, že
jej́ı poloměr konvergence je ∞. Z tohoto př́ıkladu lze vidět, že i když má funkce spojité
derivace všech řád̊u na celém R, neznamená to ještě, že ji lze rozvinout v mocninnou řadu
v libovolném bodě jej́ıho definičńıho oboru. ©

Poznámka 8.33 Úloha rozvinout funkci v mocninnou řadu je tedy úlohou aproximace
funkce f polynomem stupně nejvýše n v nějakém okoĺı bodu a. Jak je vidět z Př́ıkladu 8.32,
neńı vždy zaručeno, že Taylorova řada konverguje na nějakém okoĺı k ńı př́ıslušné funkci f –
a to přesto, že má funkce f spojité derivace všech řád̊u na celém R. Jak už v́ıme z pov́ıdáńı
o Taylorových polynomech (viz [13, Věta 7.16]), postačuj́ıćı podmı́nkou pro konvergenci je

”
stejnoměrná ohraničenost“ všech derivaćı funkce f na př́ıslušném intervalu. Tento výsledek

přeformulujeme v řeči mocninných řad v následuj́ıćı větě.

Věta 8.34. Necht’ funkce f : R → R má na otevřeném intervalu Uδ(a) = (a + δ, a + δ)
derivace všech řád̊u takové, že existuje M ∈ R, M > 0, pro které plat́ı

∀x ∈ Uδ(a) ∀n ∈ N : |f (n)(x)| ≤M.

Pak Taylorova řada př́ıslušná k funkci f o středu v bodě a konverguje na Uδ(a) k funkci f .

Př́ıklad 8.35 Rozvineme funkci f(x) = ex do Maclaurinovy řady. Protože plat́ı

(ex)(n) = ex pro všechna x ∈ R, n ∈ N ∪ {0},

pak po dosazeńı x = 0 dostáváme Taylorovy koeficienty ve tvaru cn = 1/n! a Maclaurinovu
řadu

∞∑
n=0

xn

n!
.

Nyńı nás bude zaj́ımat, zda Taylorova řada konverguje k funkci f . Zvolme δ ∈ R, δ > 0
libovolně. Protože exponenciálńı funkce je spojitá na intervalu [−δ, δ], je na něm ohraničená,
tzn. existuje M ∈ R, M > 0 tak, že

∀x ∈ [−δ, δ] : |ex| ≤M.

Pak také pro každé x ∈ Uδ(0) a n ∈ N plat́ı∣∣∣(ex)(n)
∣∣∣ = |ex| ≤M,
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je tedy splněn předpoklad z Věty 8.34. Podle ńı pak Taylorova řada konverguje k expo-
nenciálńı funkci na celém okoĺı Uδ(0). A protože δ bylo libovolné, konvergence je na celém R.
©

Poznámka 8.36 Kromě exponenciálńı funkce si můžeme rozložit do Maclaurinovy řady
i daľśı elementárńı funkce – stejně jako např. v [13]. Plat́ı:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · , x ∈ R,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · · , x ∈ R,

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · , x ∈ (−1, 1),

atd.

Pod́ıvejme se nyńı jak lze s výhodou poč́ıtat Taylorovy řady pomoćı Věty 8.22.

Př́ıklad 8.37 Nalezněte Maclaurinovu řadu funkce arctg.

Řešeńı. Označme f(x) = arctg x, x ∈ R. Nejprve pozorujeme, že

f ′(x) =
1

1 + x2
=

1

1− (−x2)
=
∞∑
n=0

(
−x2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)nx2n

pro každé |−x2| < 1, tzn. |x| < 1, tzn. x ∈ (−1, 1). Posledńı řada je mocninná řada
s poloměrem konvergence ρ = 1. Podle Věty 8.22 pak pro každé x ∈ (−1, 1) plat́ı

f(x) = f(x)− f(0) =

∫ x

0
f ′(t) dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
t2n dt = · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)
x2n+1. ©

Pomoćı Taylorových řad je možné vyjádřit funkci∫
e−x

2
dx,

o ńıž v́ıme, že sice existuje, ale jej́ı předpis nelze zapsat pomoćı elementárńıch funkćı.

Př́ıklad 8.38 Nalezněte Maclaurinovu řadu tzv. Gaussovy chybové funkce, tzn. funkce

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt, x ∈ R.

Řešeńı. Protože

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R,

pak

e−t
2

=

∞∑
n=0

(−1)n

n!
t2n
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pro t ∈ R. Pak podle Věty 8.22 plat́ı

erf(x) =
2√
π

∞∑
n=0

∫ x

0

(−1)n

n!
t2n dt =

2√
π

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)n!
x2n+1

=
2√
π

(
x− x3

3
+
x5

10
− x7

42
+

x9

216
− · · ·

)
pro všechna x ∈ R. ©

Př́ıklad 8.39 Vypočtěte součet Leibnizovy řady.

Řešeńı. Nejprve se pod́ıváme na vzorec z Poznámky 8.36 pro funkci ln(1 + x), o kterém
v́ıme, že plat́ı pro x ∈ (−1, 1). Dokažme, že plat́ı i pro x = 1. Podle Př́ıkladu 5.42 již v́ıme,
že řada konverguje v x = 1. Pak podle Abelovy věty (Věta 8.21) plat́ı

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= lim

x→1−
ln(1 + x) = ln 2,

kde druhá rovnost plyne ze spojitosti funkce logaritmus v bodě 2. ©



Kapitola 9

Fourierovy řady

V minulé kapitole jsme se bavili o mocninných řadách, tj. o řadách ve tvaru

∞∑
n=0

cnϕn(x),

kde ϕn(x) = (x − a)n pro n ∈ N \ {0}. A to proto, že právě tyto řady maj́ı mnohé pěkné
vlastnosti (lokálně stejnoměrná konvergence a z ńı vyplývaj́ıćı vlastnosti) a daj́ı se do nich
rozv́ıjet funkce na okoĺı bodu a.

Daľśım velmi použ́ıvaným typem funkčńıch řad, jsou trigonometrické řady. Budeme je
použ́ıvat k rozv́ıjeńı periodických funkćı.

Definice 9.1 Řadu ve tvaru

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
a0

2
+ a1 cosx+ b1 sinx+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x+ · · ·

nazýváme trigonometrickou řadou, č́ısla ai ∈ N ∪ {0}, bi ∈ N nazýváme jej́ı koeficienty.

Trigonometrickými řadami se nebudeme zabývat tak podrobně jako mocninnými řadami
– zmiňme pár základńıch fakt̊u.

Poznámka 9.2

• Protože členy trigonometrické řady jsou 2π-periodické funkce, pak pokud řada někde
konverguje, jej́ım součtem je 2π-periodická funkce.

• Členy trigonometrické řady jsou spojité funkce (dokonce maj́ıćı spojité derivace všech
řád̊u). Dokážeme-li na nějakém intervalu (lokálně) stejnoměrnou konvergenci, součet
řady je na takovém intervalu spojitá funkce. Podobně to plat́ı pro derivace – viz obecné
Věty 7.15 a 7.16.

• Řady z Definice 9.1 budeme použ́ıvat pro rozvinut́ı 2π-periodických funkćı. Máme-li
2`-periodickou funkci, kde ` ∈ R, ` > 0, kterou chceme rozvinout do trigonometrické
řady, zvoĺıme obecněǰśı tvar:

a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πn

`
x+ bn sin

πn

`
x
)
.

Teorii pro jednoduchost vylož́ıme pro př́ıpad ` = π.

199
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• Někomu možná vrtá hlavou, proč absolutńı člen je ve tvaru jedné poloviny koeficientu
a0. Důvodem je jednotnost vzorc̊u pro tzv. Fourierovy koeficienty – viz dále Větu 9.5.

Pod́ıvejme se nyńı jak vypadaj́ı koeficienty trigonometrické řady, jej́ıž součet je zadaná
2π-periodická funkce. K tomu se nám budou hodit následuj́ıćı dvě tvrzeńı zde uvedená jako
cvičeńı.

Cvičeńı 9.3 Necht’ f je 2π-periodická funkce integrovatelná na intervalu [0, 2π]. Dokažte,
že pak pro každé a ∈ R je f integrovatelná i na intervalu [a, a+ 2π] a plat́ı∫ a+2π

a
f(x) dx =

∫ π

−π
f(x) dx =

∫ 2π

0
f(x) dx.

Cvičeńı 9.4 Ověřte, že pro m,n ∈ N plat́ı

1.

∫ π

−π
dx = 2π,

2.

∫ π

−π
sinmxdx = 0,

3.

∫ π

−π
cosmxdx = 0,

4.

∫ π

−π
cosmx cosnx dx = 0, pro m 6= n,

5.

∫ π

−π
cosmx cosnx dx = π, pro m = n,

6.

∫ π

−π
sinmx sinnx dx = 0, pro m 6= n,

7.

∫ π

−π
sinmx sinnx dx = π, pro m = n,

8.

∫ π

−π
sinmx cosnx dx = 0.

Následuj́ıćı věta je analogíı Věty 8.27. Porovnejte předpoklady obou vět.

Věta 9.5. Jestlǐze lze funkci f : R→ R rozvinout na [−π, π] ve stejnoměrně konvergentńı
trigonometrickou řadu, pak pro koeficienty této řady plat́ı

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx, n ∈ N ∪ {0}, bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx, n ∈ N.

D̊ukaz. Předpokládejme, že f : R→ R je taková funkce, že

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) , (9.1)

přičemž řada konverguje stejnoměrně na [−π, π]. K určeńı hodnoty koeficientu a0 si nejprve
uvědomı́me, že řadu můžeme integrovat na intervalu [−π, π] člen po členu, tzn. dostáváme∫ π

−π
f(x) dx =

a0

2

∫ π

−π
dx+

∞∑
n=1

(
an

∫ π

−π
cosnx dx+ bn

∫ π

−π
sinnx dx

)
= πa0,

kde jsme využili rovnost́ı ze Cvičeńı 9.4. Zvolme k ∈ N libovolně. Rovnost (9.1) vynásob́ıme
funkćı sin kx, integrujeme přes interval [−π, π]. Vzniklou řadu (vzhledem ke stejnoměrné
konvergenci) můžeme integrovat člen po členu a dostáváme∫ π

−π
f(x) sin kx dx =

a0

2

∫ π

−π
sin kx dx

+
∞∑
n=1

(
an

∫ π

−π
cosnx sin kxdx+ bn

∫ π

−π
sinnx sin kx dx

)
= πbk.
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Podobně, vynásobeńım funkćı cos kx a zintegrováńım přes interval [−π, π] dostáváme vzorec
i pro koeficient ak. 2

Všimněte si předpokladu stejnoměrné konvergence trigonometrické řady v tvrzeńı Věty 9.5,
který se nevyskytuje v odpov́ıdaj́ıćı větě pro mocninné řady (Věta 8.27).

Definice 9.6 Necht’ f : R → R je 2π-periodická funkce na R. Pak trigonometrickou řadu
s koeficienty ve tvaru

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx, n ∈ N ∪ {0}, bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx, n ∈ N

nazýváme Fourierovou řadou funkce f na intervalu [−π, π]. Jej́ı koeficienty nazýváme Fou-
rierovými koeficienty.

Konverguj́ı vždy Fourierovy řady k nim př́ıslušným funkćım? Pokud je jejich konvergence
stejnoměrná, pak podle Věty 9.5 je odpověd’ kladná. Ovšem obecně – podobně jako u Tay-
lorova polynomu – tomu tak neńı.

Ukažme si nyńı předpoklady, za kterých Fourierovy řady konverguj́ı, k jaké funkci a ja-
kým zp̊usobem. Důkazy k těmto větám pro jejich pracnost nebudeme uvádět (zklamaného
čtenáře lze odkázat na [4, 11]). K tomu účelu si nejprve představme pomocné pojmy.

Definice 9.7 Necht’ f : R→ R je funkce definovaná na intervalu [a, b]. Řekneme, že funkce
f je

• po částech spojitá na [a, b], existuje-li děleńı D = {x0, x1, . . . , xn} intervalu [a, b] ta-
kové, že funkce f je na všech intervalech (xk−1, xk) spojitá a má v krajńıch bodech
těchto interval̊u vlastńı derivaci,

• po částech derivovatelná na [a, b], existuje-li děleńı D = {x0, x1, . . . , xn} intervalu
[a, b] takové, že funkce f má na všech intervalech (xk−1, xk) spojitou derivaci f ′ a obě
funkce f i f ′ maj́ı v krajńıch bodech intervalu (xk−1, xk) vlastńı jednostranné limity,

• po částech monotónńı na [a, b], existuje-li děleńı D = {x0, x1, . . . , xn} intervalu [a, b]
takové, že funkce f je na všech intervalech (xk−1, xk) monotonńı.

Věta 9.8. Necht’ f : R→ R je 2π-periodická funkce taková, že

• je po částech spojitá a po částech monotónńı na intervalu [−π, π], nebo

• je po částech derivovatelná na intervalu [−π, π].

Pak jej́ı Fourierova řada konverguje na R k funkci f̃ : R→ R maj́ıćı funkčńı hodnoty

f̃(x) =
1

2

(
lim
t→x−

f(t) + lim
t→x+

f(t)

)
, x ∈ R.

Nav́ıc, na každém intervalu (a, b), na kterém je funkce f spojitá, k ńı jej́ı Fourierova řada
konverguje lokálně stejnoměrně.
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Z Věty 9.8 tedy vid́ıme, že je-li funkce splňuj́ıćı předpoklady této věty nav́ıc v daném
bodě spojitá, konverguje v tomto bodě Fourierova řada k jej́ı funkčńı hodnotě a v bodech
nespojitosti k aritmetickému pr̊uměru jednostranných limit funkce.

Důsledek 9.9. Necht’ funkce f : R → R je 2π-periodická funkce, spojitá a po částech
derivovatelná na intervalu [−π, π]. Pak k ńı jej́ı Fourierova řada konverguje stejnoměrně
na R.

Př́ıklad 9.10 Nalezněte Fourierovu řadu funkce 2π-periodické funkce pro niž plat́ı

f(x) =

{
0 pro x ∈ [−π, 0),

sinx pro x ∈ [0, π].

Řešeńı. Je třeba vypoč́ıtat Fourierovy koeficienty. Plat́ı

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x) dx =

1

π

∫ π

0
sinx dx =

1

π
[− cosx]π0 =

1

π

(
− cosπ − (− cos 0)

)
=

2

π
,

Dále pro n ∈ N plat́ı

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx =

1

π

∫ π

0
sinx cosnx dx

=
1

2π

∫ π

0
(sin(n+ 1)x+ sin(1− n)x) dx = · · · = (−1)n−1 − 1

π(n2 − 1)
,

b1 =
1

π

∫ π

0
sin2 x dx = · · · = 1

2

a pro n ∈ N, n > 1 plat́ı

bn =
1

π

∫ π

0
sinx sinnx dx =

1

2π

∫ π

0

(
cos(n− 1)x− cos(n+ 1)x

)
dx = · · · = 0.

Při výpočtech koeficient̊u an a bn jsme použili goniometrické vzorce sinα cosβ = · · · a
sinα sinβ = · · · . Tedy Fourierova řada funkce f má tvar

1

π
+

1

2
sinx+

∞∑
n=2

(−1)n−1 − 1

π(n2 − 1)
cosnx =

1

π
+

1

2
sinx− 2

3π
cos 2x− 2

15π
cos 4x− · · · .

Prvńıch pár částečných součt̊u řady je zobrazeno na Obrázku 9.1. ©

Př́ıklad 9.11 Rozviňte 2π-periodickou funkci f nabývaj́ıćı hodnot

f(x) = x, x ∈ (−π, π]

ve Fourierovu řadu na [−π, π].

Řešeńı. Podle vzorce snadno spoč́ıtáme

an =
1

π

∫ π

−π
x cosnx dx = 0,
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x

y

0−π π

(a) Graf funkce f .

x

y

0−π π

(b) Prvńı dva částečné součty Fourierovy řady.

x

y

0−π π

(c) Čtvrtý částečný součet Fourierovy řady.

Obrázek 9.1: Grafy funkce f z Př́ıkladu 9.10 a několika částečných součt̊u jej́ı Fourierovy
řady.

protože x cosnx jsou liché funkce a integrujeme na intervalu se středem 0. Dále

bn =
1

π

∫ π

−π
x sinnx dx =

2

π

∫ π

0
x sinnx dx = · · · = 2(−1)n+1

n
.

Fourierova řada je tedy ve tvaru

∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sinnx.

Graf funkce f spolu s několika prvńımi částečnými součty nalezené Fourierovy řady je na
Obrázku 9.2. ©

9.1 Rozvoj funkćı s jinou periodou

Pochopitelně nás budou zaj́ımat rozvoje funkćı s libovolnou periodou. Hledejme tedy rozvoj
obecně 2`-periodických funkćı, kde ` ∈ R, ` > 0.

Jak jsme již zmı́nili v Poznámce 9.2, má smysl zkoumat trigonometrickou řadu ve tvaru

a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πn

`
x+ bn sin

πn

`
x
)
.

Plat́ı podobné věty – s t́ım rozd́ılem, že všude stač́ı psát mı́sto π obecněǰśı `. Např. pro
Fourierovy koeficienty plat́ı následuj́ıćı věta. Důkaz je v́ıceméně výpočetńıho charakteru a je
přenechán čtenáři.
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x

y

0−π π

(a) Funkce f .

x

y

0−π π

(b) Prvńı tři částečné součty Fourierovy řady
funkce f .

x

y

0−π π

(c) Desátý částečný součet Fourierovy řady
funkce f .

x

y

0−π π

(d) Součet Fourierovy řady funkce f .

Obrázek 9.2: Grafy některých funkćı z Př́ıkladu 9.11.

Věta 9.12. Jestlǐze lze funkci f : R → R rozvinout na intervalu [−`, `] ve stejnoměrně
konvergentńı trigonometrickou řadu, pak pro jej́ı koeficienty plat́ı

an =
1

`

∫ `

−`
f(x) cos

nπ

`
x dx, n ∈ N ∪ {0}, bn =

1

`

∫ `

−`
f(x) sin

nπ

`
x dx, n ∈ N.

Tvrzeńı o konvergenci těchto řad jsou téměř stejná jako pro řady s periodou 2π – stač́ı
všude zaměnit π za obecněǰśı `.

9.2 Rozvoj funkćı na ohraničeném intervalu

Uvažujme funkci f : R → R integrovatelnou (a definovanou) na intervalu [a, a + 2π]. Pak
2π-periodická funkce f̄ : R→ R splňuj́ıćı

f̄(x) = f(x) pro x ∈ (a, a+ 2π)

je definovaná jednoznačně na R až na hodnoty v bodech a+ 2kπ, k ∈ Z. Fourierovy koefici-
enty této funkce pak zřejmě nezáviśı na těchto hodnotách (vzpomeneme-li si na vlastnosti
Riemannova integrálu).

Fourierovy koeficienty funkce f pak definujeme jako Fourierovy koeficienty funkce f̄ ,
tedy

an =
1

π

∫ a+2π

a
f(x) cosnx dx, n ∈ N ∪ {0}, bn =

1

π

∫ a+2π

a
f(x) sinnx dx, n ∈ N.
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Z Věty 9.8 pak můžeme vyvodit následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 9.13. Necht’ funkce f : R→ R

• je po částech spojitá a po částech monotónńı na intervalu [a, a+ 2π], nebo

• je po částech derivovatelná na intervalu [a, a+ 2π].

Pak jej́ı Fourierova řada konverguje na R k 2π-periodické funkci f̃ : R → R maj́ıćı tyto
funkčńı hodnoty

f̃(x) =
1

2

(
lim
t→x−

f(t) + lim
t→x+

f(t)

)
pro x ∈ (a, a+ 2π) a

f̃(a) = f̃(a+ 2π) =
1

2

(
lim
x→a+

f(x) + lim
x→(a+2π)−

f(x)

)
.

Nav́ıc, na každém intervalu, na kterém je funkce f spojitá, k ńı jej́ı Fourierova řada kon-
verguje lokálně stejnoměrně.

A ještě d̊usledek Důsledku 9.9.

Důsledek 9.14. Necht’ f : R→ R je na intervalu [a, a+2π] spojitá a má po částech spojitou
derivaci a plat́ı

f(a) = f(a+ 2π).

Pak jej́ı Fourierova řada konverguje k funkci f stejnoměrně na [a, a+ 2π].

Př́ıklad 9.15 Rozviňte funkci

f(x) = x, x ∈ [−π, π]

ve Fourierovu řadu na [−π, π].

Řešeńı. Dostáváme stejnou Fourierovu řadu jako v Př́ıkladu 9.11. Samozřejmě, stejná je
i funkce, ke které tato řada (bodově) konverguje – viz Obrázek 9.2d. ©

Př́ıklad 9.16 Rozviňte funkci

f(x) =
1

4

(
π2 − x2

)
, x ∈ [−π, π]

ve Fourierovu řadu na [−π, π].

Řešeńı. Funkce f je sudá, tedy bn = 0 pro každé n ∈ N (viz dále Větu 9.17). Dále plat́ı

a0 =
1

4π

∫ π

−π

(
π2 − x2

)
dx = · · · = π2

3

a pro každé n ∈ N máme

an =
1

4π

∫ π

−π

(
π2 − x2

)
cosnx dx =

1

2π

∫ π

0

(
π2 − x2

)
cosnx dx = · · · = (−1)n−1

n2
.
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Fourierova řada je pak ve tvaru

π2

6
+
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
cosnx.

Prvńıch pár částečných součt̊u je ukázáno na Obrázku 9.3. ©

x

y

0−π π

(a) Funkce f (černě) a prvńı tři částečné součty Fourieovy řady.

x

y

0−π π

(b) Součet Fourierovy řady.

Obrázek 9.3: Grafy funkćı z Př́ıkladu 9.16.

9.3 Sinové a kosinové řady

Pod́ıvejme se na nyńı na Fourierovy řady lichých a sudých funkćı.

Věta 9.17. Necht’ f je integrovatelná na intervalu [−π, π]. Je-li f sudá funkce, pak

an =
2

π

∫ π

0
f(x) cosnx dx, pro n ∈ N ∪ {0}, bn = 0, pro n ∈ N.

Je-li f lichá funkce, pak

an = 0, pro n ∈ N ∪ {0}, bn =
2

π

∫ π

0
f(x) sinnx dx pro n ∈ N.

D̊ukaz. Stač́ı si uvědomit, že součin sudé funkce a liché funkce je lichá funkce (součin dvou
lichých funkćı je sudá funkce; součin dvou sudých funkćı je sudá funkce) a fakt, že integrál
z liché funkce přes interval [−π, π] je nulový a integrál ze sudé funkce přes interval [−π, π]
je roven dvojnásobku integrálu stejné funkce přes interval [0, π]. 2

A asi neńı překvapivé, že sudou funkci rozvineme v řadu se sudými členy (kosiny) a lichou
funkci v řadu s lichými členy (siny).
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Poznámka 9.18 Uvažujme libovolnou integrovatelnou funkci f na intervalu [0, π]. Tuto
funkci vhodně rozšǐrme na interval [−π, π] (na funkčńı hodnotě v bodě 0 nezálež́ı) následu-
j́ıćımi dvěma zp̊usoby:

(a) Funkci f rozš́ı̌ŕıme na interval [−π, π] sudě, tzn. dodefinujeme

f(x) = f(−x) pro každé x ∈ [−π, 0).

Fourierovu řadu této dodefinované funkce nazýváme rozvoj funkce f (tzn. té p̊uvodńı
funkce f) v kosinovou řadu na [0, π]. Pro Fourierovy koeficienty plat́ı

an =
2

π

∫ π

0
f(x) cosnx dx, n ∈ N ∪ {0}, bn = 0, n ∈ N.

(b) Funkci f rozš́ı̌ŕıme na interval [−π, π] lǐse, tzn. předefinujeme f(0) = 0 a dodefinujeme

f(x) = −f(−x) pro každé x ∈ [−π, 0).

Fourierovu řadu této funkce nazýváme rozvoj funkce f v sinovou řadu na [0, π]. Pro
Fourierovy koeficienty plat́ı

an = 0, n ∈ N ∪ {0}, bn =
2

π

∫ π

0
f(x) sinnx dx, n ∈ N.

Př́ıklad 9.19 Nalezněte sinovou řadu k funkci

f(x) = 1, x ∈ [0, π].

Řešeńı. Podle Poznámky 9.18 vypoč́ıtáme

bn =
2

π

∫ π

0
1 · sinnx dx =

2

π

[
−cosnx

n

]π
0

= − 2

nπ

(
(−1)n − 1

)
.

Sinová řada k funkci f je tedy ve tvaru
∞∑
n=1

(
− 2

nπ

(
(−1)n − 1

))
sinnx =

4

π
sinx+

4

3π
sin 3x+

4

5π
sin 5x+ · · · .

Několik prvńıch částečných součt̊u řady je možno vidět na Obrázku 9.4. ©

Př́ıklad 9.20 Nalezněte kosinovou řadu k funkci

f(x) = sinx, x ∈ [0, π].

Řešeńı. Podle Poznámky 9.18 plat́ı bn = 0 pro každé n ∈ N,

a0 =
2

π

∫ π

0
sinx dx =

4

π
,

a1 =
2

π

∫ π

0
sinx cosx dx = · · · = 0

a pro n ∈ N, n > 1 spoč́ıtáme

an =
2

π

∫ π

0
sinx cosnx dx =

1

π

∫ π

0
sin(n+ 1)x+ sin(1− n)x dx = · · · = 2

(−1)n−1 − 1

(n2 − 1)π
.

Kosinová řada je pak ve tvaru

2

π
+

∞∑
n=2

2
(−1)n−1 − 1

(n2 − 1)π
cosnx =

2

π
− 4

3π
cos 2x− 4

15π
cos 4x− · · · .

Několik prvńıch částečných součt̊u řady je možno vidět na Obrázku 9.5. ©
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x

y

0−π π

f

(a) Funkce f (černě) a prvńı čtyři částečné součty sinové řady.

x

y

0−π π

(b) Součet sinové řady.

Obrázek 9.4: Grafy funkćı z Př́ıkladu 9.19.

x

y

0−π π

(a) Funkce f (černě) a prvńı tři částečné součty kosinové řady.

x

y

0−π π

(b) Součet kosinové řady.

Obrázek 9.5: Grafy funkćı z Př́ıkladu 9.20.
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[8] Kopáček, J.: Matematická analýza nejen pro fyziky I. Praha: MatfyzPress, 2004.
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izolovaný, 26
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bodová, 160
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řady funkćı
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210



REJSTŘÍK 211
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nerovnost
Cauchyova–Schwarzova, 10

norma, 16
eukleidovská, 10
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součin

skalárńı, 15
standardńı, 9
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majorantńı, 134, 179
minorantńı, 134
mocninná, 185
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