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Predmluva

Tato skripta vznikla jako ucebni text k predmétu Matematickd analyza 2 vyucovanému
v ramci studijnich programu Aplikovand matematika a Matematika na Piirodovédecké
fakulté Univerzity Palackého v Olomouci a navazuji na skripta Matematickd analyza 1,
viz [13].

Prvni ¢ast téchto skript, tvofena kapitolami je vénovana diferencidlnimu poctu
funkei vice proménnych a vektorovych funkci. Bohuzel nebyl prostor pro detailnéjsi popis,
¢tendre lze odkazat tfeba na skripta [3,/1012]. Druhd ¢édst, tvorend kapitolami se zabyva
nekoneénymi fadami a to jak ¢isel, tak funkci. Je zakoncena kapitolami o Taylorovych a
Fourierovych faddch. Podrobnéjsi vyklad lze nalézt napt. v [4]. Skripta neobsahuji témér
zddné piiklady k procvicovani. Existuje vSak nepieberné mnozstvi materidlu k pocitani
v knihovnach a na internetu, viz citovand skripta a sbirky piikladu [1,2} 57,9} 14].

Na tomto misté by autor rad podékoval recenzentim RNDr. Pavlu Ludvikovi, Ph.D.
a Mgr. Ivoné Tomeckové, Ph.D. za jejich cenné pripominky a rady.

Tato skripta vznikla za podpory projektu OP VVV s ndzvem Univerzita Palackého jako
komplexni vzdélavaci instituce, reg. ¢. CZ.02.2.69/0.0/0.0/16.015/0002337







Kapitola 1

Struktury nad RV

Ve skriptech [13] jsme se na zacatku vénovali mnoziné vSech redlnych ¢isel, a to zejména
proto, ze nas zajimaly redlné funkce jedné reilné proménné. Jednim z tustifednich pojmu
téchto skript je funkce vice proménnych a vektorova funkce. Proto se nejprve seznamime
s definiénim oborem a oborem hodnot téchto zobrazeni, coz jsou mnoziny uspofadanych
N-tic redlnych cisel, kde N € N. Zejména nas budou zajimat operace na této mnoziné,
velikosti jejich prvka, vzdalenosti mezi jejimi prvky, apod.

Zacénéme od podlahy, tedy pojmem uspofadané N-tice redlnych ¢isel. Jak uvidime, bude
nam tento pojem piipominat posloupnost redlnych ¢isel.

Definice 1.1 Necht N € N. Pak zobrazeni mnoziny {1,2,..., N} do R nazyvdme uspord-
danou N -tici redlngch c¢isel. Je-li x usporddana N-tice redlnych ¢isel a j € {1,..., N}, pak
obraz z(j) nazyvame j-ty prvek N-tice  a znacime symbolem z;. PiSeme pak

z = (x1,...,ZN),

kde z; € R, j = 1,...,N. MnoZinu viech usporddanych N -tic redlnych c¢isel znacime sym-
bolem RY.

Poznamka 1.2 Uspoiradané N-tice se daji definovat bez pomoci pojmu zobrazeni, a to na
zékladé pojmu uspofadané dvojice. Jsou-li x1, xo a x3 redlna Cisla, pak se da usporadana
trojice definovat jako

(x1,x9,23) := ((:cl,:vQ),xg),

tedy jako usporddand dvojice, kde prvni prvek je uspoirddand dvojice (x1,x2) a druhy prvek

je ¢islo x3. Obecné se pro N € N d4a definovat uspoifddand N-tice redlnych ¢isel zq, ..., zn
jako

(z1,...,zn) = ((z1,...,ZN-1),ZN),
tedy jako uspoiadand dvojice, kde prvni prvek je uspoifadand (N — 1)-tice (z1,...,2n-1)
a druhy x .

Uspotadané N-tice budeme ¢asto chapat a pouzivat jako souradnice bodu v ,,IN-rozmér-
ném prostoru, ze za¢atku nejcastéji pro N = 2, 3, viz Obréazek 7 toho duvodu budeme
obéas psat misto (z1,x2) jen (x,y) a misto (z1,x2,x3) jen (z,y, z) — kvuli nizsi prehlednosti
nejsou indexy uplné nejvhodnéjsi. Pro vétsi N se jim uz ale nevyhneme.
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Z2

Z2

€1 x1 . . L
(b) Soufadnice bodu v trojrozmérném

(a) Souradnice bodu v roviné. prostoru.

Obrazek 1.1: Jak si predstavovat usporadané dvojice a trojice?

Nad mnozinou RY zavedeme operaci s¢itdni a levou vnéjsi operaci ndsobent skaldrem.

Definice 1.3 Zobrazeni + : RY x RY - RV a -: R x RY — RY definované predpisy
z+y=(r1+y1,.-..,an+yn) a ax=(axy,...,QxTN)
pro kazdé = = (21,...,2n), ¥ = (y1,...,yn) € RY a a € R nazyvame po fadé scitdnim

a ndsobenim skaldrem prvka z RV,

S takto definovanymi operacemi tvoif mnozina R vektorovy prostor. Pfipomenme jeho
definici.

Definice 1.4 Necht je ddna neprazdnd mnozina X a zobrazeni
+: X xX—=>X a S RxX =X

(pro jednoduchost budeme misto +(x,y) psat = + y a misto -(a, x) budeme psit « - x nebo
jen ax pro vSechna x,y € X, a € R). Jestlize plati:

(a) Vx,y € X : z+y =y + x (komutativita s¢itani),

(b) Vz,y,z€ X : z+ (y+2) = (z +y) + 2z (asociativita s¢itani),

(c) Joe X Vx € X : x4 o=z (prvek o nazyvame nulovy prvek),

(d) Ve e X 3—x € X : z+ (—z) = o (prvek —z nazyvame opacny k proku x),
(e) Va e RVz,y€ X : alz+y) =azx+ ay,

(f) Vo, BeRVz € X : (a+ f)x = ax + Sz,

(g) Vo, eRVz € X : ofz) = (af)z,

(h) Ve X : 1-z=u.

Pak uspofddanou trojici (X,4,-) nazyvame redlngm wvektorovym prostorem a prvkium
mnoziny X tikdame vektory.



Poznamka 1.5

e Pokud bychom v Definici viude misto R psali C (mnozinu komplexnich éisel),
mluvili bychom o komplexnim vektorovém prostoru. Zde budeme pracovat pouze
s realnymi vektorovymi prostory, takze piivlastek redlny budeme vynechéavat.

e Pokud to bude z kontextu jasné, pak budeme misto usporadané trojice (X, +,-) psat
pouze X, napf. zde budeme mluvit o ,vektorovém prostoru RV «.

o Ctendf by si jiz mél sém dokédzat, ze (RY, +,-) s operacemi séitani a ndsobent skaldrem
z Definice tvori vektorovy prostor! Pritom nulovym vektorem je vektor

o=(0,0,...,0)
tzn. usporddand N-tice, jejiz vSechny prvky jsou nulové. Déle ke kazdé usporadané
N-tici z = (21, ...,zy5) € RY je opacny vektor —z uspoiddand N-tice o slozkach
—z=(—x1,...,—TN).

e V dalsim textu se od ¢tendie otekavaji dalsi znalosti pojmu z vektorovych prostoru.
Zejména, linedrni nezdvislost vektoru, bdze vektorového prostoru a jeho dimenze.

Kromé toho v souvislosti s RV definujeme zobrazen{ pfitazujici kazdé usporadané dvojici
prvki z RY redlné éislo.
Definice 1.6 Zobrazeni
() : RY xRN - R,

které kazdé dvojici x = (z1,...,2x), ¥ = (y1,...,yn) € RY piitadi &islo

N
(@,9) = @iy
=1

nazyvame standardni skaldrni soucin v RY.

V literatufe se ¢asto misto (x,y) pise = -y & (z,y), apod. Jednoduchd geometrickd
aplikace standardniho skaldrniho souc¢inu bude uvedena dale v Poznamce [1.15

Poznamka 1.7 Pro standardni skalarni soucin plati nasledujici vyroky:
(i) Vo € RN : (z,2) >0,
(i) Ve e RN : (z,2) =0 & x=o,
(iii) Yo € R Va,y € RY : (ax,y) = a(z,y),
(iv) Va,y,z € RN : (z+y,2) = (z,2) + (y,2),
(v) Yo,y e RN © (z,y) = (y, 7).

Dokazani jejich pravdivosti je pfenechano ¢tenafi jako jednoduché cviceni.

Pomoci skaldrniho souc¢inu muzeme definovat délku vektort.
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Definice 1.8 Zobrazeni |- || : RY — R definované vztahem

2]l = V/(z,2) =

nazyvame eukleidovskou normou v RY. Pro kazdé x € RY nazgvame é&islo ||z|| eukleidovskou
velikosti (normou) vektoru x.

Podivame-li se pofddné na vyraz vyjadiujici normu vektoru x v R? a R3, vidime, ze jde
o délku tusecky dané vektorem .

Cviceni 1.9 Dokazte, ze pro kazdé x = (z1,...,2nx) ERY ai=1,..., N plati
;| < ||lz|| € VNmax{|zj|;j=1,...,N}.
Poznamka 1.10 Pro eukleidovskou normu plati nasledujici vyroky:
(i) Yo € RN : ||z|| >0,
(i) Ve e RN @ ||z]| =0 & = =o,
(iii) Ya € RVz € RY : |laz| = |af - ||z].

Dukaz jejich pravdivosti je pfenechén ¢tenéfi jako cviceni.

Véta 1.11 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Pro z,y € RY plati

|, o) < =]l - llyll-

Diikaz. Zvolme z,y € RY libovolné. Rozlisime dva mozné piipady: (a) ||z| = 0 nebo (b)

|| # 0.
ad (a): Podle Poznamky [1.10(ii) pak x je nulovy vektor a platnost Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti ovérime dosazenim x = o do obou stran této nerovnosti.

ad (b): Pro kazdé a € R podle Pozndmky [L.7](i) plati
(ax +y,ax +y) > 0.

Upravime-li levou stranu nerovnosti (s vyuzitim (iii)-(iv) z Pozndmky |1.7| a definice euklei-
dovské normy), dostdvame

||z + 2a(z, y) + [ly[|* > 0.

Vzhledem k predpokladu nenulovosti ||z|| se na tuto nerovnost muzeme divat jako na kvad-
ratickou nerovnici o nezndmé «, jejiz diskriminant D je nekladné ¢islo (pro¢?). To znamen4,
ze

0> D = 4(z,y)* — 4f|z|* - [|ly[*

Zjednodusenim dostavame jiz pozadovanou nerovnost. O
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Poznamka 1.12 Rozepiseme-li si Cauchyovu—Schwarzovu nerovnost po soufadnicich, dos-
tavame, ze pro x = (z1,...,2x), ¥y = (y1,...,yn) € RY plati

N N
= NDDE RN DI
=1 =1

N

S v
i=1
neboli

N 2 N N
(zy) By
i=1 i=1 =1

Véta 1.13 (specidlni piipad Minkowského nerovnosti). Pro x,y € RN plati
lz+yll < llzll + llyll,

tzn. pro x = (x1,...,2N8), ¥y = (y1,...,yn) € RY plati

N N N
Z($i+yz‘)2 < Zl‘? + ny
i—1

i=1 i=1

Diikaz. Pro z,y € RN plati

lz+yl? = (@ +y.2+y) = (z,2) + (2,9) + (y,2) + (1, 9) = [|z]|* + 2(z, ) + [|y|?
2
< l=l*+2lz] - Iyl + ly1* = (=] + lyl) "

kde jsme postupné vyuzili vlastnosti standardniho skaldrniho souc¢inu z Pozndmky
a Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti. Odmocnénim obou stran ziskané nerovnosti dostavame
tvrzeni této véty. O

Definice 1.14 Vektorum majicim velikost rovnu jedné fikdme normované vektory.

Pozndmka 1.15 Ctenai se muize prostiedky zakladni a stfedni skoly sdm presvedéit (i kdyz
ne iplné jednoduse), ze pro kazdé nenulové z,y € RV, kde N =2 a N = 3 je ¢islo a € [0, 7]
splnujici

(z,y)
]| - [lyll
odchylkou vektori x a y, viz Obrazek Z Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti vidime, ze
pro kazdé dva nenulové vektory = a y je ¢islo o dobie definované, tzn. vyraz v posledni
rovnosti napravo nabyvé hodnot z intervalu [—1, 1]. Déle vidime:

cCosax =

e je-licosa =1, pak a = 0 a tedy vektory x a y jsou linearné zavislé a ,,ukazuji stejnym
smérem”, tzn. existuje ¢ € R, ¢ > 0 tak, ze y = cx,

e je-li cosa € (0,1), je dhel « ostry,

e je-li cosa = 0, coz je ekvivalentni s tim, ze (x,y) = 0 (1), jsou vektory k sobé kolmé(!),
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e je-li cosa € (—1,0), je dhel « tupy, a kone¢né

e je-li cosa = —1 jsou vektory x a y linedrné zavislé a ,ukazuji opacnym smérem“, tzn.
existuje c € R, ¢ < 0 tak, ze y = cz.

Pro normované vektory z a y je pak vzorec pro odchylku vektoru daleko jednodussi —
redukuje se na rovnost
cosa = (z,y),

tzn.
« = arccos (z,Y).

T2

T
Obrézek 1.2: Odchylka vektora z a y.

Poslednim zdsadnim pojmem je metrika, tzn. prostiedek jak méfit vzdalenosti mezi
prvky z RV,

Definice 1.16 Zobrazeni p: RY x RY — R definované piedpisem

N

p(z,y) = llz —yll = | D (@i —w)? z=(21,...,an), y=(y1,...,yn) €RY,
=1

nazyvame eukleidovskd metrika. Pro kazdé x,y € RN nazjvame &islo p(x,vy) eukleidovskd
vzddlenost mezi vektory x a y.

Podivame-li se pofddné na vyraz vyjadiujici vzdalenost dvou vektorti z a y v R? (a R3),
vidime, ze jde o délku tusecky dané koncovymi body vektori x a y.

Jakmile jsme si urcili jak métit vzdalenosti mezi jednotlivymi vektory, mtuzeme se bavit
konvergenci posloupnosti prvki z RV,

Definice 1.17 Posloupnosti prvki z RY rozumime zobrazeni mnoziny N do RY. Je-li a
posloupnost prvki z RY, pak n-ty ¢len posloupnosti a budeme znaéit

al 1585 ., Op )

Samotnou posloupnost budeme misto a znacit jako {a["]}zo:l Ci
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a—e aa+e R T x

(a) Okoli v R. (b) Okoli v R2. (c) Okolf v R3.
Obrézek 1.3: Okolf bodu a o poloméru € v RY.

Definice limity posloupnosti v RV je pak velice pfirozenym zobecnénim pojmu limity
posloupnosti redlnych cisel.

Definice 1.18 Nechf {a["‘]}zo:l je posloupnost v RV, L € RY. Rekneme, ze L je limitou
posloupnosti {a["]}:il, jestlize pro kazdé € € R, £ > 0 plati
p(a™ L) <& (neboli Ha[”] - Ll <e) pro s.v. n € N.

Rikdme také, ze posloupnost {a["}}:il konverguje a piSeme li_>m a™=1¢&a" — L.
- n o

S pomoci normy ¢ metriky miizeme definovat i okoli bodu v RV,

Definice 1.19 Nechf a € RY, ¢ € R, ¢ > 0. Mnozinu
Us(a) = {z €RY ; p(z,0) <e} ={z €RY; o —al <¢}
nazyvame e-okoli bodu a (neboli okoli bodu a o poloméru ), mnozinu
Re(a)={z eRY; 0<p(z,a)<e} ={z eRY ;0 < |z —a|] <e} =U.(a)\ {a}

nazyvame redukované e-okoli bodu a (neboli redukované okoli bodu a o poloméru ).

Pozniamka 1.20 Okoli bodu a € RN o poloméru € > 0 jsou pro rizna N nésledujici:

e N = 1: V tomto piipadé splyva pojem okoli i redukovaného okoli se stejnojmennym
pojmem z [13] (ovéite si to!) — viz Obrazek [1.3a]

e N = 2: Jde o kruh se stfedem v bodé a a polomérem & bez ohranicujici kruznice — viz
Obrézek Redukované okoli je pak tento kruh bez stiedu a.

e N = 3: V tomto piipadé jde o kouli bez ohranic¢ujici sféry o stiedu a a poloméru € —
viz Obrazek Redukované okoli zase dostaneme vyjmutim stfedu z této koule.

Poznamka 1.21 Pomoci okoli muzeme definici limity posloupnosti opét vyjadiit ndsledujicim
zpusobem: Pro posloupnost {a["]}zozl bodi z RN a L € RY plati li_)m a=reRrN pravé
tehdy, kdy e

VeeR, e>0: a" el (L) prosv.neN.
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Véta 1.22 (o konvergenci po slozkdch). Necht {x[”]}zozl je posloupnost proki z RV,
z € RN, Pak

lim zM = 2
n—oo

prdave tehdy, kdyz pro kazdé 1 =1,..., N plati

n] _

lim z;” = x;.

n—o0

Diikaz. (=): Necht lim 2 = z, tzn. Hx[”] - xH — 0 pron — oo. Zvolme ¢ € {1...,N}
n—oo
libovolné. Pak podle Cviceni [1.9 plati

\:ngn] — x| < Hx["] — || — 0.

(<): Necht pro kazdé i = 1,..., N plati lim xgn} = x; neboli \wgn] — x| — 0 pro n — oo.
Podle Cviceni [1.9] plati

n—oo

|zl — || < \/Nmaxﬂxgn} —zl;i=1,...,N} =0
pro n — oo. -

Piiklad 1.23 Posloupnost {((1 + %)”, 27") }20:1 konverguje k vektoru (e, 0), protoze

1 n
lim (1+) =e a lim 27" =0. O
n

n—o0 n—oo

7 predchozi véty tedy vidime, ze pro vySetiovani konvergence posloupnosti vektori z RY
lze vyuzit znalosti o limitdch posloupnosti realnych ¢isel — dé se pomoci ni zobecnit cela
fada tvrzeni platicich pro posloupnosti redlnych ¢isel (opét viz napf. [13]). Za¢néme vétou
o aritmetice.

Véta 1.24 (o aritmetice limit konvergentnich posloupnosti). Necht {a[”]}:;l a {b[n] }2021
jsou konvergentni posloupnosti v RN, majici limity L) € RN o L2 € RN . Pak plati
i | = || LM ' M ploly — (1 2]
(a) lim |[a®]| = [|LU]], (d) lim (a™,b™) = (LY, L¥),

(b) li_}In (a™ + by = LI 4 LRI

(c) ll\m (a —plrly = LI — LRI (e) ILm p(al™ plMy = oLl L),

Dalsi véty plati i pro posloupnosti mnohem obecngjsich prostoru. Podivejme se nejprve
na zobecnéni doposud uvedenych pojmu a vyslovme tak obecnéjsi tvrzeni.
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1.1 O prostorech se skalarnim soucinem

V Poznamce[L.7byly vypichnuty ty nejzékladnéjsi vlastnosti standardniho skaldrniho soucinu.
Podivejme se nyni na zobecnéni tohoto pojmu. Zminéné vlastnosti budu dokonce charakte-
rizovat obecny pojem skaldrniho soucinu (srovnejte Pozndmku s Definici |1.25|).

Definice 1.25 Necht (X, +,) je redlny vektorovy prostor a zobrazeni
(,): XxX =R
pro néz plati
(i) Ve e X @ (z,2) >0,

(i) Vee X : (z,2) =0 & z=o0,

)

)
(i) Ya € RVz,y € X : (az,y) = alz,y),
(iv) Vo,y,2€ X : (z+y,2) = (x,2) + (3, 2),
)

(v) Ve,y e X : (z,y) = (y,x).

Pak zobrazeni (-,-) nazgvéme skaldrnim soucinem na X a uspoiddanou dvojici (X, (-,))
nazyvame prostorem se skaldrnim soucinem. Pokud je navic X redlnym vektorovym pro-
storem koneéné dimenze, nazyvame prislusny prostor se skalarnim sou¢inem eukleidovskym
prostorem.

Poznamka 1.26 Z Poznamky plyne, Ze standardni skaldrni souéin (-,-) je skaldrnim
sou¢inem nad RY. Protoze RY je konecné dimenziondlni (jeho dimenze je rovna N), pak
(RN , (,)) je dokonce eukleidovsky prostor.

Cviéeni 1.27 Necht N € N, wy,...,wy jsou kladna realnd éfsla. Dokaite, ze zobrazeni
N
($7y) = szxzyla r = (ZEl,... 7‘TN)7 Yy = (y17"‘7yN) S RN
i=1

je skaldrni soucin nad RY (¥ikd se mu vdzeny skaldrni soucin).
Ukazme si dalsf prostory se skaldrnim soucinem, ve kterych nefiguruje mnozina RY.

Cviceni 1.28 Necht My n(R) je mnozina vSech matic typu M x N s redlnymi prvky,
M, N € N. Dokazte, ze zobrazeni (-,) : Murxn(R) x Mar«n(R) — R definované predpisem

M N
(A, B) =3 > aibi
i=1 j=1

pro kazdé dvé matice A = (aij)%’:Nl, B = (b”)%ivl z My (R), je skaldrni soucin.
Cviceni 1.29 Necht X = €([a,b]) je mnozina vSech spojitych funkei na intervalu [a, b],
vybavend séitdnim funkci a ndsobenim redlnymi Gisly — ovéite, ze jde o redlny vektorovy

prostor (uvédomte si zejména, kterd funkce je ,nulovym vektorem*“ a jak vypada ,opacny
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vektor” k dané funkeci). Rozmyslete si také, co znamend linedrni nezdvislost prvku z tohoto
vektorového prostoru. Na €([a, b]) definujme zobrazeni

b
Vi, g € e(lab)): (fg) = / f(@)g(x) da. (L1)

Dokazte, ze toto zobrazeni je dobfe definovano a ze jde o skalarni soucin.

Piiklad 1.30 Uvazujme (R([a,b]), +, -) prostor vSech riemannovsky integrovatelnych funkei
na intervalu [a, b] spolecné se s¢itdanim funkei a ndsobenim funkef skalarem. Z [13, Véta 9.28]
vime, Ze

&([a,b]) C R([a,b]).
Pak predpis (1.1)) uvazovany pro 8irsi definiéni obor R([a,b]) x R([a,b]) jiz neni predpisem
skalarniho souc¢inu. Jak se ¢tenar muze sdm presvedcit, sice jsou splnény vlastnosti (i), (iii)-
(v) z Definice ale pro funkci

1 z=a,
)= { 0 z¢€ (a,b],
plati (f, f) = 0, pfitom f neni nulova funkce! Tuto obtiz muzeme pfekonat tak, Ze na
mnoziné R([a,b]) definujeme relaci ~ nasledujicim zpusobem:

b
VigeR(ab]) : frg / (f(x) - g(x))? dz = 0.

D4 se dokdzat, ze jde o relaci ekvivalence na R([a,b]). Z algebry je zndmo, ze relace ekvi-
valence indukuje rozklad této mnoziny, oznacuje se R([a,b])/~ (tzv. faktorovd mnozina
R([a,b]) podle ~ - prvky této mnoziny nazyvame tiidy a oznacujeme je [f] € R([a,d])/~,
kde f € R([a,b])). Na této mnoziné se dd definovat s¢itdni a ndsobeni skaldrem tak, ze
piislusnd uspoiddand trojice tvoti vektorovy prostor. A co je nejdulezitejsi: na této mnoziné
jiz lze definovat skaldrni soucin takovymto zpusobem:

b
(/). lg)) = / @) dz,  [f), o] € R[a, b))/~ O

1.2 O normovanych linearnich prostorech

Nyni si ukazme zobecnéni eukleidovské normy na libovolné vektorové prostory. Inspiraci
pro nds budou vlastnosti normy z Poznamky a Véty (srovnejte je s vlastnostmi z
nasledujici definice).

Definice 1.31 Necht (X, +, ) je vektorovy prostor a zobrazeni ||-|| : X — R m4 ndsledujici
vlastnosti:

(i) V2 € X : |z]| > 0 (nezdpornost),

(ii) Vo € X : ||z|| = 0 pravé tehdy, kdyz x = o (definitnost),

(iii) Vo e RVz € X : |laz| = |af - ||z|| (pozitivni homogenita),

(iv)

Pak zobrazeni ||-|| fikdme norma na X, usporddanou dvojici (X, ||||) nazyvéame normovangm
linedrnim prostorem a vektorovému prostoru X fikame jeho nosic.

v) Ve,y € X ¢ |z +y| <|z] + |yl (trojihelnikovd nerovnost).
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Poznamka 1.32 Z motiva¢nich tivah pro pojem normy okamzité vidime, ze eukleidovska
norma v RY je normou ve smyslu Definice V Poznamce si ukazeme dalsi normy
na RV,

Cviceni 1.33 Necht (X, ||-||) je normovany linedrn{ prostor.

1. Dokazte, ze plati
Vo,y e X o |llz] = llyll] < llz —yll.

2. Matematickou indukci dokazte zobecnénou trojihelnikovou nerovnost, tzn.

Vn e NV, ...,xn € X ¢ |l + -+ x| < o] + - + ||zn]]-

Inspirovani Pozndmkou [I.32] muzeme ocekdvat platnost ndsledujici jednoduché véty.

Véta 1.34. Necht (-,) je skaldrni souc¢in na vektorovém prostoru X. Pak zobrazeni || - || :
X — R definované predpisem

|zl = V(2,2), z€X, (1.2)
je norma na X. Pritom plati obecnd Cauchyova—Schwarzova nerovnost, tzn.

Vz,y € X ¢ [(z, )] < llz] - [yl

Diikaz. Predpokladejme, Ze plati vlastnosti (i)—(v) z Definice[1.25] Mame dokdzat, Ze pak ||-||
m4 vlastnosti (i)—(iv) z Definice[L.31] Ovéfeni prvnich tif vlastnosti je snadné. Trojihelnikova
nerovnost si ovSem vyzada vice pozornosti. Nejprve je potieba dokazat Cauchyovu—Schwar-
zovu nerovnost. To se ale provede na chlup stejné jako v dukazu Véty protoze se tam
vyuzivaly pravé pouze charakteristické vlastnosti skaldrniho sou¢inu a normy (ovéite si to!).
Nésledné se trojihelnikovd nerovnost dokdze na chlup stejné jako v dukazu Véty [[.13]— ze

stejného duvodu. O

Definice 1.35 Necht (X , (,)) je prostor se skaldrnim souc¢inem. Pak normu definovanou
predpisem (1.2]) nazveme normou indukovanou skaldrnim soucinem (-,-) a fikdme, ze nor-
movany linedrni prostor (X, ||-||) je indukovdn skaldrnim soucinem (-,-).

Pozniamka 1.36 Na vektorovém prostoru R lze definovat vice norem. Nejéastéji pouzivané

jsou:
1. eukleidovskd norma, viz Definici

2. souctovd norma, dana predpisem
N

Hle:Z’xl‘7 x:(x17"'axN)€RN>
i=1

3. mazrtmovd norma, dand predpisem

x|, = max{|z;], i=1,...,N}, x=(x1,...,2N) ERN,
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4. p-norma (kde p € R, p > 1), dand pfedpisem

..,JTN) ERN.

Poznamenejme, ze eukleidovska norma a souc¢tova norma jsou specidlnimi pripady p-normy
(prop=2ap=1). Ctenéii je ponechéno jako cviceni ovéfit, Ze jde skuteéné o normy
(obtiznéjsi je oveérit platnost trojihelnikové nerovnosti u p-normy, jde o dusledek Min-
kowského nerovnosti).

Zajimavy je také fakt, ze pro N = 1 vSechny zde uvedené normy splyvaji. Skuteéné, pro
x € R! plati

2]l = [lzlly = llzll o = llzll, = [=].

V jednodimenzionalnim ptipadé se tedy tyto normy redukuji na absolutni hodnotu redlného
¢isla. Na vektorovém prostoru X = R lze ovSem definovat i jiné normy, napi. ||z| = 2|z
pro kazdé = € R (ovéite, ze jde o normu).
Piiklad 1.37 Dokazte, ze pro kazdé p € R, p > 1 a € RN plati:

@) [zl < llzll, < YNlz]l o, (b) llzl < llzll, < N{jz|l.

Resend. Necht z = (21,...,zy) € RV,
ad (a): Necht p € R, p > 1. Dokazme nejprve druhou nerovnost. Pro kazdé i = 1,..., N
plati

|| < [2]] -
Umocnime tyto nerovnosti na p (pfitom se nerovnost nezméni), poté sec¢teme pres vSechna
i=1,...,N amame

Izl =D |zif” < Nj[%,.
i=1

Odmocnénim dostavame pozadovanou nerovnost. Nyni se zaméifme na prvni nerovnost. Pro
kazdé ¢+ =1,..., N plati
N
P < layl? = |l

j=1
tedy odmocnénfm dostdvdme |z;| < |[z]|,. Protoze posledni nerovnost plati pro vsechna
i=1,...,N, pak nutné [|zf[, < ||z,
ad (b): Opét nejprve dokédzeme druhou nerovnost. Jiz ze Cviceni vime, ze pro kazdé
i=1,...,N plati

|| <[],

Sec¢teme-li tyto nerovnosti pies vSechna i, dostavame
N
lzlly = |2l < Nz,
i=1

Nyni se podivejme na nerovnost prvni. Uvaha je nasledujici

N 2 N N
2 2
nxulz(zw) Sl S -l = S el = [l
=1 =1 =1

,5=1,...,N,
i#]
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kde druhd rovnost je pouhé roznasobeni vyrazu nalevo (pokud to neni jasné, je vhodné si
provést umocnéni pro konkrétni N, napi. N = 2, N = 3). Nyn{ sta¢i jen odmocnit obé
strany nerovnosti. O

Poznamka 1.38 7 Piikladu a), rovnosti
lim /N =N"=1

pP—00
(diky spojitosti exponencialni funkce o zdkladu N') a véty o tfech limitdch (viz [13, Véta 5.33])
plyne, zZe

Tim ], = el

pro kazdé z € RV. Odtud muze ¢tenaf vidét, pro¢ se maximové norma oznaéuje indexem
0.

Priklad 1.39 Na mnoziné Ms«n(R) definujme normu indukovanou skaldrnim souc¢inem
z Cviceni — oznaéme ji ||-||. Dokazte, ze pak pro kazdé x € RN a B € My v (R) plati

1B - x|l < |IBI| - [|l[],

kde B -z je ,maticové nasobeni“, z je sloupcovy vektor a |z| a ||B- x| jsou po fadé
eukleidovské normy v RY a RM™ sloupcovych vektorti z a B - .

Resend. Nejprve si uvédomme, ze B -z je sloupcovy vektor z RM ngredpokladé se, ze Ctenar
umi maticové nasobit). Oznaéme z = (z1,...,2y5)" a B = (bw)” 1. Pak

T

N N N
M
E bljl‘j, E bgjxj,..., E ijJ}j eR™.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Nasledné
M N 2 M N N
2 2 2
1B-z|? = | D by | <D | D 0> a3
i=1 \j=1 i=1 \j=1 j=1
M N N
2 2 2
=350 S 2 = BIP = = (1B - l2))?
i=1 j=1 j=1

kde nerovnost plyne z Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti, viz Pozndmku pro vektory
(bilabi27--'abiN)a (x17"'axN)ERN' O

vvvvvv

prostory Vektoru ¢i matic. Na vektorovém prostoru €([a, b]) 1ze uvazovat nasledUchl normy:

1. La-norma, kterd je indukovéana skalarnim sou¢inem ze Cviceni tzn. tato norma
ma predpis

b
1£ll, = / o) dr,  f e e(la,b),

2. Li-norma, dand predpisem

b
191 = [ 1r@)ds, £ e efat),
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3. maxztmovd norma, danad predpisem
[flloo = max{[f(z)[ : = €a,b]}, f € &a,b]),

4. Ly-norma (kde p € R, p > 1), dané predpisem

b
1l = { / f@Pdr, f (b)),

Ovéite, ze jde o normy. Pfitom trojuihelnikovd nerovnost pro Lj,-normu je znamda Min-
kowského nerovnost. O

1.3 O metrickych prostorech

Nynf si ukazme zobecnéni eukleidovské metriky definované na RY v Definici Stejné
jako tomu bylo u skaldrntho souc¢inu a normy zde v podstaté jde o to, Ze metrikou nazveme
kazdé zobrazeni majici jisté vlastnosti.

Definice 1.41 Necht X je nepréazdnd mnozina a zobrazeni p : X x X — R m4 vlastnosti:
1. Ve,y € X : p(x,y) > 0 (nezédpornost),
2. Vz,y € X : p(z,y) =0 < z =y (definitnost),
3. Vo,y € X : p(y,x) = p(x,y) (symetrie),
4. Ve,y,z € X : p(z,z) < p(x,y) + p(y, ) (trojihelnikova nerovnost).
Pak zobrazeni p fikdme metrika na X, usporddanou dvojici (X, p) nazyvdme metricky

prostor a mnoziné X fikame jeho nosic.

Pozndmka 1.42 Vsimnéme si pfedpokladia na nosi¢ X z definic prostoru se skaldrnim
sou¢inem, normovaného linearniho prostoru a metrického prostoru. U toho posledniho ne-
potifebujeme, aby na X byla definovdna néjaka linedrni struktura (prosté X nemusi byt
vektorovy prostor). Metricky prostor je dokonce mozné definovat na jakékoliv neprazdné
mnoziné. Je-li X neprazdnd mnozina, pak zobrazeni p : X x X — R definované predpisem

0 prozx =y,

z,y € X
1 prox #y,

pa(r,y) = {

je metrikou (dokazte). Riké se ji diskrétni metrika. Nem4 ale piilis prakticky vyznam a

objevuje se spi§ v ruznych protipiikladech.

Poznamka 1.43 Na mnoziné X = R budeme témér vzdy uvazovat metriku
p(.’I},y):‘fIf—y‘, %yGR-

Snadno se da ovérit, ze (R, p) je metricky prostor — viz napt. |13, Pozndmka 2.49]. Na R lze
pouzivat i jiné metriky, napf.

p(x,y):a|:z:—y|, ZL‘,yER,
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kde o € R, a > 0 nebo tieba
p(x,y) = |arctgz — arctgy|, =,y €R.

Obecnéji, kazda funkce ¢ : R — R, kterd je ryze monoténni na celém R, ur¢uje metriku na
R danou predpisem
p(x,y) = le(x) — )], =ycek.
Ovérte!
Podobné jako se ze skaldrniho sou¢inu da vyrobit norma (Véta , dé se z normy

vyrobit metrika. Inspiraci pro nds muze byt vztah mezi eukleidovskou normou a metrikou,
viz Definici [1.16] Dukaz nésledujic{ véty je mozno prenechat ¢tendii.

Veéta 1.44. Necht (X, ||-||) je normovany linedrni prostor. Pak zobrazeni p : X x X — R
definované predpisem

je metrika na X.

Definice 1.45 Necht (X, |||) je normovany linearni prostor. Pak metriku p definovanou
predpisem (1.3]) nazyvame metrikou indukovanou normou ||-|| neboli metricky prostor (X, p)
je indukovdan normou ||-||.

Piiklad 1.46 V Poznamce byly piedstaveny normy ||-[[, [|-[|1, |l a [|-]|, na RV ty
pak indukuji nasledujici metriky:

o cukleidovskd metrika, viz Definici [I.16]

e souctovd metrika, dand predpisem
N
pr(,y) = lwi—vil, z=(21,...,2n),y = (W1,...,yn) €RY,
i=1

e mazximovd metrika, dand predpisem

Poo(m’y) :max{|xl_yl| a,L: ]-a"'aN}a T = (:Clv'-‘va)ay: (yl)"'7yN) G]RNu

e p-metrika (kde p € R, p > 1), dand pfedpisem

pp(x7 y) =

N
Z’xi_yi‘p7 x:(xla"'ax]v)7y:<y17~~-7yN)GRN' O
i=1

Doposud jsme si ukazovali ruzné druhy metrik v ndm velmi dobie znamych a predstavi-
telnych prostorech konecné dimenze. V nasledujicim piikladu dame smysl pojmu ,,vzdalenost
dvou funkei“. Opét mame volnou ruku pii vybéru metriky.

Piiklad 1.47 Na vektorovém prostoru €([a, b]) 1ze pomoci norem z Piikladu definovat
nasledujici metriky:
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1. Lo-metrika, s predpisem

b
:02(fa.g) = \// (f(l’)—g($))2d$, f,gGQ:([(l,b]),
2. integralni metrika (Li-metrika), s predpisem
b
plf9) = [ 1f@) - g@lde. f.g € elfa.b)

3. maximovd metrika, s predpisem
poo(f,g) = max{|f(x) — g(z)| ; v € [a,0]}, [, g € €([a,b]),

4. Ly-metrika (kde p € R, p > 1), s pfedpisem

b
po(f,9) = (// |f(z) = g(@)["dz, f,g € €([a,b]). O

1.3.1 Okoli bodu

Dulezitym pojmem v metrickych prostorech je okoli bodu (¢i oteviend koule) a redukované
okoli bodu.

Definice 1.48 Necht (X, p) je metricky prostor, a € X, € € R, ¢ > 0. Mnozinu
U(a) ={z € X ; p(z,a) < e}

nazveme e-okoli bodu a vzhledem k metrice p (neboli okoli bodu a o poloméru e vzhledem
k metrice p), mnozinu

Re(a) ={z € X ;0< p(z,a) <e} =U(a)\ {a}

nazveme redukované e-okoli bodu a vzhledem k metrice p (neboli redukované okoli bodu a
o poloméru e vzhledem k metrice p).

Poznamka 1.49 Pokud je jasné, kterou metriku pouzivame, casto upfesnéni ,vzhledem
k metrice p* z Definice vynechdvame.

Pi#iklad 1.50 Uvazujme o = (0,0) € R?, ¢ € R, ¢ > 0. Pak e-okoli bodu o

e v eukleidovské metrice je otevieny kruh (tzn. kromé ohranicujici kruznice) se stredem
v pocéatku a polomeéru ¢, viz Obrazek

e v souctové metrice je ¢tverec (bez hranice) o vrcholech o soufadnicich (e,0), (0,¢),

(—¢,0) a (0, —¢), viz Obrazek

e v maximové metrice je ¢tverec (bez hranice) o vrcholech o soufadnicich (e, ¢), (—¢,¢),

(—e,—¢) a (e, —¢), viz Obrazek [1.4d
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(a) V eukleidovské metrice. (b) V souctové metrice. (¢) V maximové metrice.
Obrazek 1.4: Okoli bodu o = (0,0) o poloméru € v R
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(a) V eukleidovské metrice. (b) V souctové metrice. (¢) V maximové metrice.

Obréazek 1.5: Okolf bodu o = (0,0, 0) o poloméru ¢ v R3.

Okoli bodu a € R? pak dostaneme posunutim téchto mnozin tak, aby jejich ,stied“ byl
v bodé a. O

Piiklad 1.51 Uvazujme o = (0,0,0) € R3, ¢ € R, ¢ > 0. Pak e-okoli bodu o

e v eukleidovské metrice je oteviend koule (tzn. kromé ohranicujici sféry) se stredem
v pocatku a poloméru e, viz Obrazek

e v souCtové metrice je pravidelny osmistén (bez hranice) s vrcholy v bodech (g,0,0),
(—€,0,0), (0,,0), (0, —¢,0), (0,0,¢), (0,0, —¢), viz Obrazek

e v maximové metrice je krychle (bez hranice) se stfedem v pocatku o se sténami rov-
nobéznymi s rovinami zy, yz a xz o délce hrany 2¢, viz Obrazek

Okoli bodu a € R? pak dostaneme posunutim téchto mnozin, aby jejich ,stfed“ byl bod a.

O

Piiklad 1.52 Uvazujme vektorovy prostor €([a,b]) vybaveny maximovou metrikou po.
Pak e-okoli funkce f € &([a,b]) je mnozina vsech funkci g € €(]a, b]) takovych, ze pro kazdé
x € [a,b] plati

lg(z) — f(z)| <e, tzn. f(z)—e<g(x) < f(z) +e

To se da pékné graficky znazornit tak, ze prvky z tohoto okoli maji graf, ktery cely lezi v ,.e-
pasu funkce f“ (viz modfe vyznacend mnozina v Obrazku , pritom se graf g nedotyka
grafu funkce f — ¢ ani f 4 &. O
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)
c f+e
g
c f
f—e
+ t i
a b

Obrazek 1.6: Funkce f € €([a, b]), jeji e-pas (modie) a funkce g € U-(f).

Poznamka 1.53 Casto v tvrzeni vét nebyvé dulezitd konkrétni hodnota poloméru okoli,
takze misto U (a) piSeme jen U(a) a ¢teme ,0koli bodu a“. Podobné to budeme pouzivat
i pro redukované okoli.

1.3.2 Posloupnosti v metrickych prostorech

V metrickém prostoru znadme vzdalenost mezi kazdymi dvéma prvky. Proto lze definovat
pojem limity posloupnosti prvku z tohoto metrického prostoru. Nejprve ale zadefinujeme
posloupnost prvki na mnoziné X — v8imnéte si, ze k zavedeni posloupnosti nepotiebujeme
metriku.

Definice 1.54 Necht X je neprdzdnd mnozina. Posloupnosti proki z X rozumime zobrazeni
mnoziny N do mnoziny X.

Posloupnost prvkiu obecné mnoziny budeme znaécit podobné jako u posloupnosti redlnych
cisel ¢i vektort z RN,

Definice 1.55 Necht {a,},-; je posloupnost prvku v metrickém prostoru (X, p), a € X.
Rekneme, ze prvek a je limitou posloupnosti {a,},., v prostoru (X, p) (nebo jen vzhledem
k metrice p), jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati

plan,a) <e pros.v.neN.

V tomto pfipadé také fikdme, ze posloupnost {a, },-; konverguje k a v metrickém prostoru
(X, p) (nebo jen vzhledem k metrice p) a znacime

lim a, =a v (X,p).

n—oo

Poznamka 1.56

e Je snad jasné, ze
lim a, =a v (X,p)

n—oo
pravé tehdy, kdyz
lim p(ap,a)=0.

n—o0



1.3. O METRICKYCH PROSTORECH 25

Toto je dulezita charakterizace. Vysetfovani konvergence posloupnosti v metrickych
prostorech se tak da pfevést na vySetfovani limit posloupnosti redlnych éisel. Dukazy
nékterych tvrzeni o limitach posloupnosti v obecnych metrickych prostorech pak jsou
casto velmi podobné tém pro posloupnosti redlnych &isel.

e Podobné jako u posloupnosti redlnych ¢isel 1ze definovat vybrané posloupnosti (pod-
posloupnosti) a plati pro né podobné véty.

Mnohé vlastnosti limity posloupnosti realnych ¢isel se daji zobecnit pro limitu posloup-
nosti v metrickych prostorech.

Véta 1.57. Necht {an}o i, {bn}rey jsou posloupnosti bodi v metrickém prostoru (X, p),
a € X. Pak plati:

1. Existuje nejuyse jedna limita posloupnosti {an}- ;.
2. Jestlize a, = a pro skoro vsechna n € N, pak lim a, = a.
n—oo

3. Jestlize a, = b, pro skoro vSechna n € N a jedna z posloupnosti je konvergentni, pak

lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

4. Konverguje-li posloupnost v X, pak kaZdd z ni vybrand posloupnost také konverguje
a md steynou limitu.

Duikaz. Dokazme pro zajimavost jednoznac¢nost limity — sporem. Piedpokladejme, Ze existuji

a,be X, a#btakové, ze lim a, = a a lim a, = b. Pak podle zdkladni vlastnosti metriky
n—oo n—oo

plati p(a,b) > 0. Pak k ¢islu

podle definice limity posloupnosti existuje ny € N tak, ze pro kazdé n € N, n > ny plati
plan,a) < € a existuje na € N tak, ze pro kazdé n € N, n > ny plati p(a,,b) < . Polozme
no = max{ny, no}. Pak

p(a,8) < p(a,any) + plang,b) < 25 = pla,b),

coz je zadany spor (prvni nerovnost plyne z trojihelnikové nerovnosti). O

1.3.3 Vlastnosti podmnozin metrickych prostori

Pomoci pojmu okoli a redukovaného okoli muzeme definovat néasledujici pojmy: otevienou,
uzavienou mnozinu, vnitfek, uzavér, hranici, derivaci mnoziny a dalsi.

Definice uvedeme pro obecné metrické prostory — i kdyz nas bude zajimat nejvice prostor
RY s eukleidovskou metrikou.
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Definice 1.58 Necht (X, p) je metricky prostor, A C X je neprdzdnd mnozina a a € X.

e Rekneme, ze a je vnitini bod mnoziny A, jestlize

TU(a) : U(a) C A.

Mnozinu v8ech vnitinich bodi mnoziny A nazyvame vnitiek mnoZiny A a znaime

int A nebo A°.
Rekneme, 7e a je vnéjsi bod mnoziny A, jestlize
WU(a) : U(a) C X\ A.

Mnozinu vSech vnéjsich bodi mnoziny A nazyvame wvnéjsek mnoZiny A a znacime

ext A nebo A°.
Rekneme, Ze a je hranicéni bod mnoziny A, jestlize
VU(a) : Ua)NAZD AN U(a)N (X \ A) #0.

Mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoziny A nazyvame hranice mnoZiny A a znaime

0A nebo bA.
Rekneme, 7e a je bod uzdvéru mnoziny A, jestlize
VU (a) : Ula)N A # 0.

Mnozinu v8ech bodu uzdvéru mnoziny A nazyvame uzdvér mnoziny A a znacime A

nebo clA.
Rekneme, ze a je hromadny bod mnoziny A, jestlize
VR(a) : R(a)NA#0.

Mnozinu vSech hromadnych bodi mnoziny A nazyvame derivaci mnoZiny A a znaci-
/
me A’

Rekneme, ze bod a je izolovanyg bod mnoziny A, jestlize

WU(a) : U(a) N A= {a}.

Cviceni 1.59 Dokazte, ze pro podmnozinu A metrického prostoru (X, p) plati:

intAC AcC A, A C A,

A=AU0A =X \int(X\ A),

0A=A\int A4,

ext A= X\ A,

int AUGAUextA=X,int ANOA=0,0ANextA=10, int ANextA =10,
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e A\ A’ je mnozina pravé vsech izolovanych bodu mnoziny A.

Definice 1

.60 Necht (X, p) je metricky prostor, A C X.

e Rekneme, 7e mnozina A je oteviend, jestlize A = int A.

e Rekneme, Zze mnozina A je uzaviend, jestlize A = A.

Priklad 1.6

1 Nacértnéte mnozinu

A={(z,y) eR* ;27 +y* <1 A y>0}U{(1,1)},

27

jeji vnitiek, vnéjsek, hranici, uzavér, derivaci a mnozinu jejich izolovanych bodu. Urcete zda
je mnozina oteviena ¢i uzaviena.

Reseni. Mnozina A je primik jednotkového kruhu s horni polorovinou (bez osy x), ke

kterému priddme bod (1, 1) — viz Obrazek Vnitiek mnoziny pak dostavame jako

int A= {(z,y) e R? ; 22 + 1> < 1Ay >0},

viz. Obrazek Vnéjsek mnoziny je jednodussi si pouze nacértnout — viz Obrézek
Hranici mnoziny A zase lze vidét na Obrazku Uzdvér mnoziny A je pak zase na
Obréazku Derivace mnoziny je vlastné uzdvér mnoziny A bez bodu (1,1) — viz Obré-
zek Mnozina A mé jediny izolovany bod: je to bod (1,1). Jak je vidét z nécrtku,
mnozina A neni rovna ani svému vnitiku ani uzdvéru, tedy neni ani oteviena ani uzaviena.

a « 5

) Mnozina A. ) Vnitfek mnoziny A. (¢) Vngjsek mnoziny A.

/

N

(d) Hranice mnoziny A. ) Uzavér mnoziny A. ) Derivace mnoziny A.

mAA

Obrézek 1.7: Mnoziny z feSeni Piikladu

Bez dikazu uved' me néasledujici praktickd tvrzeni.

O
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Véta 1.62. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Pak plati:
e MnozZina A je uzaviend pravé tehdy, kdyz je v ni obsaZena jeji hranice, tzn.

0A C A.

e Mnozina A je oteviend pravé tehdy, kdyz je disjuktni se svou hranict, tzn.

ANOA=10.

e Mnozina A je uzaviend (resp. oteviend) pravé tehdy, kdyz jeji doplnék X \ A je
otevirend (resp. uzaviend) mnozina.

Poznamka 1.63 Oteviené mnoziny v metrickém prostoru (X, p) jsou napiiklad
e okoli i redukované okoli bodu,
e vnitiek a vnéjsek jakékoliv podmnoziny,
e prazdnd mnozina i cely prostor X.
Uzaviené mnoziny jsou
e uzaveér, hranice mnoziny,

e prazdnd mnozina i cely prostor X.

Véta 1.64 (charakterizace uzaviené mnoziny pomoci posloupnosti). Necht (X, p) je me-
tricky prostor, A C X. Pak mnoZina A je uzaviend prdvé tehdy, kdyZ kaZdd konvergentni
posloupnost {xyn}o" | proki z A md limitu v A.

Diikaz. (=): Necht A je uzaviend, tzn. A = A. Zvolme libovolné posloupnost {z,}oo,
tak, ze x, € A pro kazdé n € N a existuje lim z, = x € X. Dokazme, ze x € A. Podle
n—oo

piedpokladu staéi dokézat, ze x € A. Zvolme libovolné okoli U (z). Pak podle definice limity
plati
Tn € U(z) proswv.n €N,

a protoze x, € A, pak ANU-(z) # (). Tedy = € A.
(<): Protoze A C A, staéf dokazat opacnou inkluzi, tzn. A C A. Zvolme libovolné z € A.
Pro kazdé n € N pak plati, ze

Ui (z)N A #0.

1
Tedy pro kazdé n € N existuje z,, € A tak, ze p(zn,x) < % Dostavame tak posloupnost

[e.e] ~

prvki {x,},~; z mnoziny A konvergujici k x. Podle pfedpokladu pak z € A. O

Definice 1.65 Nechf (X,p) je metricky prostor, A C X. Rekneme, Ze mnozina A je
ohranicend (neboli omezend), jestlize existuje a € X a K € R tak, ze

VeeA: px,a) <K
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Pozndmka 1.66 Jedna a tatdZ mnozina miuize byt ohrani¢end v jednom metrickém prostoru
a neohranicend v jiném. Uvazujme napi. X = R, A = [0,00). Uvazujeme-li na R metriku
p(x,y) = |z — y|, pak A neni ohranic¢end v (R, p). Uvazujeme-li ovsem metriku p(x,y) =
larctg x — arctg y|, pak A je ohranicend v (R, p).

Cviéeni 1.67 Necht je ddn normovany linearni prostor (X, ||-||) a z n&j vytvoreny metricky
prostor (X, p) ve smyslu Definice Pak mnozina A je ohrani¢end v metrickém prostoru
(X, p) prave tehdy, kdyz existuje K € R tak, ze

Vee A : x| < K.

Dokazte!

1.3.4 Ekvivalence metrik

V Piikladu jsme si piedstavili nékolik metrik na R™. Pfi blizsim pohledu na pojmy
vnittku, vnéjsku, oteviené mnoziny a konvergenci posloupnosti vznikéd otéazka, jak se tyto
mnoziny lisi podle toho, kterou metriku uvazujeme.

Podivejme se na problém obecnéji. V této sekci odpovime na nasledujici otazky:

e Je-li posloupnost {z,,},- ; posloupnost bodu z mnoziny X, a € X je jeho limita podle
metriky p1, je pak také a limitou této posloupnosti podle metriky po?

e Je-lli a € X vnitinim bodem mnoziny A C X podle metriky p1, je pak a vnitinim
bodem mnoziny A i podle metriky po? Jinak fe¢eno, jak zavisi mnozina int A na
zvolené metrice? Podobné otazky si lze klast i pro dalsi pojmy z Definice [1.58

Pouze pro potieby této sekce si zavedeme nasledujici znac¢eni: Pro metriku p na mnoziné
X oznaéme UL (a) jako e-okoli bodu a € X v metrickém prostoru (X, p).

Definice 1.68 Nechf X je neprazdnd mnozina a pi, pp jsou metriky na X. Rekneme, ze
p1 a p2 jsou ekvivalentnt, jestlize

e pro kazdé okoli UP! (a) existuje U2 (a) tak, ze UP?(a) C UP'(a) a

e pro kazdé okoli UP?(a) existuje UP' (a) tak, ze UP (a) C UP?(a).

Zacnéme prikladem dvojice metrik, které nejsou ekvivalentni.

Piiklad 1.69 Dokazte, ze eukleidovskd metrika p v R a diskrétni metrika pg v RV (viz
Poznamku [1.42)) nejsou ekvivalentni.

Resend. (ditkaz sporem) Uvazujme okolf nulového vektoru o poloméru % v diskrétni metrice —
jde o jednoprvkovou mnozinu {o}. Kdyby byla eukleidovska metrika ekvivalentni s diskrétni
metrikou, pak bychom museli najit okoli nulového vektoru v eukleidovské metrice, které je
podmnozinou {o}. Takové ovsem neexistuje. O

Nyni se podivejme na pozitivni priklady. K usnadnéni ovéfovani ekvivalence si jesté
uvedme ekvivalenci norem.

Poznamka 1.70 V normovanych linedrnich prostorech se také definuje vztah ekvivalence
mezi normami nad stejnym nosicem. Dvé normy ||-||; a |||, na vektorovém prostoru X
nazveme ekvivalentni, jestliZe existuji ci,co > 0 tak, Ze

Vee X ozl <alzl, Azl < ezl
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Podivdme-li se na Pfiklad [I.37] vidime, Zze normy eukleidovskd, souc¢tovd a maximové jsou
ekvivalentni v RY (dokonce libovolné dvé normy na koneéné dimenziondlnim vektorovém
prostoru jsou ekvivalentni — viz napf. ) Ctenafi je pienechan dikaz faktu, Ze jsou-li
metriky p1 a py ve vektorovém prostoru X indukovany ekvivalentnimi normami ||-||; a |||,
pak tyto metriky jsou také ekvivalentni. Tedy i metriky eukleidovska, souc¢tova a maximova
jsou ekvivalentni v RY — to je také okamzité vidét prostfednictvim okoli vzhledem k témto
metrikam, kterd lze do sebe jednoduse zanotovat, viz Obréazek

Ur(a)

UPrr ((Z)

Obrézek 1.8: Vztahy inkluze okoli bodu a € R? vzhledem k eukleidovské, souctové a maxi-
mové metrice.

Cviéeni 1.71 Necht ¢ : R — R je ryze monoténni a spojitd na R. Dokazte, ze v R je
eukleidovska metrika ekvivalentni s metrikou

p(r,y) = [p(z) —p(y)|, =,yeR.

Nyni se podivejme, co lze tici o ekvivalentnich metrikach. Zaénéme otdzkou konvergence
posloupnosti.

Véta 1.72. Necht X je neprdzdnd mnoZina a py, pe jsou ekvivalentni metriky na X. Pak
pro kazdou posloupnost {an} -1 bodi z X a bod a € X plati

lim a, = a v metrice p1 <= lim a, = a v metrice ps.
n—oo n—oo

Diikaz. Staci dokdzat jen jednu implikaci, protoze jde o ,,symetrické“ tvrzeni. Necht 1i_>m Gp =
n—oo

a v metrice p;. Zvolme UZ? (a) libovolné. Pak podle predpokladu ekvivalence metrik existuje
U (a) tak, ze U (a) C UL*(a). Nésledné z faktu

an € Uf'(a) prosv.neN,
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vyplyva
an € UP?*(a) pros.v.n € N.

Tim je dokdzano, ze lim a, = a v metrice po. O
n—oo

Nyni se podivejme na otazku rozdilu mezi mnozinami z Definice [1.58

Véta 1.73. Necht X je neprdzdnd mnoZina a py, pa jsou ekvivalentni metriky na X, a € X,
A C X. Pak a je vnitinim bodem mnoziny A v prostoru (X, p1) prdvé tehdy, kdyz je vnitrnim
bodem mnoziny A v prostoru (X, p2).

Diikaz. Necht a je vnitinfim bodem mnoziny A v prostoru (X, p1). Tedy existuje U (a) tak,
ze UL (a) C A. Podle predpokladu ekvivalence metrik pak existuje Uf*(a) takové, ze

U (a) CUP (a) C A,

tedy a je vnitinim bodem mnoziny A v prostoru (X, p2). O

Z predchozi véty a vysledku Cvicen{ [I.59] plyne ndsledujic{ tvrzeni pro ekvivalentni
metriky.

Dusledek 1.74. Necht X je neprdzdnd mnoZina a p1, ps jsou ekvivalentni metriky na
X. Pak v obou metrickijch prostorech spljvaji pojmy oteviené a uzaviené mnozZiny, vnitrek,
vnéjsek, uzdvér, derivace mnozZiny a izolované body.

V RY je tedy jedno, kterou z metrik z Piikladu zvolime. Pak totiz konvergence
posloupnost{ a pojmy z Definice [I.58| a [I.60] splyvaji.
Poznamka 1.75 Ze Cviceni[1.71]a Piikladu[L.66| plyne, Ze vlastnost ohrani¢enosti mnoziny
se vzhledem k dvéma ekvivalentnim metrikam nezachovdvd. Oproti tomu, ekvivalence no-
rem (viz Poznamku jiz zachovdvd ohraniGenost mnoziny, tzn. jsou-li ||-||; a |||, dvé
ekvivalentni normy na vektorovém prostoru X, pak kazdd mnozina A C X je ohrani¢end
vzhledem k jedné normé praveé tehdy, kdyz je ohrani¢end vzhledem k druhé — dokazte!






Kapitola 2

Funkce vice proménnych

Ve skriptech [13] jsme se sezndmili s funkcemi jedné proménné, které vyjadiovaly zavislost
jedné veliciny (tzv. zavisle proménné) na druhé (tzv. nezdvisle proménné). Casto ale hodnoty
néjaké veli¢iny nezaviseji jen na jedné ale na vice nezavislych proménnych. Napi. obsah
obdélniku zavisi na délkach jeho dvou stran, objem kvadru na délkach tiech hran atp. V této
kapitole si vylozime zdklady teorie funkci vice proménnych, zejména pak diferencialni pocet.

2.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Definice 2.1 Necht{ N € N. Zobrazeni f : RV — R nazveme redlnou funkci N redlngjch
proménngjich (funkci N promeénnyich; funkei v RY).

Poznamka 2.2

e Funkce N redlnych proménnych tedy kazdé uspofddané N-tici z = (z1,...,zN) €
D(f) pritazuje redlné ¢islo f(x) = f((a:l, el mN)), které budeme také zapisovat jako
f(z1,...,zn). Odtud plyne oznaceni ,vice proménnych® — totiz misto jedné (vekto-
rové) proménné budeme uvazovat nékolik (skaldrnich) proménnych x1,...,zy. Zapi-
sujeme

f: y=flxy,...,zN) nebo (x1,...,zN) = f(x1,...,2N),
kde y tikame zdvisle proménnd a x1,...,xyN fikdme nezdvisle proménné.
e Pro N =2 (resp. N = 3) ¢asto znac¢ime
fioz=fley) (resp.w= flz.y.2)).
a to proto, abychom se vyhnuli indexum.
Piiklad 2.3 Obsah obdélniku o stranach a, b je roven
S = ab.

Vyraz S lze chapat jako funkei dvou nezédvisle proménnych a, b, a > 0, b > 0, tedy budeme
psét
S(a,b) = ab, a,b e (0,00),

tzn. D(S) = (0,00) x (0,00) (i kdyz vyraz ab mé smysl i pro nekladné hodnoty a, b).

33



34 KAPITOLA 2. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Poznamka 2.4 Je-li funkce N proménnych f dana pfedpisem a neni urcéen jeji defini¢ni
obor, pak definicnim oborem budeme rozumét mnozinu vSech usporadanych N-tic, pro
které ma predpis funkce smysl — nazyvame jej prirozenym definiénim oborem. Napiiklad
prirozenym defini¢nim oborem funkce S z Ptikladu je celd mnozina R2.

Priklad 2.5 Piirozenym defini¢nim oborem funkce

fla,y) =v1—a?—y?
je zfejmé mnozina
D(f) ={(x,y) eR?; 2? +4* <1},

tedy uzavieny jednotkovy kruh (kruh o poloméru 1 se stfedem v pocatku).

Definice 2.6 Grafem funkce f : RY — R rozumime mnozinu
graf f = {(z1,...,zn,zn41) ERVTL S (21, 2n) € D(S), zni1 = f(z1,...,2N8)}
Piiklad 2.7 Uvazujme funkci

flay)=4—(@-1)%—(y-1)?% (x,y) €[0,2] x [0,2].

Jeji graf je na¢rtnut na Obrazku[2.1]— zfejmeé jde o ,,plochu®. Pro vétsi prehlednost je vlastné
misto grafu funkce vykreslen pouze jeho ,dratény model“. O

(RN
N
///' H ~ \ \
TN
0/

AN

Obrézek 2.1: Graf funkce f z Pifkladu [2.7] (definiéni obor funkee f je vykreslen Sedé).

Priklad 2.8 Grafem funkce z Piikladu [2.5] je mnozina

graf f = {(2,9,2) €R® ; 22 + 4> <1 A z=+/1—22 — 2},
coz je horni polosféra (véetné rovniku) jednotkové koule (to je koule o stfedu v poéitku
(0,0,0) a polomeéru 1).
Jak vidime, jiz jen graf funkce dvou proménnych je podmnozina R?, nemluvé o funkcich
vice nez dvou proménnych. Takovy graf se velmi $patné graficky znazornuje. Proto si

ukézeme nésledujici uziteény pojem, ktery okamzité ocenime zejména pro funkce dvou a tif
proménnych.
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Definice 2.9 Necht f: RN — R, ¢ € R. Hladinou funkce f prislusné k ¢islu c (c-hladinou
funkce f; vrstevnict funkce f) nazyvame mnozinu

H.(f)={(z1,...,2zn) € D(f) ; f(z1,...,2N) = c}.

Poznamka 2.10 Jeden z moznych nazva ,vrstevnice* je velmi vystizny. Uvazujme turis-
tickou mapu — ve tvaru obdélniku, a zanedbejme zakiiveni zemského povrchu. Kazdy bod
na mapé se da charakterizovat jako usporddana dvojice (x,y), kde x je zemépisnd délka a y
zemeépisna §itka. Mapa tedy odpovidé kartézskému soucinu dvou intervali. Uvazujme ji jako
defini¢ni obor funkce dvou proménnych x a y, jejiz funkéni hodnoty udavaji nadmoiskou
vysku v daném bodé. Pak hladiny této funkce odpovidaji vrstevnicim na této mapé, viz napf.
Obrézek kde je zndzornén graf jisté funkce dvou proménnych spole¢né s hladinami (vrs-
tevnicemi). Pritom ,nadmoiskd vyska“ (rovna &islu ¢ z Definice je vyjadiena barevné
(chladnéjsi barvy odpovidaji mensim hodnotdm). Jesté jednou: hladiny funkce odpovidagi
vrstevnicim a graf funkce odpovidd prislusné ,plastické mapé“. Zde je vidét jedna z vyhod
hladin funkce dvou proménnych — pro lepsi predstavu o ,prubéhu“ funkce stac¢i nakreslit
co nejvice hladin této funkce. U funkei t¥{ proménnych jsou navic hladiny funkce jedinou
moznosti jak si graficky znazornit takovou funkci.

Obréazek 2.2: Graf a hladiny funkce dvou proménnych.

Piiklad 2.11 Urcete a pokud mozno nacrtnéte hladiny néasledujicich funkei:
L f(z,y) = Va2 +42, (,y) € R?,
2. g(z,y) = 2> + ¢, (2,y) €R?,

3. h(l‘,y) = 21:—y—|— 17 (:E,y) € RQa
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4 k(z,y,2) = /22 +y? + 2%, (z,y,2) € R
Resend. ad 1: Pro ¢ € R je c-hladina funkce f vlastné mnozinou viech Fe§enf rovnice

Vrz+yr=c

o dvou neznamych z,y € R a jednom parametru c¢. Vzpomeneme si tak na stiedni skolu,
kde se rovnice s parametrem fesily. Provedme diskuzi vzhledem k parametru c:

(a) Nechtf ¢ < 0. Pak tato rovnice zaddné feSeni nemd, protoze levéd strana je nezdporna
pro jakékoliv (z,y) € R2. Hladiny funkce pro tyto hodnoty parametru ¢ jsou prazdné
mnoziny — neni co kreslit.

(b) Necht ¢ = 0. Hleddme tak feSeni rovnice

Vvaz+y?=0.

Po umocnéni této nerovnosti vidime, ze musi platit z2 +y? = 0. Protoze ale z2, y*> > 0
a rovnost je splnéna pravé pro x = 0 a y = 0, pak dostavame

Ho(f) ={(0,0)}.

(¢) Necht ¢ > 0. Po umocnéni rovnice na druhou (jde o ekvivalentni tipravu, protoze obé
strany jsou zarucené nezéaporné) dostavame

x2—|—y2 =2

Snad kazdy v této rovnici vidi rovnici kruznice se stiedem v (0,0) a poloméru ¢ — to

je tedy H.(f).

Nékteré hladiny této funkce jsou nacrtnuty na Obrazku
ad 2: Pro funkci g dostdvame podobné vysledky. Jediny rozdil je v hladinach pro ¢ > 0,
presné: H.(g) je kruznice o stiedu (0,0) a poloméru 4/c.
ad 3: V tomto pifpadé je pro kazdé ¢ € R hladinou funkce mnozina vsech (z,y) € R?
spliiujicich

20 —y4+1—-c=0,

tzn. jde o piimky prochazejici bodem (0,1 — ¢) majici smérovy vektor (1,2).

ad 4: Postupujeme podobné jako u funkce f. Pro ¢ < 0 jsou hladiny prazdnymi mnozinami,
Hy(k) ={(0,0,0)} a pro ¢ > 0 jsou H.(k) sférami (tzn. hranicemi koule) se stfedem v bodé
(0,0,0) a polomérem c. O

Podobné jako pro funkce jedné proménné lze definovat dalsi pojmy jako funkce shora,
zdola ohranicend na mnoziné.

Definice 2.12 Necht f: RN — R, A C D(f). Funkci f nazyvame zdola ohranicend/shora
ohranic¢end/ohranicend, je-li takovy jeji obor hodnot. Funkci f nazyvame zdola ohranice-
nou/shora ohrani¢enou/ohranic¢enou na A, je-li takovd mnozina f(A).

Dale definujeme supremum, infimum, maximum, minimum na mnozineé.
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=

Obrézek 2.3: Nékteré hladiny funkce f z Piikladu

Definice 2.13 Necht f: RY = R, ) # A C D(f). Pak definujeme

Sy = fA) = smlg(e) § 5 € 2
ilfllff =inf f(A) = inf{f(x) ; x € A}

a nazyvame postupné supremem/infimem funkce f na mnoziné A. A déle
mfltxf = max f(A) = max{f(z) ; z € A},
mfilnf = min f(A) = min{f(z) ; x € A},

kterym fikdme postupné (globdlni, absolutni) mazimum a minimum funkce f na mnozZiné
A, neboli nejvétsi a nejmensi funkéni hodnota funkce f na mnoziné A (pokud tato ¢isla
vubec existuji).

Piiklad 2.14 Funkce f z Piikladu je ohrani¢end shora i zdola. M4 nejvétsi funkéni
hodnotu, coz je ¢islo 1 = £(0,0), a nejmensi funkéni hodnotu 0 (funkéni hodnoty funkce f
na jednotkové kruznici). Ziejmé pak supremum funkce f je rovno ¢islu 1 a infimum ¢islu 0.

O

Dalsi pojmy jako parita ¢i periodicita se u funkei vice proménnych také daji smysluplné
definovat. My ovSem tyto vlastnosti nebudeme potiebovat.
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2.2 Operace s funkcemi vice proménnych

Podobné jako u funkei jedné redlné proménné lze definovat séitdni (odéitani, nésobent,
délenf). Napiiklad pro funkce f, g : RN — R definujeme jejich soucet jako funkci s pfedpisem

(f+9)(z1,...,2n) = f(z1,...,2N) + g(21, ..., ZN)

pro kazdé (z1,...,zn) € D(f + g) := D(f) N D(g).

Zajimavé jsou slozené funkce vice proménnych.

Definice 2.15 Necht f: RM = R, g1, g2, ..., gar : RY — R jsou takové, ze mnozina,

A={z €D(g1)ND(g2) N---ND(gm) ; (91(), g2(2), ..., 9m(x)) € D(f)}

je nepréazdna. Pak slozenim funkci f a g1, ..., gas rozumime funkci F : RV — R definovanou
predpisem
F([El, S ,Z‘N) = f(gl(.ili'l, oo ,.%'N>, S ,gM(;L'l, . .,xN))

pro kazdé (z1,...,zny) € A =: D(F). Funkci f nazyvame vnéjsi funkci funkce F a funkce
g1, - - -, gu nazyvame vnitrnimi funkcemi funkce F.
Piiklad 2.16 Mé¢jme definovany funkce f : R? — R, g1, go : R? — R predpisy

flu,v) =u?+0°,  (u,0) € R?,
91(95,2!’ Z) = TY=z, (%@/» Z) € Rga
gQ(IE,y,Z) :$+y, (CL‘,y,Z) €R3‘

Pak funkce F' z Definice vznikla jejich slozenim ma predpis

2.3 Elementarni funkce v RY

Stejné jako jsme uvazovali elementdarni funkce jedné proménné, muzeme uvazovat i ele-
mentarni funkce N proménnych. Budeme je definovat jako funkce v RY vzniklé pomoci
algebraickych operaci (tj. s¢itdni, ndsobeni, od¢itéani a déleni) a operace skladani (viz Defi-

nici [2.15)) z téchto funkef:

1. konstantni funkce v RY (tzn. funkce majici jednoprvkovy obor hodnot),
2. elementarni funkce jedné proménné,
3. projekce v RV,
Ze zminénych funkci je pro nas novy tieti typ elementarnich funkci.
Definice 2.17 Pro kazdé i = 1,..., N rozumime i-tou projekei v R funkei IT; : RN — R

danou predpisem
ILi(z1,...,2n) =245, (21,...,ZN) e RV,
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Poznamka 2.18 Funkce z Definice 2.17] ziskala sviij nézev diky faktu, ze jde o zobrazenf,
které kazdému bodu (z1,...,xy) pfifazuje jeho i-tou soutadnici, coz se dd chépat jako
ortogondlni (pravouhld) projekce tohoto bodu do i-té souradné osy — pro N =2 a N = 3
viz Obrézek [l

Piiklad 2.19 Ovéite, ze funkce s predpisem
fz,y) = e ™V sin(ay)
je elementarni funkce v R2.
Reseni. Uvazujme obé projekce v R, tj.
Mi(z,y) =, Ma(e,y)=y, (z,y) €R%

Déle uvazujme souciny fi = Iy - Iy, fo = I1? a f3 = 113, tzn. funkce

fl(x7y):$ya fQ(xvy) :.132, f3(x7y):y27 ($,y) GRZ'

Funkci f; 1ze slozit s funkei jedné proménné sin (sin je vnéjsi, f1 je vnitini) a funkeci — fo — f3
slozime s exponencidlni funkei exp (exp je vnéjsi a —fo — f3 je vnitini) a dostdvame tak
funkce

falw.y) = eV fi(a,y) =sin(zy), (v,y) € R
Jejich soucin je zadana funkce. O

Z konstantnich funkci a projekci muzeme pomoci operace ndsobeni vytvorit funkce
majici predpis
ki, .k k
g(x,...,xN) = cxitwy - xyY, (2.1)

kde c € R, k; e NU{0} proi =1,...,N. Jde tedy o elementdrni funkce.

Definice 2.20 Funkci g z pro ¢ # 0 budeme nazyvat jednoclenem v RN (monomem
v RN) stupné ki + - - - + ky. Polynomem v R rozumime bud nulovou funkci nebo soucet
(kone¢ného poc¢tu) jednoclenu. Stupném nenulového polynomu rozumime nejvétsi ze stupnu
jednoclenu jejichz je souc¢tem (stupen nulového polynomu nedefinujeme).

Priklad 2.21

1. Kazdou nenulovou konstantni funkci lze chapat jako polynom stupné 0.

2. Funkce s predpisem

P(xl,...,xN) =co+cix1 +cx2+ - +eyxn, (:Ul,...,l‘N) ERN,
kde c; e R, ¢ =0,1,..., N a alespon jedno z ¢isel ¢y, ..., cy je nenulové, je polynom
stupné 1.

3. Funkce tfech proménnych
P(xy,x9,23) = 3x%x2x§ + 4z 2523 — 22120, (21, 20, 23) € R3
je polynom stupné 8, protoze je konetnym souctem jednoclenu

3:3%3:2:172
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stupné 2 4+ 1 + 5 = 8, jednoclenu
41‘11‘%1‘3

stupné 1+ 24 1 =4 a jednoc¢lenu
—2(1311‘2

stupné 1+ 140 = 2. O

Definice 2.22 Polynom P v RY nazveme homogenni polynom stupné m € NU{0} (formou
m-tého stupné), jestlize plati

P(txy, ... tey) =t"P(z1,...,2N)

pro kazdé t € R a (21,...,2n) € RV,

Poznamka 2.23 Snadno se d& vidét, ze
e nulovd funkce je homogenni polynom vsech stupii,
e jednoclen je homogenni polynom,

e nenulovy polynom je homogenni pravé tehdy, kdyz je souctem jednoclenu stejného
stupné — ten je roven stupni tohoto homogenniho polynomu.

Piiklad 2.24 Polynom

2
P(x1,x9,23) = 3$1m2xg + 2;851; — 3;8130; + 4m1332xg

je homogenni polynom stupné 8. Staci ovérit, ze je splnéna podminka z Definice nebo
pozorovat, ze tento polynom je sou¢tem jednoclent stupné 8.

Poznamka 2.25 (o linedrni formé) Homogenni polynom prvniho stupné (linedrni forma)
v RY je zobrazeni definované predpisem

Uxy,...,xN)=c1z1+ ... +enzy,  (21,...,2ZN) e RY,

kde c1, ..., cy € R. Predpis lze také chépat jako standardni skaldrni soucin (viz Definici|l.6))

vektoru proménnych a vektoru ¢ = (c1,...,cy) € RY, tzn.
E(l’l, PN ,.CUN) = ((Cl, PN ,CN), (ml, ce ,xN)).
Vektoru ¢ = (c1,...,cn) pak tikdme reprezentant linedrni formy. Kromé toho se lze na

predpis divat jako na maticovy soucin

T1
Z2
5(33‘1,...,.7,‘]\[):(01,...,CN)' . s
TN
kde druhy vektor je transponovany k vektoru (x1,...,xyx). S vyuzitim vektorového oznaceni

pak lze psat

Uz)=(c,z)=c-zT =z-cF', zeRY.
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Poznamka 2.26 (o kvadratické formé) Homogennim polynomem druhého stupné v RY
(kvadratickou formou) je zobrazeni definované predpisem

N N N
q(z1,...,xpn) = ZZaUmﬂj = Z aijrizy, (T1,...,z,) € RN,

i=1 j=1 ij=1

kde a;; € Rproi,j =1,..., N. Pfitom lze vzhledem ke komutativité ndsobeni pfedpokladat,
ze tyto koeficienty jsou ,symetrické®, tzn. a;; = aj; pro kazdé i,j = 1,..., N (opravdu,
pokud a;; # a;; pak lze tyto koeficienty pfedefinovat hodnotou (a;; +aji)/2, tzn. jejich arit-
metickym priumérem, viz Piiklad [2.2§)(2)). Predpis lze pak chapat jako ndsledujici souciny
vektoru proménnych a symetrické matice A = (aij)ff;ﬁl, konkrétné je to

a1 a2 Q1N 1
a1 a2 asN Hi)

N

q(x1,...,xN) = (21,...,ZN) - ] ] ) ) . s (xg,..o,zN) €RY,
anNi anz --- aNN TN

tzn. vektoroveé
q(z) = zAzT, 2z e RV,

Oveérte to vynasobenim téchto vektori a matice. Kromé toho lze ptredpis takové funkce
chapat jako nésledujici skaldrni soucin

q(z) = (zA,x) = (AzT,2T), zeRY

(pozor, posledni rovnost plati proto, ze A je symetrickd, tzn. AT = A). Matici A nazyvame
reprezentantem kvadratické formy. Je tfeba dodat, ze pravé symetrie matice zarucuje jed-
nozna¢nost tohoto reprezentanta (tzn. kazda kvadratickd forma mé pravé jednoho repre-
zentanta — podobné jako tomu je u linedrni formy).

Poznamka 2.27 (o formé stupné m) Obecné, formou stupné m je funkce s predpisem
N N N
f(mla"'7$N): ZZ Z Wiy g i Lig Lig ** * Ly s (xlv"'amN)eRNa
i1=lig=1  im=1

kde a;,iy...i,, € R pro vsechny i1,...,i, € {1,..., N}. Formy stupné m vyuzijeme v definici
diferencidlu m-tého radu funkce vice proménnych — viz ddle Definici
Priklad 2.28

1. Funkce ¢ : R3 — R definovana predpisem
E([El, T2, .263) =x1 — 222 + 103, (1‘1,1‘2,3?3) € RS,
je linearni forma v R3. Jejf reprezentant je vektor

c=(1,-2,10).

2. Funkece

2 4
q(x1, 9, w3, 14) = 7 — 2123 + 3xow4 — T3T4, (X1,...,74) ER
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je kvadratickd forma v R*. Jejim reprezentantem je matice

|
—_
Njw © O O
o O
ol O
N[ =

N[ =
o

Ovérte, ze tomu tak skutecné je (vyndsobenim této matice vektorem proménnych
z obou stran).

3. Funkce
P(x1,22) = 23 — 2x103 + 102300 + 23, (21, 12) € R?

je formou tfetiho stupné v R2. O

2.4 Limita funkce

U funkef jedné proménné znamenal symbol lim f(z) hodnotu, ke které se ,blizily* funkéni
Tr—a

hodnoty funkce f(z), jestlize argument z se ,,blizil“ k a. Podobné budeme definovat tento
pojem i pro funkce vice proménnych. Zde definovany pojem limity bude o néco obecnéjsi.
Predpoklad, aby pro bod a existovalo jeho redukované okoli, jez je podmnozinou defini¢niho
oboru, nahradime slabsim predpokladem — bude stacit, aby tento bod byl pouze hromadnym
bodem defini¢niho oboru.

Definice 2.29 Nechf f: RY = R, a € D(f), L € R*. Rekneme, ze f md v bodé a limitu
L, jestlize

VeeR,e>030€R,0>0Vx € D(f),z € Rs(a) : f(x) e U(L),

neboli
YU.(L) IRs(a) = f(Rs(a) ND(f)) C U:(L).
Pak piseme lim f(x) = L.

T—ra

Poznamka 2.30

(a) Jak souvisi Definice[2.29 pro N = 1 s definicemi limity ve vlastnim bodé z [13| Definice
5.3, 5.10]? Nejprve si uvédomme, Ze jestlize existuje redukované okoli bodu a, jez je
podmnozinou D(f), pak a € D(f). Pro N = 1 je tedy v Definici predstaveno
zobecnén{ limity funkce jedné proménné (limity ve vlastnim bodé¢) z |13].

(b) Smysl predpokladu a € D(f)" spo¢iva v tom, aby ,se $lo s x blizit neomezené k a
v ramci definiéniho oboru“.

(¢) Nékdy je uzitetné definovat i limity v ,nevlastnich bodech®, tzn. bodech z (R*)Y.
Definice limity pak bude formalné stejna, jen je tieba dodefinovat pojmy redukovaného
okoli i pro body z (R*)Y \ RY. Pro a = (a1,...,ay) € (R*)N \ RV definujeme

Re(a) =U(a) = U (a1) X Uz(az) x -+ X U(an).
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Napi. pro (0o, o) € (R*)2, kde 3o € R, je definovano

Re((o00) = ( 2:00) % (30 = 20 +2),

= (-t (1)

Nakreslete si tyto dvé mnoziny! Je ddle nutno upozornit, ze v tom piipadé je predpoklad
a € D(f) potieba nahradit predpokladem, ze D(f) NR.(a) # @ pro kazdé ¢ > 0.

a treba

(d) Dalsi pojem, ktery je uzitetny napf. v souvislosti s optimalizaci funkei vice proménnych
(tzn. hleddani minimélnich a maximélnich hodnot funkei), je nasledujici: Za predpokladu,
ze pro kazdé Us(o) plati D(f) \ Us(o) # 0, rekneme, Ze funkce f: RN — R md limitu
L € R* pro ||z|| — oo, jestlize

YU=(L) 3Us(0) = f(D(f) \Us(0)) C U(L);

piseme pak

Priklad 2.31 Dokazte, ze

lim
(z,9)—(0,0) T —Y

Reseni. Podivejme se nejprve na defini¢ni obor funkce f. Jde o mnozinu

D(f) ={(z,y) eR*; z £ y}.

Snadno se ovéri, ze (0,0) € D(f)'. Zvolme € € R, € > 0 libovolné. Pak pro kazdé (x,y) €
D(f) plati

2?2 — 42

r—y

- 0} = lz+yl <zl +lyl <@ )l + @)l < 2[(z,9)] = 2p((2,y), (0,0)).

Odtud vidime, zZe polozime-li § < £/2, pak pro kazdé (z,y) € D(f) N R(;((O, 0)) plati
22— 2
r—=y

—0‘§25<2;=5. O

Muzeme okamzité vyslovit Heineovu nutnou a postacujici podminku. Dukaz je ponechan
¢tendfi — inspiraci lze nalézt u stejnojmenné véty pro funkce jedné proménné (viz napt. [13,

Disledek 5.35]).

Véta 2.32 (Heineova o limité). Necht f:RY — R, a € D(f), L € R*. Pak lil)n f(z)=1L
prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost {1‘["}};0:1 bodu z D(f) \ {a} pro niz le P —
plat?

lim f(z") = L.

n—oo
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Dale si uvédomme, ze u funkce jedné proménné jsme se k bodu a mohli blizit ze dvou
stran: zprava ¢i zleva. U funkce dvou a vice proménnych téchto ,cest“, po kterych se ar-
gument z blizi k a, je daleko vice — jde o nejruznéjsi kiivky (piimky, paraboly, roviny) i

......

jako zobecnéni jednostrannych limit funkce jedné proménné.

Definice 2.33 Nechf f: RN = R, A c RN, a € (AND(f)), L € R*. Rekneme, ze f md
v bodé a limitu L vzhledem k mnozZiné A, jestlize

VeeR,e>030€R,0>0Ve € AND(f), x € Rs(a) : f(z) € U-(L),
neboli
YU-(L) 3Rs(a) : f(Rs(a) NAND(f)) CU(L).
Pak piseme
lim f(z) = L.

r—a
T€A

Poznamka 2.34

e Limitu funkce f vzhledem k mnoziné A lze ekvivalentné definovat jako limitu restrikce
této funkce na mnozinu A N'D(f), protoze

lim f(x)

r—ra
T€A

existuje pravé tehdy, kdyz existuje

I

lim f | AnD(f)5
a pokud existuji, jsou si rovny. Dokazte!

e Specidlné pro N = 1, tzn. pro funkci jedné proménné, polozime-li A = (a, co) dostdvame
limitu zprava a pro A = (—o00,a) dostavame limitu zleva.

Piiklad 2.35 Je déna funkce f : R? — R pfedpisem

@y =y @y ER{0,0))
pro kazdé k € R jsou dany mnoziny

Ay = {(z,y) € R* ; y = ka}.
Vypoctéte limitu funkce f v bodé (0,0) vzhledem k Ay pro kazdé k € R.

Resend. Zvolme libovolné k € R. Zfejmé mnozina Ay, je pifmka prochdzejici bodem (0, 0)
a (1, k) — nacrtnéte si. Snadno je pak vidét, ze (0,0) je hromadnym bodem pruniku mnozin
D(f) =R2\ {(0,0)} a Ag. M4 tedy smysl uvazovat danou limitu. Vypoctéme ji. Plati

Ty . kx? kx? k k

lim = lim ——— = lim =lim —=——
@u=00 22 +y2  @u-00 22+ k222 20 (1+ k)22 2-01+k 14k’
(z,y)€Ay (z,y)€A

kde jsme v druhé rovnosti pfesli k limité funkce jedné proménné, protoze vyraz v limité jiz
nezavisel na proménné y. O
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Véta 2.36. Funkce f md v bodé a € D(f)" nejvyse jednu limitu.

Dikaz. (sporem) Predpokladejme, ze funkce f mé v bodé a dvé limity Ly, Ly € R*, L; # Lo.
Pak existuji okoli U, (L1) a U, (L2) takova, ze U, (L1) NU.,(L2) = (). Podle definice limity
pak existuji redukovand okoli Rs, (a) a Rs,(a) takova, ze

e pro kazdé z € R, (a) N D(f) plati f(x) € U, (L1) a
e pro kazdé z € Rs,(a) N D(f) plati f(x) € Uzy(L2).
Zvolme libovolné = € Rs,(a) N Rs, (a) N D(f). Pak ale

f(x) € ual (Ll) mu&z (Lg),

coz je ve sporu s disjunktnosti obou okoli. O

Nésledujici véta zobecnuje tvrzeni pro funkci jedné proménné o tom, Ze existence limity
funkce implikuje existenci a rovnost jednostrannych limit.

Véta 2.37. Necht f:RY - R, AC RN, a € (AND(f)), L € R*. Existuje-li ligl f(z)=1L,
pak existuje i limita

lim f(z)

Tr—ra
T€EA

a ta je rovna L.

Drikaz. Necht existuje liin f(z) = L. Zvolme U.(L) libovolné. Pak podle definice existuje
r—a

Rs(a) tak, ze pro kazdé = € Rs(a) N D(f) plati f(x) € U(L). Néasledné pro libovolné
z € Rs(a) NAND(f) plati z € Rs(a) ND(f) a tedy f(x) € U-(L). O

Dusledek této véty nam pomuze pii dokazovani neexistenci limity funkce.

Diisledek 2.38. Jestlize existuji A, B C RN takové, ze a € (AND(f)) N (BND(f)) a

lim f(x) # lim f(z),

z€EA z€B

pak lim f(x) neezistuje.
Tr—a

Priklad 2.39 Funkce f z Prikladu v bodé (0,0) nemd limitu. Plyne to préavé z feseni
tohoto piikladu, kdy jsme zjistili, ze hodnota limity této funkce zdwvisi na mnozinéich, po
kterych se k (0,0) blizime. O

Nyni se podivejme na nékteré vlastnosti limity funkce vice proménnych, které jiz zname
pro funkce jedné proménné. Dukazy néasledujicich vét jsou prenechany ¢tenari. Lze se inspi-
rovat jejich specidlnimi pifpady formulovanymi a dokdzanymi napi. v [13]. Vétsinu lze také
dokézat pouzitim Heineovy véty (Véta , kterd prevadi problém na limity posloupnosti
realnych ¢isel.

Nejprve nas neprekvapi, ze limity funkci lze opét s¢itat, odéitat, nasobit a délit.
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Véta 2.40 (o aritmetice). Necht f,g: RN — R, a € (D(f)ND(g)), lim f(x) = L; € R,

i}g}l g(x) = Ly € R*. Pak plati o
(i) lim [f(2)] = | L], (i) lim f(z) - g(x) = L1 - Lo,
| L
(i) lim (f(2) £ g(2)) = L1 Lo, () gggég = f;

pokud jsou vyrazy na pravych strandch definované.

Dale, funkce majici vlastni/nevlastni limity jsou pak na prunicich redukovanych okoli
daného bodu s definiénim oborem funkce ohrani¢ené/neohranicené.

Véta 2.41 (limita a ohranic¢enost). Necht f: RN — R, a € D(f)'.

(a) Md-li f vlastnd limitu v bodé a, pak existuje R(a) tak, Ze je f na mnoziné R(a) ND(f)
ohranicend.

(b) Ma-li f nevlastni limitu oo v bodé a, pak pro kaZdé R(a) je f neohranicend shora na
R(a) ND(f) a existuje R(a) tak, Ze f je ohranicend zdola na R(a) ND(f).

(¢c) Ma-li f nevlastni limitu —oo v bodé a, pak pro kazdé R(a) je f neohranicend zdola na
R(a) ND(f) a existuje R(a) tak, Ze f je ohranicend shora na R(a) ND(f).

Diikaz. Na ukdzku dokazme alespon tvrzeni (a). Oznacme li_r>n f(z) = L € R. Podle ptedpo-
kladu pak k € = 1 existuje R(a) takové, ze pro kazdé x € R(a) N D(f) plati |f(z) — L| < 1,

tzn.
L-1<f(z)<L+1. O

Kladnost limity implikuje kladnost funkce na néjakém jejim redukovaném okoli — viz

nasledujici vétu.

Véta 2.42. Necht funkce f : RV — R md kladnou limitu L € R* v bodé a. Pak existuje
R(a) takové, Ze
f(x) >0 pro vsechna x € R(a) ND(f).

Je-li navic tato limita vlastni, pak existuje R(a) takové, Ze

f(z) > g pro vSechna x € R(a) N D(f).

Diikaz. Uvazujme U. (L) takové, ze U (L) C (0,00). Pak podle Definice existuje Rs(a)
tak, ze pro kazdé = € Rs(a) N D(f) plati

f(z) e U (L) C (0,00).

Je-li navic L € R, sta¢i vzit U.(L) pro e = L/2. O

Dtkazy nésledujicich tvrzeni jsou prenechdna Gtendii.
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Véta 2.43 (o dvou limitach). Necht f,g: RN — R, a € RN, existuje R(a) tak, Ze

R(a) ND(f) = R(a) N D(g)

f(z) < g(x) pro viechna x € R(a) ND(f).
Pak plati implikace
o je-li lim f(z) = oo, pak lim g(x) = oo,
e je-li lim g(z) = —o0, pak lim f(x) = —oc.
r—a r—a
Véta 2.44 (o tiech limitach). Necht f,g,h:R — R, a € RY, existuje R(a) tak, Ze
R(a) ND(f) = R(a) ND(g) = R(a) N D(h),
Vo € R(a) ND(f) : f(z) < g(z) < h(z)
a také

lim f(z) = lim h(z) = L € R.

T—a r—a

Pak existuje lim g(x), pritom je rovna L.
Tr—a

2.5 Spojitost funkce

Nyni se podivejme na spojitost funkce v bodé. Podobné jako u limity, u spojitosti si
predstavime obecnéjsi definici funkce oproti skriptum [8)/13]. Tam byla spojitost funkce jedné
proménné v bodé definovana za predpokladu, ze tento bod byl vnitrnim bodem defini¢niho
oboru funkce. Zde budeme pouze predpokladat, ze tento bod je prvkem definiéniho oboru
dané funkce.

Definice 2.45 Necht f:RY — R, a € D(f). Rekneme, ze f je v bodé¢ a spojitd, jestlize
VeeR,e>03V€R,0>0Vx € D(f),z €Us(a) : |f(z)— fla)| <e,
neboli

VU (f(a)) TUs(a) = f(Us(a) ND(f)) C U:(f(a)).

Asi nas nepiekvapi nasledujici analogie Heineho véty pro spojitost funkce v bodé. Jeji
dikaz je prenechan ¢tenaii jako cvicendi.

Véta 2.46 (Heineova o spojitosti). Necht f: RY — R, a € D(f). Funkce f je spojitd v bodé
a prdavé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {m[n} }Zo_l bodi z D(f) pro niz lim M = q plati
- n—oo

lim f(z") = f(a).

n—oo
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Jako jsme zavedli limitu vzhledem k mnoziné, analogicky tento pojem miuzeme zavést
pro spojitost v bodé.

Definice 2.47 Necht f: RN - R, A ¢ RY, a € D(f)N A. Rekneme, ze funkce f je v bodé
a spojitd vzhledem k mnoziné A, jestlize

VeeR, e>030€R, §>0Vx € AND(f), z € Us(a) : |f(z)— f(a)| <e,

neboli

VU (f(a)) IUs(a) : f(Us(a) NAND(f)) C Us(f(a)).

Poznamka 2.48

(a) Z Definice okamzité plyne, ze f je spojitd v bodé a vzhledem k mnoziné A pravé
tehdy, kdyz restrikce f|inp(r) je spojitd v bodé a. A z toho zase plyne, ze pokud
najdeme néjakou mnozinu A, vzhledem ke které neni f spojitd v bodé a, pak f neni
v bodé a spojita.

(b) Uvédomme si, co spojitost vzhledem k mnoziné znamend pro N = 1. Uvazujeme-li
spojitost funkce f vzhledem k mnoziné A = [a, 00) dostdvame spojitost zprava a pro
A = (—00, a] dostdvame spojitost zleva.

(c) Pro spojitost funkce f v bodé a vzhledem k mnoziné A C RY lze také vyslovit
piislusnou Heineovu vétu. Jedind zména v tvrzeni Véty je v tom, ze ¢leny po-
sloupnosti {x[”} }Zozl jsou z mnoziny D(f) N A.

Nésledujici véta nam ukazuje jeden ze zpusobu, jak prakticky urcovat spojitost funkce

v daném bodé.

Véta 2.49. Necht f: RN = R, a € D(f). Jestlize existuje K > 0 a R(a) takové, Ze pro
kazdé x € R(a) N D(f) plati

[f(z) = f(a)] < Kp(z,a),
pak f je spojitd funkce v bodé a.

Diikaz. Vezmeme € > 0 libovolné a polozime § = /K. Pak pro kazdé x € D takové, ze
p(z,a) < 0 plati
(@) = f(0)] < Kp(a,0) < Ko = K— =e. O
Piiklad 2.50 Dokazte, ze plati:
(1) Kazdé konstantni zobrazeni je spojité v kazdém bodé z RY.
(2) Projekce v RY jsou spojité funkce v kazdém bodé z RY.
(3) Funkce f: R® — R dané predpisem
f(x,y,z) _ 124:;% pro (x,y, Z) 7£ (0’070)3
0 pro (z,y,2) = (0,0,0).

je spojita v bodé (0,0,0).
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(4) Funkce f:R? — R dan piedpisem
royy = | o @) £ 0.0,
’ 0 pro (z,y) = (0,0).
neni spojitd v bodeé (0, 0).
Resent.
(1) Necht f je konstantn{ zobrazeni, tj. existuje ¢ € R tak, ze
fx)=c¢, xRV
Vezmeme libovolny bod a € RY. Plat{
p(f(x), f(a)) = p(c,c) =0 < Kp(z,a)

pro kazdé x € RY, pfitom za K lze zvolit libovolné kladné éislo. Podle Véty je f
spojitd v bodé a.

(2) Uvazujme projekci II; : RV — R, i € {1,...,N} aa = (ay,...,an) € RY. Pak pro
kazdé = = (z1,...,zn) € RN plati

p(Ii(x),Ti(a)) = p(as, ai) = |z; — ai| <\ | Y (2 — a;)? = p(x, ),

Jj=1

tedy lze polozit K =1 a pouzit Vétu [2.49

(3) Plati

TYZ ol = |ryz| B Va2 y2V 22 < (V2 +y? + 22)3

22 +y2+22 | 22492422 224y 422 - 22+ y? + 22
= Va2 +y? + 2% = p((,y,2),(0,0,0))
pro (z,y,z) # (0,0,0). V tomto ptipadé lze opét polozit K = 1 a pouzit Vétu

(4) Ukazeme, ze funkce f neni spojitd v bodé (0,0). Uvazujme restrikci funkce f na
mnoziné
A= {(z,y) eR*:y =2},

Pak ziejmé

0 pro (z,y) = (0,0).

Je videét, ze funkce g neni spojitda v (0,0), tedy podle Poznamky [2.48{(a) nemuze byt
spojita ani funkce f. O

ooy = {; pro (z,9) € A\ (0,0),

Mezi spojitosti a limitou funkce je opét velmi tésny vztah.
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Véta 2.51. Necht f: RN — R, a € D(f). Pak plati:
(a) jestlize a je izolovany bod D(f), pak f je v bodé a spojitd,

(b) jestlize a je hromadny bod D(f), pak f je v bodé a spojitd prdvé tehdy, kdyz

f(a) = lim f().

r—a

Diikaz. ad (a): Necht je tedy a izolovanym bodem definiéniho oboru funkce f. Podle Defi-
nice pak existuje Us(a) tak, ze

Us(a) N D(f) = {a}.
Vezméme U (f(a)) libovolné. Pak
fUs(a) ND(f)) = f({a}) = {f(a)} C U:(f(a)),

tedy f je podle definice spojita v a.
ad (b): Necht a je hromadnym bodem D(f). Necht f je v bodé a spojitd. Zvolme U, (f(a))
libovolné. Pak existuje Us(a) tak, ze

f(Rs(a) N'D(f)) C f(Us(a) ND(f)) C U-(f(a)),
tzn. li_r)n f(z) = f(a). Predpoklddejme naopak, ze ligl f(z) = f(a). Zvolme U (f(a)) libo-
volné. Podle predpokladu existuje Rs(a) tak, ze

f(Rs(a) N D(f)) C U:(f(a)).

Protoze f(a) € U:(f(a)), pak

f(Us(a) N D(f)) = f({a} U(Rs(a) N D(f))) = f({a}) U f(Rs(a) N D(f)) C U:(f(a)). D

Véta 2.52. Necht f, g:RY =R, a € D(f)ND(g). Jsou-li f a g spojité v bodé a, pak jsou
v tomto bodé spojité funkce |f|, f+ g, f—g, f-g i funkce g za, dodatecného predpokladu
g(a) # 0.

Diikaz. S vyhodou vyuzijeme Vétu a vétu o aritmetice limit posloupnosti redlnych ¢isel.
Dokazme, ze f + g je spojitda v bodé a. Uvazujme libovolnou posloupnost {17[”]}:):1 bodu
z D(f +g) = D(f) N D(g) takovou, ze lim 2! = 4. Podle predpokladu spojitosti funkei
n—oo
f agvbodéapak lim f(z[") = f(a) a lim g(z") = g(a). Protoze jde o posloupnosti
n—oo n—oo

realnych ¢isel, plati

; nly — 7; [n] [P\ — 7 [n] ; [n]
lim (f +g)(a™) = lim (f(z™) +g(z™)) = lim f(z™)+ lim g(=")
= f(a) +g(a) = (f + g)(a).
Spojitost zbyvajicich funkci se dokaze podobné. O

Nyni se podivejme na spojitost funkce na mnoziné.
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Definice 2.53 Necht f: RV — R, A C D(f). Rekneme, ze funkce f je spojitd na mnoziné
A, jestlize

V' e AVe e R,e >030 €R,6 >0 Vz € A,

$—3:’H <4 : |f(z)— f(a)] <e.

Poznamka 2.54 Spojitost na mnoziné se da ekvivalentné definovat tak, ze f je spojitd
v kaZdém bodé mnoZiny A vzhledem k mnoziné A — coz je kratsi, ale moznéd méné pochopi-
telné.

7 Véty okamzité dostavame nésledujici tvrzeni.

Diusledek 2.55. Necht funkce f,g: RY — R jsou spojité na mnoziné A C RN. Pak jsou
funkee |f|, f+9, f—g, -9, 5 (u podilu za dodateéného predpokladu, Ze g # 0 na A) spojité
na A.

A l1ze také dokazat vétu o spojitosti slozené funkce. Jeji dukaz lze snadno provést s vy-

uzitim Pozndmky a2.48c).

Véta 2.56. Necht g1, ..., gar : RY — R jsou spojité v bodé a € RN, f: RM — R je spojitd
v bodé
(91(a), g2(a), ..., gnm(a)) € RM.

Pak slozend funkce F' = f(g1,...,9n) je spojitd v bodé a.

2.5.1 Spojitost na kompaktni mnoziné

Pro funkci jedné proménné plati tzv. Weierstrassova véta (viz napt. |13 Véta 5.82]), kterd
iikd, ze spojitd funkce (jedné proménné) na uzavieném a ohrani¢eném intervalu nabyvé
své nejvétsi a nejmensi hodnoty. Zformulujme a dokazme analogickou vétu pro funkce vice
proménnych — tim bude Dusledek

Nejprve si zavedme pojem kompaktni mnoZiny.

Definice 2.57 Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Mnozinu A nazyvame kompaktni,
jestlize z libovolné posloupnosti bodu z A lze vybrat konvergentni podposloupnost, jejiz
limita je prvkem A.

Ukazme si hned dvé zdkladni vlastnosti kompaktnich mnozin.

Véta 2.58. KazZdd kompakini mnoZina v metrickém prostoru je uzaviend a ohranicend.

Drikaz. Necht A C X je kompaktn{ v metrickém prostoru (X, p). Nejprve dokaZme uzavienost.
Uvazujme konvergentni posloupnost prvku z mnoziny A. Ziejmé pak jeji limita je limitou
kazdé z ni vybrané posloupnosti. Z kompaktnosti tedy plyne, ze limita této posloupnosti
lezi v A. Nyni dokaZme ohranic¢enost — sporem. Podle Definice pak pro kazdé r € X
a kazdé K € R existuje a € A tak, ze p(x,a) > K. Zvolme z € X pevné. Pak pro kazdé
K =n € N existuje a, € A tak, ze

p(x,an) = n
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tedy plati
lim p(zx,ay,) = co. (2.2)

n—oo

Vzhledem ke kompaktnosti mnoziny A pak existuje podposloupnost {ay, }--; a a € A tak,
ze lim p(ag,,a) = 0. Odtud pak plyne pro kazdé n € N nerovnost
n—oo

p(x?a’k?n) < p(:L’, a) + p(a,akn),

ze které vidime, ze posloupnost realnych ¢isel {p(z, ax, )}, ., je ohrani¢end. To je ve sporu
s @2). 0

Nynf si ukdzeme, Ze v metrickém prostoru RY plati i obracend implikace z Véty
(napf. v nekonecéné dimenzionélnich prostorech totiz tato opaénd implikace neplati). K tomu
ucelu nejprve zminime analogii Bolzanovy—Weierstrassovy véty pro posloupnosti redlnych
¢isel, viz [13| Véta 3.94).

Véta 2.59 (Bolzanova—Weierstrassova). Z kaZdé ohranicené posloupnosti v RN lze vybrat
konvergentni podposloupnost.

o0 .

Diikaz. Necht {x["}}nzl je ohrani¢end posloupnost v RV, tzn. existuje K > 0 tak, Ze pro
v8echna n € N plati Hx[”} H < K. Pak (viz Cviceni pro vSechna n € N plati

2] < ]| < K,

o0
odkud plyne, ze {x[ln]} je ohranicend. Tedy podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty pro

n=1

o0
posloupnosti redlnych ¢isel existuje konvergentni vybrana posloupnost {:L‘[lk”]} J oznacme
n=

x1 jeji limitu. Nyni, uvazujeme-li posloupnost {a:[k"} }:;1, pak zase pro vSechna n € N plati
2] < [lat)| < K,

oo
tzn. posloupnost {x[jn}} je také ohranicend a zase podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty
n=1

o0
existuje konvergentni vybrand posloupnost. Oznacme ji {x[;”]} a jeji limitu ozna¢me xo.

Uvazujeme-li posloupnost {:c[zn] }:O:p pak zase pro vSechna n € N plati
5| < ||| < £

Takto pokrac¢ujeme déle a po piresné N krocich dostavame vybranou posloupnost {x[m"] };O:l,

tak, ze mgm”] — x; pron — o0 ai=1,..., N. Uvazujeme-li vektor z = (z1,...,zy), tzn.

vektor jehoz slozky jsou limity jednotlivych posloupnosti, pak podle Véty dostavame

[mn]

lim =z = O

n—o0

Nynf se dostavame k charakterizaci kompaktni mnoziny v RV,

Véta 2.60. Podmnozina RN je kompaktni prdavé tehdy, kdy? je uzaviend a ohranicend.
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Dikaz. (=): Z Véty jiz vime, Ze v libovolném metrickém prostoru je kompaktni mnozina
uzaviend i ohranicena.

(<): Méjme nyni uzavienou a ohrani¢enou mnozinu A C R”. Zvolme libovolné posloup-
nost vektoru {x[”} }20:1 z A. Z ohranicenosti A plyne i ohrani¢enost této posloupnosti. Tedy
z Bolzanovy—Weierstrassovy véty (Véta plyne, ze existuje konvergentni podposloup-
nost {l'[k"] }20:1, oznaéme = € RY jeji limitu. Z uzavienosti mnoziny A pak podle Véty
vyplyva, ze x € A. O

Nasledujici véta se ¢asto zkracené vyslovuje tak, ze ,spojitost zachovava kompaktnost®.

Véta 2.61. Necht f: RY — R je spojitd na kompaktni mnoziné A C D(f). Pak f(A) je
kompaktnyi.

Dikaz. Zvolme libovolnou posloupnost {y,} - ; prvku z f(A). Pak existuje posloupnost
prvku {x["}}zozl z mnoziny A tak, ze y, = f(z") pro kazdé n € N. Z kompaktnosti A
plyne, Ze existuje konvergentni vybrand posloupnost {x[k”} }Zozl, majici limitu a lezici v A.
Ze spojitosti f v bodé a a Heineovy véty (Véta pak plyne, Ze

Jim gy, = lim fall) = f(a) € £(A). O

Cviceni 2.62 Dokazte, ze kazda kompaktni mnozina v R méa nejvétsi a nejmensi prvek.

Nésledujici dusledek budeme vyuzivat v kapitole o extrémech funkci vice proménnych —
zejména v sekci o globdlnich extrémech.

Diisledek 2.63. Necht f : RN — R je spojitd na kompaktni mnoziné A C D(f). Pak
funkce f nabyvd na mnozZiné A nejvétsi a nejmensi hodnoty.
Cviéeni 2.64 Dokazte, Ze jednotkova sféra v RV, tzn. mnozina
{z eRY; ||zl =1}

je kompaktni.

2.5.2 Spojitost na souvislé mnoziné

V této sekci zformulujeme a dokdzeme zobecnéni véty o nabyvéni mezihodnot — viz napt. |13,
Véta 5.91].
Nejprve si predstavme jeden z typt ,souvislosti mnoziny v RV,

Definice 2.65 Rekneme, ze body a, b € A C RN lze spojit cestou (krivkou) lezici v A,
jestlize existuje spojité zobrazeni v : [a, ] — RY takové, ze

Ye)=a A AB)=b A H(y)CA

Oboru hodnot kiivky fikdme geometricky obraz krivky a ¢asto znacime jako [v].
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Poznamka 2.66 Intuitivné ze stifedni Skoly kfivkou rozumime ¢aru v roviné ¢&i prostoru,
kterou provedeme jednim tahem (to diky piedpokladu spojitosti). Kfivkou v RY pak ro-
zumime spojitou vektorovu funkci — viz ddle kapitolu o vektorovych funkcich. Kiivku lezici
v A si pak pfedstavujeme jako ¢aru, ktera celd lezi v mnoziné A — viz Obréazek Podle
Definice [2.65] ovSem tato ¢ara neni samotné kfivka ale jeji geometricky obraz!

X

Obrazek 2.4: Geometricky obraz kfivky v v mnoziné A spojujici body a,b € A.

Definice 2.67 Neprazdnad mnozina A C RY se nazyvé (obloukové) souvisld, jestlize libo-
volné jeji dva body lze spojit kiivkou lezici v A. Otevienou souvislou mnozinu nazyvame
oblasti.

Cviceni 2.68 Nisledujici mnoziny jsou souvislé v RV. Ovéite!
1. Pro a, b € RY definujeme dsecku jejichz krajni body jsou pravé a a b jako mnozinu

ab={Ma+(1-NbeRY;xe[0,1]}.

2. Lomenou ¢arou s krajnimi body a, b € RV rozumime mnozinu
L=adlualla@ U...Ualmb,
kde al¥, ... al™ e RV,
3. Okoli i redukované okoli bodu v R¥ je souvisld mnozina.
Poznamka 2.69 Existuje vice typl souvislosti mnozin:

e polygondlni souvislost — jestlize kazdé dva body z této mnoziny lze spojit lomenou
carou lezici v této mnoziné.

e topologickd souvislost — o mnoziné M fekneme, Ze je souvisld v tomto smyslu, jestlize
neexistuji dvé oteviené disjunktni mnoziny A a B tak, ze by M = (ANM)U(BNM).
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Tyto t¥i pojmy bohuzel nejsou ekvivalentni. Je asi jasné, ze polygondlni souvislost implikuje
obloukovou souvislost. Déle se da dokazat, ze kruznice je souvisld v topologickém smyslu
i obloukové souvisld, ale neni polygonalné souvislad. A mnozina

M = {<x,sin;> s x € (0,1]} U {(0,0)} c R?

je souvisla v topologickém smyslu ale neni obloukové souvisld (tim spi§ ani polygonélné).
D4 se ale také dokézat, ze pro oteviené mnoziny tyto pojmy splyvaji.

Poznamka 2.70 Souvislost jsme tedy ve dvou pfipadech definovali jako moznost spojit
libovolné dva body mnoziny néjakou kiivkou lezici v dané mnoziné. Pokud je mozno kazdé
dva body takto spojit dokonce useckou, iika se takové mnoziné konvernd.

Cviceni 2.71 V R jsou souvislé pravé vsechny intervaly. Dokazte! [Ndvod: Proved’te sporem
a vyuzijte Bolzanovu vétu o nabyvdni mezihodnot pro funkci jedné proménné.

Véta 2.72. Necht f : RY — R je spojitd na souvislé mnoziné D C RN. Pak f(D) je
interval.

Diikaz. Vzhledem k Cviceni stac¢i dokézat, ze f(D) je souvisld mnozina. Zvolme ¢, d €
f(D) libovolné. Pak existuji a,b € D tak, ze f(a) = c a f(b) = d. Vzhledem k souvislosti
mnoziny D existuje spojité zobrazeni v : [, 5] — R tak, ze v(«) = a, v(8) = b a pfitom
[v] € D. Uvazujme zobrazeni ¢ = f o~. Protoze 7; jsou spojité na [a, §] pro kazdé i =
1,...,N a f je také spojitd, pak ¢ je podle Véty také spojitd na [«, 5]. Pfitom [¢] C
f(D). Tim je dokdzana souvislost mnoziny f(D). O

2.6 Smérova derivace

Radi bychom definovali u funkei vice proménnych podobny pojem jako je pojem derivace
funkce jedné proménné — tzn. pojem, ktery bude urcovat rychlost zmény f(x) pro z — a. Jak
uz bylo fe¢eno, muzeme se k bodu a blizit nekoneéné mnoha sméry a po ruznych kiivkach
(na rozdil od funkce jedné proménné — tam jsme se mohli bliZit pouze dvéma sméry: zprava
nebo zleva — derivace zprava a derivace zleva).

Pro potieby diferencidlniho poétu nam bude stac¢it blizit se k bodu a po prfimce —
dochézime tak ke smérové derivaci. MuZzeme ji motivovat geografickym piikladem z Poznam-
ky Na Obrazku [2.5] jsou zndzornény vrstevnice funkce z Obrazku Predstavujme
si, ze jde skutetné o mapu, stojime v bodé a a divame se ve sméru vektoru v. Udélame-li
w,maly krucek®, zajima nas, jestli ,jdeme nahoru ¢ dolu a jak moc piikry je nas vzestup ¢i
sestup®. Tak, jak je to zndzornéno na Obréazku to bude ,,z kopce*.

Nyni uved'me piesnou definici.

Definice 2.73 Nechf f: RY — R, a € int D(f), v € RY. Existuje-li limita

L flat )~ fa)
t—0 t

nazyvame ji smérovou derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v. Budeme ji znacit

of /
%(a)vfu(a)’ cee
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Obrazek 2.5: Hladiny funkce dvou proménnych.

Poznamka 2.74

(a)

Upozornéme na fakt, ze limita v Definici m je limita funkce jedné proménné. Defi-
nujme si pomocnou funkci g : R — R predpisem

g(t) = fla+tv), teU(0), (2.3)

kde U(0) je takové okoli bodu 0, pro které a + tv € int D(f) pro kazdé ¢t € U(0). Pak
smérova derivace je rovna

tv) — t) —
o i @) = 5@ o) = 900)

o
t—0 t t—0 -9 (0)

£,

—

Toto je vidét na Obrazku pro funkci f dvou proménnych a na Obrizku pro
funkci g. Geometricky vyznam smérové derivace je tangens tithlu mezi ptimkou p a tec-
nou ¢t — na Obrazku je oznacen jako « (stejny jako « na Obrézku . Je také
vidét, ze smérovy vektor tecny je

(v1,v2, f,(a)).

Je tfeba zduraznit, ze smérova derivace vyjadiuje rychlost zmény funkénich hodnot
funkce f v bodé a ve sméru vektoru v pouze tehdy, kdyz ||v|| = 1, tzn. pro normované
vektory.

Podivejme se na specidlni pripad N = 1, tzn. pfipad funkce jedné proménné. Polozime-
liv=1, pak
fola) = f'(a),

tzn. smérova derivace v bodé a ve sméru 1 splyva s derivaci funkce jedné proménné
v bodé a.

—~
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A AYAA &,

Yy
x
Obrézek 2.6: Geometricky vyznam smérové derivace.
Piiklad 2.75 Urcete smérovou derivaci funkce
flo,y) =2 +4° (2,y) R
v bodé (z,y) = (1,1) ve sméru vektoru v = (2, 3).
Resend. Podle definice smérové derivace mame
2 3
0 T+t 3"+ (14¢-2)" = (12413
ety g D (29— (2419
ov t—0 t
3 34\2 4 42 4)\3
:lim1+2t5+(5t) +1+3t2+3(t3) + (t2)" —-1-1
t—0 t
HE+2) +2 ()" + () +2 ()
= lim
t—0 t
6 12 18
575 5 O
Cvigeni 2.76 Dokaite, ze pro f : RN — R, a € int D(f), v € RV, ¢ € R plati
of af
%(a) = Ca(&).

Specialné pak

of of
)W = g,

I pro smérovou derivaci plati véta o stfedni hodnoté.
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0 t 1

Obrazek 2.7: Graf funkce g z (2.3]) pro funkei f bod a a vektor v z Obrazku

Véta 2.77 (o sttedni hodnoté). Nech? f: RN =R, a € D(f), 0 # v € RN jsou takové, Ze
existuje f), ve vSech bodech tusecky

{a+tv;tel0,1]} CintD(f).
Pak existuje 6 € (0,1) tak, Ze

fla+v)— fla) = gi(a—i-@l/).

Diikaz. Uvazujeme funkci
g(t) = fla+tv), tel0,1].

Nejprve vidime, ze pro kazdé t € [0, 1] plati

g () = tim DO EFRVY) = flattv) flattv) +hv) = flatt) 9 (o + )

h—0 h h—0 h v

tedy g mé derivaci na intervalu [0,1]. Odtud plyne, Ze g je spojitd na tomto intervalu.
Funkce ¢ spliuje predpoklady Lagrangeovy véty a podle ni existuje 6 € (0, 1) tak, ze

g9(1) = g(0) = g'(6)(1 — 0) = 4'(0),

odkud dostavame pozadovanou rovnost. O

2.7 Parcialni derivace

Parcidlni derivace funkce neni nic jiného nez smérova derivace — ve sméru jednoho z jed-
notkovych vektort e; (pfipomerime, ze ¢; € RV mé nulové viechny prvky az na i-ty, ktery
je roven 1). Jak uvidime déle, budou mit smérové derivace pravé v téchto smérech mnohé
vyhody.
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Definice 2.78 Necht f:RY = R, a € int D(f), i € {1,..., N}. Smérovou derivaci funkce
f v bodé a ve sméru vektoru e; nazyvame parcidlni derivaci funkce f v bodé a podle i-té
proménné (parcidlni derivact funkce f v bodé a podle proménné x;). Budeme ji znacit

of
81,‘1'

(), fz:(a),. ..

Poznamka 2.79

(a) Parcidlni derivace funkce f v bodé a podle i-té proménné je vlastné limita

i £ (@ +tei) — fla)
t—0 t

(b) Déle se zaméiime na smérové derivace ve smérech vektoru standardni béze e;, tedy
jen parcidlnimi derivacemi. A to ze dvou duvodu:

— jejich vypocet je velmi efektivni (viz déle Pozndamku [2.80)),

— v mnoha pfipadech ndm k vypoc¢tu smérovych derivaci sta¢i spocitat pouze
parcialni derivace (viz dale Vétu [2.96)).

Poznamka 2.80

e Pro vypocet parcidlnich derivaci budeme s vyhodou vyuzivat vzorce pro derivace
funkce jedné proménné. Ukazme si jak. Pro jednoduchost uvazujme funkci f dvou
proménnych x, xg definované v §-okoli bodu a = (a1, az). Ukazme si jak vypocitat
parcidlni derivaci této funkce v bodé a = (a1, a2) podle prvni proménné. Ziejmé jde

o ¢islo
3f( o flatter) — fla) .. fla1+t,a2) — f(a1,a2)
——(a) = lim = lim .
o1 t—0 t t—0 t

Uvazujme pomocnou funkci jedné proménné ¢g; : R — R definovanou predpisem
g1(z) = f(x,a2), =z €Us(a;) CR.

Pak vidime, ze

m flar +t,a2) — f(a1,a2) _ lim

gi(ar +1t) — gi(ar) g (a)
0x1 t—0 t t—0 t g1

Pritom je vidét, ze uvazovand parcialni derivace existuje pravé tehdy, kdyz existuje

vvvvvv

funkce g; je odvozen z predpisu funkce f tak, ze prvni proménnd je proménnou funkce
g1 a druhd proménn3 je konstanta. Je-1li napf.

f(x1,m2) = 2sin(xy)wg + z1235,  (21,22) € R?

a mame vypocitat parcidlni derivaci podle prvni proménné v bodé (z1,x2) = (a1, az),
staci uvazovat funkci jedné proménné

g1(z) = f(z,a3) = 2sin(x)ag + za3, z€R



60 KAPITOLA 2. FUNKCE VICE PROMENNYCH

a vypocitat jeji derivaci
g (z) = 2cos(z)ag + a3, x €R,

odkud hned dostavame

of

D (a) = gj(a1) = 2cos(ar)ay + a3.

Podobné, pokud bychom chtéli pocitat derivaci podle druhé proménné, uvazovali
bychom zase funkci

g(x) = f(ar,z), x€R.

e Tato myslenka se d& zobecnit i pro funkce vice nez dvou proménnych. Mé&jme funkci
f:RY %R bod a=(ai,...,an) € int D(f). K vypoctu parcidlni derivace funkce f
v bodé a podle x; uvazujme funkci

g(x) = f(ar,a9,...,a;—1,2,0;41,...,an), € U(a;) CR,

kde U(a;) je dostateéné malé okoli, aby funkce g byla dobfe definovédna. Vypocteme
jeji derivaci a mame
0 == g/

e Jednoduchost pocitani parcialni derivace v bodé tedy spociva v tom, Ze ji netfeba
pocitat podle definice (tedy jako limitu funkce jedné proménné), ale efektivné spocitat
pomoci vzorcu pro vypocet derivace funkce jedné promeénné.

Definice 2.81 Necht f: RN — R, i € {1,..., N} a mnozina D je mnozina viech bodii z
D(f) v nichz existuje vlastni parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné. Pak funkci

of

Dezxw— 83:Z(x)

nazyvame parcidlni derivact funkce f podle i-té proménné (podle proménné x;).

Poznamka 2.82 Chceme-li spocitat parcialni derivaci podle jeji proménné x; v bodé x, pak
vzhledem k Poznamce ji staci chapat jako funkci jedné proménné x;, pricemz ostatni
proménné z;, j =1,..., N, j # i chdpeme jako konstanty. Pak je tfeba jen umét vzorecky
pro derivaci funkce jedné proménné.

Piiklad 2.83 Uvazujme funkci
fz,y) = a® + xy +sin(y?), (z,y) € R%
Vypoctéte obé jeji parcidlni derivace.

Reseni. Cheeme-li spoéitat parcidlni derivaci podle z, pak se sta¢i na predpis této funkce
divat jako na pfedpis funkce proménné x, tzn. jako

x— f(x,y), z€R
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pritom symbol y muZzeme vnimat jako konstantu ¢i parametr. Pak vidime, Ze jde o polynom
(v proménné z) stupné 2, takze dostavame

0 0 0 0

afi(wjy) = o (@) + 5 (92) + o (sin(y?) =2 +y, (z,y) €RY
Podivame-li se na predpis f jako na funkci proménné y, kde x je parametr, vidime, ze jde
o soucet linedrni funkce y + x2 + zy a slozené funkce y — sin(y?). Pak dostdvame

of

afy(w, y) =z +cos(y’)2y =z + 2y cos(y®), (z,y) € R®. O

Nésleduje velmi uzitecnd véta, jejimz specidlnim piipadem (pro funkeci jedné proménné)
je Lagrangeova véta.

Véta 2.84 (o piifriistku). Necht D = (c1,d1) x (c2,da) x ... x (en,dy) a f: RY — R
md parcidini derivace f:/e, na D pro vSechna i = 1,...,N. Pak pro kazdé a = (ay,...,an),
b= (by,...,bn) € D existuji 01,...,0n € (0,1) tak, Ze plati

N
£6) ~ (@) = 32 2L (a0 — an),
i=1 "

kde ¢l = (b1, bo, ... bi_1,a; + 0;(bi — a3), ais1,...,an) proi=1,...,N (tzn. q/d € D pro
i=1,...,N).

Diikaz. Provedeme pouze pro N = 2. Mame tedy dokdzat ndsledujici tvrzeni: Necht f : D =
(c1,d1) x (c2,d2) C R* = R md parcidlni derivace f, , fi, na D. Pak pro kazdé (a1,as),
(b1,b2) € D existugi 01, 05 € (0,1) tak, Ze

9 d
ai(cﬂ”)(bl —a) + 852@[2})(192 — a),

f(b1,02) — f(a1,a2) =

kde ¢t = (a1 +01(by — a1), ag), ¢ = (bl, ag + 02(by — ag)) — viz Obrézek
Dukaz je zalozen na aplikaci Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (pro funkei jedné proménné).
Ptredpoklddejme navic, ze a1 < by a az < by — sami si rozmyslete ostatni pripady.
Definujeme funkce

91(z) = f(z,a2), = € [ar,b],

g2(z) = f(b1,z), = € [az,by].

Tyto funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech a plati

@) = 5, o (),
15)
gh(z) = 852(191,30), x € (ag,ba).

Pak podle Lagrangeovy véty existuji & € (a1, b1), &2 € (az, ba) tak, ze

g1(b1) — g1(a1) = ¢1(&) (b1 —a1),  ga(b2) — galaz) = g5(&2) (b2 — az).
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Plati
f(b1,b2) — f(ar, a2) = f(b1,b2) — f(b1,a2) + f(b1, a2) — f(a1,a2)
= g2(b2) — g2(az) + g1(b1) — g1(a1)
= g5(&2)(b2 — a2) + g1 (&1) (b1 — a1)
= 52(51752)(52 —az) + E?f}i (&1,a2) (b1 — a1).
Polozime-li & = a; + 0;(b; — a;), kde 6; € (0,1) pro ¢ = 1,2 (viz Obréazek , dostdvéame
tvrzeni véty. O

do — D
by, b
b, (b1, b2)
§2 g? = (b,&)
1] — (¢

ai, a q = (&1, a
o (a1,a2) (€1,a2) (by,a3)
2

coa & by 1

Obrézek 2.8: Tlustrace k diukazu Véty

Véta 2.85. Necht md funkce f : RY — R na néjakém okoli bodu a € int D(f) ohranicené
vSechny parcidlni derivace. Pak je f v bodé a spojitd.

Diikaz. Provedeme opét pro N = 2. Necht f mé na U(a) ohranicené vSechny parcialni
derivace. K tomuto okoli jisté najdeme otevieny interval (ci,d;) X (c2,dz) tak, ze

a < (Cl,dl) X (Cg,dg) C Z/I(a),

viz napi. Obrazek Pak podle pfedpokladi méa funkce f na tomto intervalu parcidlni
derivace f, , f;, a existuje K > 0 tak, ze pro vSechna x € (c1,d1) x (c2,dz) plati

af of

(w)‘ <K.

Podle véty o pifristku (Véta [2.84) pak pro body = = (z1,22), a = (a1, a) existuji gl!,
q? € (c1,dr) x (c2, dy) tak, ze

(@)~ fa)] = [f:fl(qm)(:cl —a)+ §£<qm><x2 ~ )
< Ei;i(qm) : \371 —a1| + '(fii(qm) - |ze — ag|

< K(|lz1 — a1] + |22 — az]) < 2K||z — al.
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Zvolme ¢ > 0 libovolné. Pak z pfedchozich nerovnosti plyne, ze staci polozit § < 5% takové,
ze Us(a) C (c1,dq) X (c2,dz). Pro kazdé x € Us(a) pak z predchozich vypoétu totiz vyplyvé
[f(z) = fla)] <2K0 <,

coz neznamend nic jiného nez spojitost funkce f v bodé a. O

A hned muzeme uvést dva dulezité dusledky.

Diisledek 2.86. Necht md funkce f : RN — R na néjaké oteviené mnoziné D C D(f)
ohranicené vsechny parcidlni derivace (prvniho rddu), pak je f na D spojitd.

Disledek 2.87. Necht md funkce f : RN — R na néjaké oteviené mnoziné D C D(f)
spojité vSechny parcidlni derivace (pruniho tddu), pak je f na D spojitd.
2.8 Totalni diferencial

S pojmem diferencidlu funkce jedné proménné jsme se setkali tfeba v [13]. Zobecnéme si
tento pojem na funkce vice proménnych. Pfipomenme si nejprve pojem linedrniho zobrazeni.

Definice 2.88 Necht V, W jsou redlné vektorové prostory. Zobrazeni £ : V — W nazveme
linedrni zobrazent, jestlize

Va,8 € RVz,y € V : Loz + By) = al(x) + BL(y).
Dile budeme potiebovat védét, jak vypada predpis linedrnich zobrazeni RY do R.

Véta 2.89. Kazdé linedrni zobrazent RV do R je linedrni forma.

Diikaz. Ziejmé pro kazdé x = (z1,...,zx) € RY plati

N
T = g Li€i,
i=1

kde e; jsou prvky standardni baze. Pak z linearity plyne

N N N
lz) =1 <Z $i6i> = iné(ei) = Zmiai = (a,x),
i=1 1=1 =1

kde a; = l(e;), a = (a1, ..., an). O

Nyni jsme témér piipraveni k definici totdiniho diferencidlu neboli diferencidlu funkce
vice promeénnich. Pfipomenme si jesté diferencial funkce jedné proménné.

Necht f: R — R, a € R je vnitinim bodem D(f). Linedrn{ zobrazen{ df(a) : R — R
(tedy vlastné linedrni formu) jsme nazyvali diferencidlem funkce f v bodé a, jestlize platilo

L et h) = (@) — df(@)(h)

h—0 h =0
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Oznac¢ime-li chybovy ¢len

7(h) = fla+h) — f(a) — df(a)(h),
pak lze diferencidl charakterizovat tim, ze existuje okoli U(0) a funkce 7 : R — R takovd, ze

lim Lh) =0
h—0 h

a pro kazdé h € U(0) plati
fla+h) = f(a) = df(a)(h) +7(h).

V tomto ,jednodimenzionalnim* ptipadé jsme se jiz dozveédéli, ze diferencidl funkce f v bodé
a existuje pravée tehdy, kdyz existuje vlastni f/(a) a ze plati

df(a)(h) = f'(a)h, heR.

V feci linedrnich forem tak muzeme Fict, ze derivace f'(a) funkce jedné proménné f bodé a
je reprezentantem diferencidlu funkce f v bodé a.

Definice 2.90 Necht f:RY — R, a € int D(f). Linedrni formu df(a) : RN — R nazveme
totdlnim diferencidlem funkce f v bodé a, jestlize existuje

e okoli U(o) C R a

e funkce 7 : RV — R spliiujici

tak, ze pro kazdé h € U(o) plati

fla+h) = f(a)

I
Q.
=
2
—~
>
N~—
+
9
—~
>
~—

Poznamka 2.91

(a) Vsimnéme si, jakym zpusobem je diferencidl zobecnén oproti funkei jedné proménné.
Funkce 7 je nynf funkef vice proménnych a proménna h probihd jistou mnozinu v RY.
To m4 za nésledek, ze ve jmenovateli z limitni podminky z Definice 2.90] jiz nemuze
figurovat samotny vektor h (neumime délit vektorem), ale nahradime ho jeho normou
(eukleidovskou). Rozmyslete si, co to znamend pro piipad N = 1.

(b) Totélni diferencidl mé podobny geometricky vyznam jako u funkce jedné proménné —
viz déle Pozndmku[2.102] A také ho muzeme pouzivat pro piiblizny vypocet funkénich
hodnot funkce v okoli ngjakého bodu. I k tomu budeme potiebovat znat tvar dife-
rencidlu, tedy jeho reprezentanta, viz dale Vétu [2.93]

vev s

. |T(h)]
lim
h—o |||

=0,

tzn. Citatel je v absolutni hodnoté.
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(d) Pokud je limitni podminka pro 7 z Definice splnéna, pak

. . 7(h)
lim 7(h) = lim ~ ||| = 0.
pim 7(h) = lim o IRl =0

(e) Podobné jako u funkce jedné proménné, jedno z vyuziti totdlniho diferencidlu je
priblizny vypocet funkénich hodnot v okoli bodu jehoz funkéni hodnotu zname, tzn.
plati pak

fla+h) = f(a)+ df(a)(h)

pro h z néjakého okoli pocatku.

(f) Proménné diferencidlu jsme oznacovali jako hq, ..., hy nebo jako vektor h. Byva ale
zvykem je oznacovat jako dzy, ..., dzy nebo jako vektor dz. Vyhodné je toto znaceni
zejména pouzivame-li napf. proménné x a y pro funkci dvou proménnych f. Pak totiz
odpovidajici proménné diferencialu oznac¢ujeme jako dx a dy.

Piiklad 2.92 Uvazujme funkci f : R?2 — R definovanou predpisem
f(w1,29) = 2% + a3, (w1,22) € R
Urcete diferencidl funkce f v bodé a = (ay,az) € R2.
Resend. Pro kazdé h = (hy, hy) € R? plati
fla+h) = f(a) = flar + h1,a2 + ha) = f(a1,a2) = (a1 + h)? + (ag + ha)® — af — a3
= 2a1h1 + 3a3ha + hY + 3azh3 + hj.

Vyraz 2a1hi+3a3hs by mohl byt diferencidlem df(a), protoze jde o linedrn{ formu vektorové
proménné h = (hy, he). Aby tomu tak bylo, je tfeba dokazat, ze pro zbytek, tedy pro funkeci

7(h) = 7(h1, ha) = hi + 3ash3 + h3
plati limitn{ podminka z Definice [2.90] tzn.

i h + 3axh3 + hy 0
h—o Al -

Ovéime to! Snadno odhadneme (pouzijeme nerovnosti h? < ||h||?, |hs| < ||A]| pro i = 1,2),
ze
hi+3agh3 +h3 - h? + 3|az|h3 + |halh3
172 - 172
1A% + 3lazllIA]* + [[2]*
- 17l

2
= [[all + 3laz[ IR + (A"
Limitnim pfechodem h — o (neboli ||h|| — 0) dostavame pozadovanou limitni podminku.
Reprezentant diferencialu funkce f v bodé a je o = (a1, ), kde
a1 = 2a1, o= 3ag.
Zajimavé je, ze plati
1= 8$1 ’ 2= 8x2 .

Jde o ndhodu? Jak uvidime ve Véteé tak rozhodné ne. O
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Véta 2.93. Necht md funkce f : RN — R v bodé a € RN totdlnd diferencidl. Pak
(i) f je v bodé a spojitd,

(ii) ewistugi f, (a) pro kaZdéi=1,...,N a plati

@@ =3 2L @) b, h=(h,...,hy) €RY,

o0x;
i=1 "

tzn. reprezentantem diferencidlu funkce f v bodé a je N-dimenziondlni vektor

(5@ gl @ (@)

8.2131 ’8.%2 ”"81‘]\7

Diikaz. ad (i): Predpoklddejme, ze funkce f ma v bodé a diferencidl, tzn. existuje vektor
a=(ai,...,ay) € RV, okoli U(o) C RN a funkce 7 : RY — R tak, ze

fla+h)— f(a) = df(a)(h) + 7(h) = (o, h) + 7(h) pro vSechna h € U(0),

h
a Ilzirn 7|—](h|]) = 0. Odkud plyne }llim 7(h) = 0 (viz Poznamku [2.91{d)). Pak podle Cauchyovy—
—0 —0

Schwarzovy nerovnosti (Véta |1.11]) plati

[fla+h) = fla)] <[(a,h)| + |7 (R)| < lall - Iall + |7 (R)], k€ Uo).

Prava strana jde k nule pro h — o. Tedy f je spojitda v bodé a.
ad (ii): V rovnosti z Definice polozme h = te;, kde t € R\ {0}. Pak plati

fla+te;) — f(a) = (ayte;) + 7T(te;) = ta; + 7(te;).

Podélime t, pfejdeme pro t — 0 a dostavame

0 te;) — te;
f(a :llmf(a+ 62) f(a’) :az‘i‘hmT( el).
ox; t—0 t t—0 t
7 faktu
rte)| _ Irtted] _ Irte)] _Irttedl o o
t -1 fel el [tes]]
plyne existence parcialnich derivaci i reprezentace diferencialu. O

Definice 2.94 Reprezentantu diferencidlu funkce f : RN — R v bodé a iikdme gradient
funkce f bodé a a zapisujeme ho grad f(a) ¢i Vf(a).

Poznamka 2.95 7 Véty tedy vime, Ze gradient funkce je vektor, jehoz slozky jsou
parcialni derivace podle ptislusnych proménnych. Je tieba ovSsem upozornit, ze i kdyz funkce
muze mit parcidlni derivace podle vSech proménnych, nemusi mit diferencidl, viz napt. dale
Priklad V tom piipadé pak nemuzeme vektor sestaveny z parcidlnich derivaci nazyvat
gradientem!
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Nasledujici véta ukazuje, jak ze znalosti diferencidlu tedy parcidlnich derivaci snadno
pocitat smérové derivace v libovolném smeéru.

Véta 2.96. Md-li funkce f : RN — R v bodé a € RY diferencidl, pak pro kazdé v € RN\ {o}
existuje smérovd derivace f],(a) a plati

N
(@) = af(@)w) = (Vi(@).v) = 3 o (@) mi
i=1 "

Duikaz. Pro v # o plati

ov t—0 t
. (Vf(a),tv) + 7(tv) . 7(tv)
~ Jim t — (Vf(a).v) + tim T,

Podobné jako v dukazu Véty bychom ukézali, ze limita posledniho s¢itance napravo je
rovna nule. O

Priklad 2.97 Vyfesme Piiklad s vyuzitim Véty Podle ni pak dostdvame

of o 3 0f
5

4 18
(@) = df@@) = FL(1) -2+ (L) -z =21

4
3-12. - =—.
* 5 5 O

Poznamka 2.98 (geometricky vyznam gradientu) Pfedpoklddejme, ze f ma v bodé a € RY
totélni diferenciél. Je-li V f(a) # o, pak tento vektor uddvd smér nejvétsiho rustu funkce f
(podobné vektor —V f(a) uddvd smér nejvétsitho poklesu).

Vyplyva to z nésledujicich dvou faktu:

(i) Uvazujme normovany vektor v, tzn. ||v|| = 1. Pak plati

of

5, (@) = (Vf(a),v) < [VF(a)ll - lIv] = [VF(a)].

Tedy funkce v zddném sméru nemd rust vyssi nez ¢islo ||V f(a)]|.

(ii) Polozme
Vf(a)

IV£(a)ll

Ziejmé jde o normovany vektor (ovérte!), ktery ukazuje stejnym smérem jako V f(a).
Pak

of
@ = (vr.

) = T (/@ TI@) = 19

7 toho tedy plyne, ze smérova derivace nabyva své maximélni hodnoty pravé ve sméru
vektoru V f(a).
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2 N

2 X

Obriazek 2.9: Tlustrace k Piikladu @

Piiklad 2.99 Uvazujme funkei f z Pitkladu[2.7] Pro kazdé (z,y) € int D(f) = (0,2)x (0, 2)
pak

Na Obrazku pak vidime nékteré hladiny funkce f (Gervené) spole¢né s gradienty (modré
Sipky) ve vybranych bodech (modré tecky). Je vidét, ze gradienty v téchto bodech ukazuji

smér nejvétsiho rustu funkénich hodnot funkce f. Dusledkem toho pak gradienty ,jsou
kolmé na hladiny funkce f*. O

Podivejme se nyni na vztah mezi diferencidlem a parcidlnimi derivacemi. Zacnéme
piikladem, ktery ukazuje, ze samotna existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé
jesté negarantuje existenci diferencialu v tomto bodé.

Piiklad 2.100 Dokazte, ze funkce

1 0<x < 29,
flz1,m2) =< 22 0<uzy<u,
0 jinak.

m4 v bodé (0,0) nulové parcidlni derivace podle x i x2, ale nemd v tomto bodé diferencial.

Resend. Pro lepsi piedstavu si muzeme vykreslit hladiny této funkce — viz Obrazek
Nejprve spocitejme parcidlni derivace v bodé (0,0) — nezbyva ndm nez podle definice. Plati

t —
8—f(O,O):lim f(0+40) = /(0.0 :limgzlimO:O
0z t—0 t t=0t  t=0
a podobné
8—f(0,0) = lim f0.0+) = /(0.0) _ limg = lim 0 = 0.
9 t—0 t t—0 t t—0

Nyni dokazme neexistenci diferencidlu v (0,0) — sporem. Kdyby diferencidl existoval, jeho
gradient by musel byt nulovy — viz Vétu Tedy pak pro kazdé h = (hi, he) € R? plati

df(0,0)(h1, ha) = 0.

h
Podle Definice [2.90| pak existuje okolf U(0) a funkce 7 : R? — R spliiujici }Lim 7‘-|(hH) = 0 tak,
—o0

ze pro vsechna h € U(o) plati
f(h) = flo+h) = f(o)=0+7(h) =7(h).
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Uvazujme osu prvniho kvadrantu

A ={(h1,ho) €R?; (h1,hy) = (t,1),t €R, t > 0}.

h
Pak vzhledem k Vété [2.37| plati také }lim T(h) =0. Ale
2 TRl
e T S ) = TV TRV
coz je zadany spor. O
x

Obrazek 2.10: Hladiny funkce f z Piikladu [2.100

Nasledujici veta tika, Ze spojitost vSech parcidlnich derivaci v daném bodé jiz stac¢i pro
existenci diferencidlu v tomto bodé.

Véta 2.101. Md-li funkce f : RY — R v bodé a € RN spojité parcidlni derivace podle vsech
proménngch, pak md f v bodé a diferencidl.

Duikaz. Podle predpokladu existuje néjaké okoli bodu a, na némz jsou definovany vSechny
parcidlni derivace prvniho fadu — ozna¢me ho napt. U.(a). Déle existuje mnozina

D= (Cl,dl) X (Cg,dz) X oo X (CN,dN)

takova, ze a € D C U:(a). Uvazujme néjaké okoli Us(a) C D. Pak pro kazdé h =
(hi,...,hy) € RN takové, ze a + h € Us(a) plati, ze také a +h € D. A podle Véty [2.84]
existuji ¢!, ..., ¢ € D tak, ze

N

fla+h) - @) =3 2 gty .

— Ox;
=1

Je pFitom jasné, Ze volba bodi ¢! € D zgvisi na h (pak tyto body muzeme chapat jako
funkce proménné h, tj. ¢/ = ¢l(n)), a plati odhad

la = g (R)]| < Al
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prokazdé i =1,..., N (viz napf. Obrézek. Odtud tedy plyne, ze pro kazdé ¢ =1,..., N
plati

}llgrzq”(h)Za-
Dale plati
> Of gl of
fla+h) = f(a) = (Vf(@),h) = > 2@ b= D" 5 (@) - b
i=1 i=1 "

K tomu, abychom dokézali existenci diferencidlu, sta¢i dokazat, ze funkce 7 : RV — R
spliuje limitni podminku z Definice Pro kazdé h € Us(o) tedy plati

N 8 6 N 8 8
= T < HhH
Y of . Of
= Z aTEi(qH) — %(a) }

Pro h — o jde prava strana k nule, a to vzhledem ke spojitosti parcidlnich derivaci v bodé a
a ¢! - a pro kazdé i = 1,...,N. Tedy vyraz (Vf(a),h) je skutecné diferencidlem funkce
f v bodé a. O

Poznamka 2.102 (geometricky vyznam diferencidlu) Vzpomeneme si opét na funkci jedné
proménné. Existence diferencidlu funkce f v bodé a € R (ozna¢me df(a)(dzx) = Ah) byla
ekvivalentni s existenci vlastn{ derivace A = f’(a). Ta méla geometricky vyznam takovy, ze
pirimka

y—fla)=df(a)(z—a), t. y-—fla)=Ff(a)(z-a)

udédvala rovnici teény ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)), neboli vektor o soufadnicich
(1, Vil (a)) je smérovy vektor této tecny. Vratme se opét k funkcim vice proménnych —
konkrétné k funkei f dvou proménnych z, y. Existence diferencidlu funkce f v bodé (xg, yo),
tzn. funkce dvou proménnych dz a dy s predpisem

0 0
Af v, ) dy) = 5 (0,0 - o+ 5 0, 0) -y

se dd ztotoznit s existenci te¢né roviny ke grafu funkce v bodé (xo,yo, f (xo,yo)). Touto
te¢nou rovinou pak rozumime rovinu danou rovnici

z — f(xo,90) = %(xo, Yo)( — o) + g]yc(iﬁo,yo)(y —%0)-

Jde tedy o rovinu obsahujici bod (aco, Yo, f(zo, yo)) a jeji zaméfeni je generovano vektory

<1 0, gf($0,y0)> <0,1,g£(9&0,y0))'
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Priklad 2.103 Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce
fla,y) = + 4
v bodé (xg,y0) = (1, 2).

Regend. Plati

OF o, Of _

— =2 2y.
Ox “ oy 4
Pak rovnice te¢né roviny je
of of
— f(1,2) = —(1,2 —1 —(1,2)(y — 2
= (12 = S~ )+ (1.2)m-2),

tzn. po dosazeni
z—5=2xz—-1)+4(y—2)
a upravé je
z =2z +4y — 5. O

Povidani o totalnim diferencidlu zakonéime tvrzenim o diferencidlu slozené funkce (viz
Definici [2.15)). Dikaz této véty nebudeme uvadét — jde o specidlni piipad Véty kterou
dokézeme v kapitole

Véta 2.104. Necht funkce g1, g2, ..., gir : RY — R maji v bodé a € RN diferencidl,
a funkce f: RM — R md diferencidl v bodé

b= (91(a), g2(a),. .., gm(a)).

Pak slozend funkce F' = f(gi1,...,9m) md také diferencidl v bodé a. Reprezentant tohoto
diferencidlu je roven

Vai(a)

92(a)
VF(a) =Vf(b) . )

Vgnm(a)

tzn.
OF Yoo . g

2.9 Derivace vyssich radua

Vzpomeneme-li si na funkci jedné proménné, jeji druhd derivace byla vlastné derivaci
derivace funkce. Nyni nadefinujeme parcidlni derivace druhého fadu. Protoze mdme N
proménnych, téchto druhych derivaci bude vice — jednoduchou kombinatorickou tdvahou
dojdeme k &fslu N2.
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Definice 2.105 Necht ma funkce f : RY — R parcidlni derivace f}, ,i € {1,..., N} na okolf
bodu a € RY, j € {1,..., N}. Existuje-li parcidlni derivace funkce fz, podle j-té proménné
v bodé a, nazyvame ji parcidini derivaci 2. rddu funkce f v bodé a podle proménniyjch x;, x;
(v tomto poradi), znacime

Je-li i = j, piSeme

82

({)x‘é(a) nebo f;’?(a), e
(2

Je-li i #£ j, fikdme takové derivaci smiSend.

Pozndmka 2.106 Pokud md funkce f parcidlnf derivaci f7, () v kazdém bodé z € D,
pak zobrazeni
O*f
e, @)
O0x;0x;

nazyvame parcialni derivaci funkce f druhého fddu podle proménnych z;, x; na D a znac¢ime

D>z~

(jde tedy opét o funkci N proménnych).

Nésledujici dulezitd véta je uvedena bez dukazu.

Véta 2.107 (Schwarzova). Md-li funkce f : RN — R na okoliU(a) C D(f) bodu a parcidlni
d/c;rivace fais f%] (i,7 € {1,...,N}) a derivaci gim],, kterd je v bodé a spojitd, pak existuje
22;(@) a plati
0*f 0% f
90 @) = 5o
0x;0x; Oxj0x;

(a).

Schwarzova véta ndm muze usetfit ¢as pfi po¢itani smisenych derivaci — viz nasledujici
dusledek.

Dausledek 2.108. Jestlize je funkce f;’ﬁj spojitd na oteviené mnoziné D C D(f), pak
existuje fg'c/ﬂgZ na D a tyto funkce jsou si rovny.

Je tedy jasné, ze vypocitame-li smiSenou parcidlni derivaci druhého fadu a tato je na
néjaké mnoziné spojité je rovna druhé parcidlni derivaci podle stejnych proménnych ovSem
v opacném poradi.

Piiklad 2.109 Vypoctéte vsechny derivace druhého fadu funkce

f(z,y) = 3z%siny + "2,

Resent. Pro kazdé (z,y) € R? plati

of o
%(as,y) = 6zsiny + e

2y af

—(z,y) = 3z cosy + 26T,
o (0, = 307 cosy +
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a nasledné

o*f er2y O

(xay) ZGSiny+e ) :c+2y,

(z,y) = 6z cosy + 2e

022 0xdy
o*f o*f
x,1y) = 6x cos 22 (1, y) = —32%sin 46712,
6y0:v( Y) y+ ay2( Y) Y+
Je vidét, ze v tomto piipadé jsou smiSené derivace shodné — plyne to z jejich spojitosti (viz
Schwarzovu vétu). O

Poznamka 2.110 Parcidlni derivace vyssich fadu definujeme podobné. Napi. parcidlni
derivaci tfetiho fadu podle proménnych x1, x2, 3 definujeme jako parcidlni derivaci podle
proménné x3 parcidlni derivace druhého fadu podle proménnych x; a xo, tzn.

?*f 0 ([
81‘18.%’28]}3 _81'3 81‘18.%’2 '

2.10 Diferencialy vyssich radua

Podobné jako se daly definovat parcialni derivace libovolného fadu, muzeme to samé provést
s diferencidlem. Napfiklad diferencial 2. fddu bychom mohli nadefinovat podobné jako
totdlni diferencial, tzn. jako zobrazeni majici jisté vlastnosti a poté odvodit jeji pfedpis.
My zvolime opa¢ny a pohodlnéj§i postup. Druhy diferencidl nadefinujeme piimo jejim
predpisem. Nebude z toho ovSem tplné jasnd motivace — moc vadit nam to nebude, protoze
diferencidly vyssich fadu jsou stejné tézko uchopitelné, podobné jako derivace vyssich radu
— umime s nimi jednoduse pracovat, ale jejich geometricky vyznam uz neni vibec ziejmy.

Definice 2.111 Nechf mé funkce f v bodé a spojité vSechny parcidlni derivace az do
druhého fadu véetné. Diferencidlem 2. radu funkce f v bodé a rozumime kvadratickou formu

N N g
d%f(a)(h) = Z Z 203, (a)hih;

i=1 j=1

Poznamka 2.112 Nechf f : RY — R ma4 spojité derivace druhého fédu v bodé a. Re-
prezentantem diferencidlu druhého fadu funkce f v bodé a je tedy Ctvercova symetricka
matice

P 2w T
833% 0x10x2 0x10xN
0% f 0% f o2 f
) (@)  +5(a) e
V2f(a) = | Ox20z1 Oxs Ox20z N
0% f 0% f 827]5 (@)
0z N0z OxnOzo 8va

tzv. Hessova matice (determinant této matice se nazyva hessidn). Symetrie Hessovy matice

plyne ze Schwarzovy véty (Véta [2.107)). Plati tedy

d*f(a)(h) = (h- V*f(a), h),

he RN,
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Piiklad 2.113 Uvazujme funkci f(z,y) = 22 + 32, (z,y) € R?. Pak

of of 0* f *f 0 0% f
Looop, =2y =2 = =0, 22 =2
Ox dy Ox2 0xdy  Oyodx Oy?
Hessova matice funkce f v obecném bodé (z,y) je pak
9 (20
A druhy diferencidl funkce f v bodé (z,y) ma tedy predpis
d*f (@, y)(d, dy) = 2(dz)” + 2(dy)*,  (dw,dy) € R?. O

Koneéné zadefinujme diferencidl m—tého fadu pro m € N.

Definice 2.114 Nechf f : RY — R mé v bodé a spojité vsechny parcidlni derivace az do
m-tého tadu véetné, m € N. Diferencidlem m-tého rddu funkce f v bodé a rozumime formu
stupné m definovanou piedpisem

N

d"f(a)(h) = >

11,62, im=1

o f

8581'18581'2 ce 8$im

(@) - hiy - hiy - B, .
Poznamka 2.115

e 7 definice okamzité vidime, ze diferencidl m-tého fadu je formou stupné m — viz
Poznamku 2.27]

e Proc definujeme diferencidly pravé uvedenym zpusobem pochopime déle ve Vété[2.116

e V definici diferencidlu m—tého fadu predpokladame spojitost vsech parcidlnich deri-
vaci fddu m. S vyuzitim Schwarzovy véty (Véta [2.107) pak lze dokazat, ze parcidlni
derivace podle stejnych proménnych ale v jiném pofadi jsou stejné, napf.

A AT A
0x10x920x1029 - (916‘%8.1‘% N 8.%'%(916‘% N &vgﬁx%axg

U funkce vice proménnych jsme schopni dokazat analogii Taylorova vzorce pro funkci
jedné proménné. S tim rozdilem, ze misto obyc¢ejnych derivaci nasobenych mocninami
proménné budou ¢leny tvoreny diferencidly vyssich fadu dané funkce.

Véta 2.116 (Taylorova). Necht md funkce f : RV — R spojité parcidini derivace aZ do
Fddu m +1 (m € NU{0}) na oteviené mnoziné D. Necht a, h € RN jsou takové, Ze

{a+th;te]0,1]} C D.

Pak existuje £ € (0,1) tak, Ze

1

md’”“f(a—i—ﬁh)(h).

Flath) = @)+ df (@) ()5 P F@)(R) 4+ d" f(a)()+
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Dukaz. Oznacme
g(t):f(a+th)7 te (_5a1+5)7

kde € > 0 je tak malé, ze
{a+th;te(—e1+e)} CD

(takové e skuteéné existuje a to diky otevienosti mnoziny D). Pak opakovanym pouzitim
Véty [2.104] pro kazdé ¢t € (—e,1 4+ ¢) dostavame

of
/ = ;=
g(t) = ; o (@ th) - hi = df(a+ th)(h),
a také

N N an

hy = hh. — g2

; Z; 8% axj a+th)-hy| - hi Z:: Fom, (@ th) - hahy = &*f(a -+ th)(h)

a tak dale, az nakonec dostaneme
gVt = = dfla+th)(h), j=1,....,m+1.

Tedy vidime, ze funkce g ma na intervalu (—¢,14¢) a nasledné i na intervalu [0, 1] spojitou
derivaci az (m + 1)-ntho fadu. Aplikujeme-li na funkci g a interval [0, 1] Taylorovu vétu
o zbytku (viz |13, Véta 7.12]), existuje £ € (0,1) tak, ze

1

90-+1) = 9(0) +4/(0)- 1+ 3"(0) 1 -+ g™ (0) 17 4 g™V €17
tzn.
Flath) = f(@)+ df(@)(h) + 5 dF(a)(h) 4 A" (@) )+ oy 4 Fa €h)B)

a






Kapitola 3

Vektorové funkce

Doposud jsme se zabyvali zobrazenimi typu
RY - R, kde N € N,

tedy redlnymi funkcemi jedné ¢i vice realnych proménnych. Nyni se zaméiime na zobrazeni
typu
RY - RM  kde M,N €N,

kterym v piipadé M > 1 budeme fikat vektorové funkce.

3.1 Zakladni pojmy

Radi bychom vytvorili diferencidlni pocet takovych zobrazeni, aby diferencialni pocet funkei
N proménnych (tzn. pro M = 1) byl jen specidlnim piipadem.
Umluva 3.1 V této kapitole bude vyhodné uvazovat prvky mnoziny RY jako sloupcové
vektory, tzn.

x1

Z2

TN
které je mozno také chapat jako matice o jednom sloupci a N-fadcich. Fakt, zda-li je -
slozkovy vektor chdpan rfadkoveé ¢i sloupcové je dulezité vlastné pouze pii ndsobeni matic.
Hlavnim duvodem pro pouzivani sloupcovych vektoru v této kapitole je jiz zavedeny tvar
tzv. Jacobiho matice vektorové funkce — viz déle Definici [3.36l

Definice 3.2 Necht M, N € N. Zobrazeni f : RV — RM nazveme M -vektorovou funket
N -promeénnyjch.

Piiklad 3.3 Se zobrazenimi typu RY — RM pro M > 1 se setkdvame casto. Af uz jde

o parametrizaci kiivek, ploch nebo ruzné transformace (v roviné ¢ prostoru).

(a) Zobrazeni ¢ : R — R? definované piedpisem

o(t) = (COS t) . telo,2n]

sint

je parametrizaci kruznice, viz Obrézek

77
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e

[\

3
©
2

A
%

(a) Defini¢ni obor. (b) Obor hodnot.

Obrézek 3.1: Zobrazeni ¢ z Piikladu a).

(b) Zobrazeni w : R? — R3 definované predpisem

cos 1
w(zy,x0) = | sinzy |, (z1,22)T €0,27] x [0,2]
x2

je ,parametrizaci plasté valce® o poloméru 1 a vysce 2, viz Obrazek V tomto
obrazku je pro zajimavost nacrtnuta ¢ervené jistd mnozina A a jeji obraz v zobrazeni
w.

Z2
2
i A w(A)
I Y
0 2m x
(a) Defini¢ni obor s mnozinou A. (b) Obor hodnot s mnozinou w(A).

Obrazek 3.2: Zobrazeni w z Piikladu ).

(c) Zobrazeni S : R? — R? definované predpisem

2 k0
S(a1,22) = (ki;) - (0 k) (2) , (@) € R

definuje transformaci stejnolehlosti se stredem v pocdtku a parametrem k € R\ {0}
jakozto koeficientem stejnolehlosti, viz Obrézek pritom pro k € (0,1) jde o smrs-
tovéni a pro k > 1 jde o roztahovani.

(d) Zobrazeni R : R? — R? definované predpisem

T1COSY — X Sin cosp —sine\ (a1 T 9
= . =1 . R
Rz, 22) (l’l sin ¢ + x2 cos <p> (sm ©  Ccosp ) <m2> » (@L22)” €

je transformaci rotace o thel ¢ € [0,27) se stiedem v poédtku, viz Obrézek
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x2

[Ne][e%)
[\l [9%)
~—

(-3.9) (
™ e

(—2,1) (1,1)

z1

Obrazek 3.3: Nékteré body a mnoziny bodii z R? (¢erné) a jejich obrazy (modie) v zobrazeni

S pro k = 3 z Prikladu (c)

(e) Zobrazeni ® : R? — R? definovanému piedpisem

7 Ccos 0
rsin @

@(r,e):< > (r,0)T € 0,00) xR

iikdme poldrni souradnice, viz Obrazek Toto zobrazeni je asi nejcastéjsi alterna-
tivou ke kartézskym soufadnicim v roviné a popisuji se jimi s vyhodou tutvary, jejichz
¢asti maji tvar kruhu se stfedem v pocéatku.

Poznamka 3.4 Zobrazeni f : RV — RM tedy kazdému vektoru (x1,...,zn5)7 € D(f) C
RV piitazuje bod (vektor) (yi,...,yan)T € RM. Protoze kazda slozka y; je uréena jedno-
znaéné usporadanou N-tici (z1,...,zx)7T, takové pravidlo je redlnou funkei N proménnych.
Budeme ho znacit f; : RN — R, tzn.

yi = fix1,...,zN) pro kazdé i =1,..., M.

Tedy zobrazeni f je uréeno jednoznacné M-tici fi, fa, ..., fas funkci N proménnych. Bu-
deme tento fakt oznacovat jako

f:(f17"'7fM>T'

Je tfeba také pripomenout, ze vektorova funkce a jeji slozky maji stejngy definiéni obor.
Napi. vektorovd funkce ¢ z Piikladu [3.3(a) ma dvé slozky ¢1(t) = cost a po(t) = sint,
t €[0,2n].

Cviéeni 3.5 Dokazte, ze pro f = (f1,..., far)" : RN — RM plati

fi=lof

pro kazdé i = 1,..., M, kde II; : RM — R je i-t4 projekce.
Poznamka 3.6 Jednim z nejjednodussich vektorovych funkei je linedrni zobrazeni, tzn.
zobrazeni L : RN — RM spliiujic

Va,B3 € RVz,y € RN : L(ax + By) = aL(z) + SL(y).
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x2

.<\\/.§2—17 \/§2+1>

(1,1)

. -

(va-1o109)

/ (—2,1)
[

Obrézek 3.4: Nékteré body a mnoziny bodt z R? (¢erné) a jejich obrazy (modie) v zobrazeni
R pro ¢ = & z Pitkladu (d)

N =

T 5w 3w
)

ISP
B

(a) Nékteré mnoziny z definiéntho oboru  (b) Obrazy vybranych mnozin z de-
zobrazeni ®. finiéntho oboru zobrazeni ®.

Obrazek 3.5: Zobrazeni z Piikladu e).

Podobné jako u linedrni formy (viz Pozndmku [2.25) mé toto zobrazeni svého reprezentanta
— tentokrat matici. D4 se totiz dokdzat, ze ke kazdému linedrnimu zobrazeni RN do RM
existuje matice B typu M x N tak, ze pro kazdé € RY plati

L(x) =B -z,

kde na pravé strané jde o soucin matice typu M x N se sloupcovym vektorem délky NNV.
Podivame-li se pozorné, pak zjistime, Ze zobrazeni R a S v Piikladu [3.3] jsou linedrni.

3.2 Limita a spojitost

Pojmy limity a spojitosti vektorovych funkei snadno preneseme z funkei vice proménnych —

vev s

specidlni pripad limity/spojitosti v bodé vzhledem k mnoziné.
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Definice 3.7 Necht f:RY - RM ACRY, ac (AﬂD(f))/, L € RM. Rekneme, ze f md
v bodé a limitu L vzhledem k mnozZiné A, jestlize

VeeR,e>035€R, >0V € AND(f),z € Rs(a) : f(x) € U (L),

neboli
VU-(L) IRs(a) : f(Rg(a) NAN D(f)) C U (L).

Pak piSeme lim f(z) = L. Specidlné, pokud A = D(f), fikdme, Ze f md v bodé¢ a limitu L
z€EA
a piseme
lim f(z) = L.

T—a

Poznamka 3.8

(a) V Definici méame pouze ,vlastni* limitu. Co se tyce ,nevlastnich limit“ a limit
,v nevlastnich bodech*, lze je smysluplné definovat podobné jako bylo ukazano v Poz-

ndmce [2.30c) a (d).

(b) Pfipomenme, ze inkluze x € Rs(a) je ekvivalentni s nerovnostmi 0 < ||z —a| < J a
f(x) € U(L) je ekvivalentni s || f(z) — L|| < e.

Véta 3.9 (Heineova o limite). Nech? f: RN — RM, A C RN, a € (AND(f)), L € RM.

Pak lim f(x) = L prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost {:c["]}zozl bodii z (AND(f)) \
TEA

{a}, pro niz le 2" = a, plati

lim f(zI") = L.

n—oo

Nasledné pak lze dokazat nasledujici uzite¢nou vétu, ktera vlastné jen tika, ze limity
vektorovych funkei 1ze urcit pomoci limit jejich slozek — dikaz je zalozen na pouziti Heineovy

véty (Véta a véty o konvergenci po slozkéch (Véta [1.22)).

Véta 3.10. Nechf f: RN = RM, AcC RN, ac (AnD(f)), L € RM. Pak

lim f(z) = L
T€A

prdavé tehdy, kdyz pro kazdé i =1,..., M plati

lim fi(z) = L.
€A

Pomoci této véty tedy mizeme vysetFovani limit vektorovych funkei prevést na problém
limit funkei N proménnych. Napf. hned muzeme vyslovit nésledujici vétu o jednoznacnosti
limity.

Véta 3.11. Zobrazeni f : RN — RM™ md v daném bodé (vzhledem k dané mnoZiné) nejuyse
jednu limitu.
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Uved'me si nékolik dtlezitych vét, které si étendi snadno sdm dokdze — inspiraci nalezne
u funkci jedné a vice proménnych.

Véta 3.12 (o aritmetice limit). Necht f,g : RN — RM a € D(f) N D(g), lim f(x) =

LM erM, lim g(z) = LB e RM. Pak plati o
(a) lim ||f(2)| = ||IZM]], (d) lim (f(x), g(2)) = (L, LPY),
(b) lim (f(2) +g(2)) = LU + LP,

(c) lim (f() — g(x)) = L — L, (¢) lim p(f(x), g(x)) = p(L1, ).

Poznamenejme, ze ve Vété [3.12fa) se mluvi o limité funkce N proménnych s pfedpisem

z = ||f(@)] =

=1

déle ve Veéteé |3.12(d) se mluvi o limité funkce N proménnych s predpisem

.%'l—> Zfz z

a ve Vété [3.12)(e) zase o funkci N proménnych s predpisem

M

z e p(f(x), 9(x) = | D (filz) — gi(x))*.

i=1
Véta 3.13 (o limité slozeného zobrazeni). Necht f: RY — RM g:RM — RE o c RY,
be RM L[ € RE. Jestlize lim f(x) = b, lin})g(x) = L a existuje R(a) tak, Ze pro kazdé
Tr—a r—
x € R(a) ND(f) plati f(x) # b, pak

lim g(f(2)) = L.

r—a

Podivejme se nyni na spojitost v bodé. Po vykladu limit vektorovych funkeci by nés jiz
nemélo piekvapit, ze definice budou téméf na chlup podobné tém pro funkce v RV, a ze
spojitost vektorové funkce bude charakterizovana spojitosti jejich slozek.

Definice 3.14 Nechf f : RY — RM A c RN, a € AND(f). Rekneme, ze f je v bodé a
spojitd vzhledem k mmnoziné A, jestlize

VeeR,e>03 €R,6>0Vz € AND(f),z €Us(a) : f(z) €U (f(a)),

neboli
VU (f(a)) FUs(a) = f(Us(a) N AND(f)) CU:(f(a)).
Specidlné, pro A = D(f) tikdme, ze f je v bodé a spojitd.
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Véta 3.15. Necht f:RY = RM A CRY, ac AND(f). Pak plati:
(a) jestlize a je izolovany bod AND(f), pak f je v bodé a spojitd vzhledem k mnoZiné A,

(b) jestlize a je hromadny bod AND(f), pak f je v bodé a spojita vzhledem k mnoziné A
prdvé tehdy, kdyz
f(a) = lim f(z).

r—ra
z€EA

Opét si neodpustime Heineovu vétu — tentokrat jiz naposledy v téchto skriptech.

Véta 3.16 (Heineova o spojitosti). Necht f: RN = RM A c RN, a € AND(f). Zobra-
zend f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost
{x[”]}zo_l bodi z AND(f) pro nizZ lim 2" = a plati

- n—oo

lim f(z") = f(a).

n—oo

Véta 3.17. Necht f = (f1,...,fa)T :RY = RM A CRY, ac AND(f). Zobrazeni f je
spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A prdvé tehdy, kdyz f; jsou spojité v bodé a vzhledem
k mnoziné A pro kazdéi=1,..., M.

Priklad 3.18 Funkce

x? +x
flz,y) = (Sé - 333) , (z,y) € R?

je v kazdém bodé z R? spojitd, protoze obé funkee fi(z,y) = 22y + 2y a fo(x,y) = 3zy — 3z
jsou spojité v kazdém bodé z R2. O

Piiklad 3.19 Dokazte, ze kazdé linearni zobrazeni RY do RM je spojité v kazdém bodé
z RV,
Resend. Jak jiz vime z Poznamky kazdé linedrni zobrazeni je ve tvaru
L(z)=B-z, zcRY,
kde B je matice typu M x N. Zvolme bod a € RY libovolné. Pak pro kazdé z € RY plati
|L(z) — L(a)|| = | Bz — Ba| = ||B(z — a)[| < [|B| - [l — al,

kde jsme vyuzili nerovnosti z Ptikladu Zvolme € € R, € > 0 libovolné. Pak lze polozit
€

b=
[BJ[+1

protoze pak pro kazdé x € RN spliujici ||z — a|| < d plati

1Bl
L(z) — L(a)|| < ||B|l - Bl
| Z(x) (@[ < B [lz —al < I [£<¢ O

Vzhledem k Poznamce [3.6] a Pifkladu pak zobrazeni R a S z Pifkladu jsou
spojité v kazdém bodé z R2.
Dtikaz nésledujicich vét je opét prenechdn Cten&ii.
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Véta 3.20. Necht f, g : RY — RM o c D(f)ND(g). Jsou-li f a g spojité v bodé a, pak
jsou v tomto bodé spojitd i zobrazent

HfH’ f+gv f_g’ (f’g)v p(fag)'

Véta 3.21 (o limité slozeného zobrazeni). Necht f: RN — RM g:RM — RE ¢ c RY,
beRM. Jestlize lii)n f(x) =0 a g je spojitd v bodé b, pak
X a

lim g(f(z)) = g(b).

Tr—a
Odtud jiz okamzité dostavame nésledujici.

Diisledek 3.22 (o spojitosti slozeného zobrazeni). Necht f: RN — RM g :RM — RE
a € RN, Jestlize f je spojitd v bodé a a g je spojitd v bodé f(a), pak go f je spojitd v bodé
a.

Nynf si nadefinujme spojitost na mnoziné — bude to stejné jako u funkei v RV a mnohé
véty o spojitosti se snadno zobecni i pro vektorové funkce.

Definice 3.23 Nechf f : RV — RM A c D(f). Rekneme, ze funkce f je spojitd na
mnoziné A, jestlize
V'€ AVeeRe>03€R,I>0Vz €A, |z—a'||<d: ||flx) - Fl)| <&,

pritom pokud A = D(f), fikdme kratce, ze f je spojitd.

Poznamka 3.24 Opét plati, Ze zobrazeni je spojité na dané mnoziné praveé tehdy, kdyz jsou
na té mnoziné spojité jejf slozky. Proto také nepiekvapi, ze vektorova funkce f : RN — RM
je spojitd na mnoziné A C D(f) pravé tehdy, kdyz je spojitéd restrikce f|4.

Véta 3.25. Necht f, g : RY — RM A c D(f)ND(g). Jsou-li f a g spojité na mnoZziné
A, pak jsou spojitd na mnoziné A i zobrazeni

HfH’ f+gv f_97 (f’g)v p(fag)'

Véta 3.26 (o spojitosti slozeného zobrazeni). Necht f : RN — RM g : RM — RE
A C RN, Jestlize f je spojité na mnoZiné A a g je spojitd na mnoziné f(A), pak go f je
spojitd na mnoziné A.

Podobné jako funkce vice proménnych i spojitd zobrazeni mezi RN a RM zachovavaji
kompaktnost a souvislost — viz nasledujici dvé véty.

Véta 3.27. Necht f:RY — RM je spojité na kompaktni mnoziné A C D(f). Pak f(A) je
kompaktnd.
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Driikaz. Zvolme libovolnou posloupnost {y["]}zo:l prvku z f(A). Pak existuje posloupnost
prvka {x["]}f;l z mnoziny A tak, ze y" = f(z[") pro kazdé n € N. Z kompaktnosti A

plyne, Ze existuje konvergentni vybrana posloupnost {x[k"]}zozl majici limitu a € A. Ze
spojitosti f v bodé a a Heineovy véty (Véta|3.16)) pak plyne, ze

lim yl = lim fF) = f(a) € f(A). O

n—o0 n—oo

Véta 3.28. Necht f: RY — RM je spojité na souvislé mnoziné D C D(f). Pak f(D) je
souvisld mnoZina.
Diikaz. Necht yl!, 42l € f(D). Pak existuji zl!, 1% € D takové, ze

yl = fl) a yP = f(2P).

Protoze D je souvisld mnozina, existuje spojité zobrazeni ¢ : R — R spojité na intervalu
[a, ], jehoz obor hodnot je podmnozinou D a plati

plo) =2l a () =

Uvazujme vektorovou funkci 1) = f o ¢, tzn. ¥ : R — RM je spojité (viz Vétu [3.26) na
intervalu [a, 8], obor hodnot ¢ je podmnozinou f(D) a plati

o) =y a $(8) =y

To ale znamend, ze f(D) je souvisld mnozina. O

3.3 Smérova a parcialni derivace
Tyto pojmy budou pfirozenymi zobecnénimi stejnojmennych pojmu pro funkce N proménnych.
Jejich definice budou dokonce formalné témét totozné.

Definice 3.29 Necht f: RY — RM acintD(f), 0 # v € RY. Existuje-li limita

o flat )~ f(a)
t—0 t

nazyvame ji smeérovou derivact vektorové funkce f v bodé a podle vektoru v. Budeme ji znacit

(Z—J;(a), nebo f(a),...

Poznamka 3.30

e Srovnejte Definici s jejim specidlnim pripadem, coz je Definice[2.73] Dulezity rozdil
je ten, ze limita v Definici je limita vektorové funkce, tzn. smérova derivace je
(sloupcovy) vektor z RM!
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e Déle vzhledem k Véte B.10] plati, ze slozky smeérové derivace vektorové funkce jsou
smérové derivace slozek této vektorové funkce, tzn. je-li f = (f1,..., far)? : RY = RM
a existuje-li f/(a), pak plati

(Far))(a)

e Samoziejmé pak stejné definujeme i parcidini derivace vektorové funkce v bodé — opét
to misto &fsel budou (sloupcové) vektory z RM. Nebudeme jiz nafukovat text de-
finici témér shodnou s Definici Jen zminme, Ze pro vektorovou funkci f =
(fi,-o o fa)T : RY — RM abod a € int D(f), pak plati

% (a) % (a) st
O || 2, | OF ) | oo
8x1a = y 8.7,'2&_ s ey 8.1‘Na_

Pt (a) Pt (a) 5 (a)

A budeme pouzivat i parcidlni derivace vektorovych funkci. Opét nebudeme text nafu-
kovat zobecnénim Definice [2.81| pro vektorové funkce. Je snad jasné, ze parcialni de-
rivace vektorové funkce f podle i-té proménné je M-vektorova funkce N proménnych
dand predpisem

of (2) = <5f1

) ) T
o 5o (@), ai 2 (2),. Sy (x)) .

“ey aﬂ’jz

e 7Zvlastni pozornost vénujme vektorové funkci jedné proménné. Ziejmé parcidlni de-
rivace vektorové funkce ¢ : R — RM podle jeji jediné proménné je funkce majic

predpis
e1(t)
/
©5(t)
et)y=1| "
P (t)
Protoze jde o jedinou proménnou muzeme slova ,podle prvni proménné* vynechavat
a vektorovou funkci ¢’ nazyvat pouze derivaci ¢.

Piiklad 3.31 Vypoctéte smérové derivace funkce ¢ z Piikladu (a) podle vektoru v =1
v bodech § a 7.

Reseni. Protoze ndm jde o smérové derivace ve sméru vektoru v = 1 a ¢ je vektorova funkce
jedné promeénné, staci spocitat derivace jejich slozek. Plati

o (1) = (_Smt> e (0,27).

cost

Proto pak

()= (- ()= (F) wo-vo-(22)- (1)



3.4. DIFERENCIAL 87

Obé smérové derivace spoletné s vektory v = 1 posunutych do piislusnych bodt lze vidét

na Obrazku [3.6 O
Yy
/(T
sﬁ(z) .
¢ (%)
1
T o
—eo—> — ot 90(77) L SO(O):‘P(%T)
0 2
@' ()

(a) Defini¢ni obor s body a vektorem  (b) Obor hodnot zobrazeni ¢ spole¢né
v=1. se smérovymi derivacemi.

Obrazek 3.6: Smérové derivace z Prikladu @

Piiklad 3.32 Vypoctéte parcidlni derivace vektorové funkce w : R? — R3 definované
predpisem

sin 6 cos ¢ - -
w(B,p) = | sinfsing |, (9,@)T € [0, —} X [0, 7}
2 2
cos 6
v bodé (%, ).
Resent. Ziejmé pak pro kazdé (6, )" € (0, %) X (O, g) plati
cos f cos ¢ —sinfsin g
%;(9780) = | cosfsingy |, wa(e,go) = | sinfcos¢p
—sinf ¥ 0
Odtud vyplyva, ze
: 1
fo () - i formy [y
90 \4" 4 _jg dp \4' 1 2
Tyto vektory jsou ukdzany na Obrazku O

Poznamka 3.33 Podobnym zptsobem lze zobecnit i parcidlni derivace vektorovych funkei
druhého a vyssich fadu.

3.4 Diferencial

Diferencial vektorové funkce je opét prirozenym zobecnénim totalniho diferencidlu — jeho
definice je totiz formélné témeér totoznd s Definici [2.90]
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z
2 €2
E AN
2
I ® > €1 Y
ow(m
(T 1)
0 = T 0 x
4 2

(b) Obor hodnot s parcidlnimi deriva-
(a) Defini¢ni obor s bodem (%, %) avek- cemi podle obou proménnych v bodé
tory e; umisténymi do tohoto bodu. (&5

Obrézek 3.7: Zobrazen{ z Pifkladu [3.32|(b).

Definice 3.34 Necht f: RY — RM ¢ € int D(f). Linearni zobrazeni df(a) : RY — RM
nazveme diferencidlem vektorové funkce f v bodé a, jestlize existuje

e okoli U(o) CRY a
e zobrazeni 7 : RN — RM spliiujici

I (R)]
=0
no  |A]]

tak, ze pro kazdé h € U(o) plati

fla+h) = f(a) = df(a)(h) + 7(h).

Jak jiz vime z Pozndmky lineérni zobrazeni RY — RM m4 svého reprezentanta, jde
o matici typu M x N. Neméla by nas tedy piekvapit nasledujici véta.
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Véta 3.35. Necht md zobrazeni f : RN — RM o bodé a € int D(f) totdini diferencidl. Pak
(i) f je v bodé a spojitd,

i) existuji 21 (a) pro kazdéi=1,....M, j=1,...,N a plati
] p b b ’] b b p

Ox;

5 T RN
df(a)(h’): 8$(a)h“ h:(h’laahN) eER )
i=1 "

a tedy reprezentantem diferencidlu vektorové funkce f v bodé a je matice typu M x N

ve tvaru of of of
1 1 1
%}p(a) %;2(@) T %H}N(a)
2 2 2
8751(&) 87352(@ %(a)
5 : 5 : 2 5 :
fu fM(a) fM(a)

8.%‘1 “ 8.%2 axN

Dikaz. ad (i): Predpoklddejme, ze zobrazeni f ma v bodé a diferencial, tzn. existuje matice
B= (bij)%zl tak, ze
fla+h)—f(a) = df(a)(h) +7(h) = B-h+7(h),

kde

o 1T _
h—o ||h|

odkud plyne }lbim |7(R)|| = 0. Pak podle Piikladu [1.39] plati
—o

[f(a+h) = fl@)l < IB- Al + =) < [IB]l - [All + I ().

Prava strana jde k nule pro h — o. Tedy f je spojita v bodé a.
ad (ii): V definici diferencidlu polozme h = te;, kde t € R\ {0}. Pak plati

fla+te;) — f(a) =tBe; + 7(te;) = tb; + 7(te;),

kde b; € RM je i-ty sloupec matice B. Podélime ¢, provedeme limitni prechod pro t — 0
a dostavame

g 0) =t LG oy T
7 faktu
e || _Irttedll o o
t [tei]
plyne existence parcidlnich derivaci i reprezentace diferencialu. O

Definice 3.36 Necht f : RY — RM m4 diferencidl v bodé a € RY. Jeho reprezentanta
nazyvame Jacobiho matici vektorové funkce f v bodé a a znacime Jf(a) nebo V f(a). De-
terminant této matice nazyvame jakobidnem funkce f v bodé a.
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Poznamka 3.37 Podivame-li se na Jacobiho matici vektorové funkce f poifddné, zjistime,
ze jeji fadky jsou tvoreny gradienty slozek vektorové funkce f. Proto by nas nemuselo
prekvapit, ze podobné jako tomu bylo u limity a spojitosti, také diferencidl vektorové
funkce existuje pravé tehdy, kdyz existuji diferencidly jejich sloZek (zkuste dokazat!). Je
tfeba zduraznit, ze zde je potieba chépat gradienty funkci N-proménnych jako rddkové
vektory ¢i matice typu 1 x N. Tedy pro f = (f1,..., far)" : RN — RM plati

V fi(a)
Jf(a) = (5—3{1(@) 2 (a) - %(a)) _ sz?(a)
Viul(a)
Zduraznéme také, ze Véta rika, ze diferencial vektorové funkce f v bodé a méa predpis
df(a)(k) = Jf(a)-h, heERY,

kde nasobeni na pravé strané je (maticové) nésobeni matice typu M x N se sloupcovym
vektorem délky N.

Piiklad 3.38 Vypoctéte Jacobiho matici a jacobian zobrazeni
_ [rcosp
®(r ) = (r sin gp)
v bodé (r, )T € R2.

Reseni. Protoze staci spocitat ¢tyti parcidlni derivace, témét ihned vidime, ze

__[cosp —rsingp
J(r,¢) = <singo 7 COS P > ’

Jakobian je roven
det J®(r,p) = 1. O

Nyni sméfujeme k formulaci a dikazu véty o diferencidlu slozeného zobrazeni. Aby se
nam tato véta snadnéji dokazovala, nejprve uved me nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 3.39. Necht f: RN — RM ¢ € int D(f). Linedrni zobrazeni L : RN — RM je
diferencidlem vektorové funkce f v bodé a prdvé tehdy, kdyz existuje

e okolit(o) CRYN a
o zobrazenin : RNV — RM spojité v bodé o, pro néz n(o) = o

tak, Ze pro kazdé h € U(o) plati

fla+h) = f(a) = L(h) + [[R]ln(R).

Diikaz. (=): Necht f m4 v bodé a diferencial, tzn. plati vyrok Definice Polozme

7(h)
n(h) = ol pro h € RV \ {o},

0 pro h = o.
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Podle predpokladu }llim n(h) = o a pfitom n(o) = o.

—o0
(«<): V opaéném piipadé polozime

7(h) = ||h||n(h), heRY. O

Véta 3.40. Necht g : RV — RM maji v bodé a € RY diferencidl, zobrazeni f : RM — RE
ma diferencidl v bodé g(a). Pak sloZend funkce F = f o g md také diferencial v bodé a,
pritom jeho reprezentant je

VF(a) = Vf(g(a)) - Vg(a).

Diikaz. Podle piedpokladi a Lemmatu existuje okoli Us, (0) C R, zobrazeni n; : RN — RM
spojité v bodé o, n1(0) = o tak, ze

gla+h) —g(a) =Vg(a) - h+ ||| -m(h) prokazdé h € Us, (o) (3.1)

a dale existuje okoli U:(0) C RM | zobrazeni ny : RM — R spojité v bodé o, n2(0) = o tak,
ze

f(g(a) + k) — f(g(a)) = Vf(g(a)) k4 ||k|| - m2(k) pro kazdé k € U.(o). (3.2)

Podle Véty je g spojité v bodé a, tzn. k U.(g(a)) existuje Us,(a) takové, Ze pro kazdé
z € Us,(a) plati g(z) € U:(g9(a)). Jinak Feceno, pro kazdé h € Us,(0) plati gla + h) €
U-(g(a)), tzn. g(a + k) — g(a) € U-(0). Polozme

Us (o) = U;s, (0) NU;5,(0).
Pak pro kazdé h € Us(o) plati
gla+h) —g(a) € U (o),
1ze tedy tento vektor dosadit do za k. Po dosazeni pak levd strana (3.2)) je rovna
flg(a) + k) = f(g(a)) = f(g(a+h)) = f(g(a)) = Fla+h) — F(a)

a prava strana je vzhledem k (3.1) rovna

Vf(g(a) - (9(a+h) —g(a)) + llgla+h) —g(a)| - n2(g (a+h) 9(a))
= V£(9(a)) - (Vg(a) -+ ||hll - m(h)) + lgla+R) = g(a)l| - m(g(a + h) — g(a))
= Vf(g9(a)) - Vg(a) - h+[|a] - Vf(g(a)) - m(n )+Hg(a+h) g(@)]-m (g (a+h)—9(a))
=:Vf(g(a)) - Vg(a) - h+7(h).
Zbyva dokazat, ze Il
. 7(h _
= .

Pro kazdé h € Us(o) plati

lg(a +h) = g(a)l| = [Vg(a) - h+ (Ll - m(B)|| < [Vg(@)ll - 1]l + [1hl] - [l (h)]]
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I < I8l - IV £ (glaDl - llm (Bl + llgla + ) — g(@)]l - IRl (IVa(@)]l + Im (P)]).

Podélenim této nerovnosti vyrazem ||h|| pak pro h — o dostavdame kyzenou limitni rovnost.
a

Porovname-li levou a pravou stranu rovnosti z tvrzeni Véty dostavame vzorce pro
parcialni derivace slozek slozeného zobrazeni.

Dusledek 3.41. Necht plati predpoklady Véty. Oznacime-li proménné zobrazend g jako

T1,...,TN a proménné zobrazeni f jako vy1,...,yn, pok
é?a:Z Byj O

pro kazdé k=1,...,Rai=1,...,N.

Poznamenejme, ze pro N = M = R = 1 dostavame tvrzeni véty o derivaci slozené
funkce jedné proménné.

3.5 Potencial, rotace a divergence

Definice 3.42 Necht f: RY — R ma4 spojité parcidlni derivace prvnfho fddu na oteviené
mnoziné D C D(f). Pak zobrazeni piitazujici kazdému bodu = € D gradient funkce f
v tomto bodé budeme nazyvat gradientem funkce f a znacit grad f ¢i V f.

Jak uvidime dale, gradient funkce vice proménnych je analogii k derivaci funkce jedné
proménné. Je tieba upozornit na fakt, ze je-li f : RV — R, pak Vf : RN — RY, tzn.
gradient je N-vektorova funkce N proménnych.

Definice 3.43 Necht F: RY =R, f:RY — RN, D C D(F)ND(f) je oteviend mnozina.
Rekneme, ze F je potencidlem funkce f na D, jestlize
Ve e D : VF(z)= f(z).

V tom piipadé také fikame, ze f je potencidlni na D.

Poznamka 3.44

e Pojem potencidlu by nékomu mohl pfipominat primitivni funkci jedné proménné.
Skutecéné, pro N = 1 tyto pojmy splyvaji (tedy za dodateéného predpokladu, ze D je
souvisld mnozina, coz je v R praveé interval).

e Podminku z definice potencidlniho pole lze vyjadfit také po slozkach, tzn.

Vie1l.. . NVeeD : gi( ) = fi(2).




3.5. POTENCIAL, ROTACE A DIVERGENCE 93

Piiklad 3.45 Uvazujme hmotny bod o hmotnosti M umistény do pocatku prostoru R3.
Pak kazdy hmotny bod jednotkové hmotnosti je pfitahovan k hmotnému bodu v pocatku
silou o velikosti
G-M-1
F=—F
r

kde G je gravitacni konstanta a r je vzdalenost od pocatku, pfitom smér této sily ukazuje
k pocatku. Je-li tedy = (x1,72,23) € R?, 2 # o, pak jednotkovy vektor smétujici z =
smérem k pocatku je roven

x T T2 L3
lell =\ Vat+a3+a3’ Vatralad Vattaita3)
Vektorova funkce, ktera kazdému hmotnému bodu jednotkové hmotnosti piitfazuje silu,
kterou je tento bod pritahovan k pocatku, mé predpis
GM —=x GMz

Flz)=F(z1,22,23) = —5  — = ——=-
S T A P

Tato vektorové funkce mé potencial na D = R3 \ {0}, coz je funkce t¥ech proménnych
GM
p(x) = Wa z e R*\ {o}.

Ctenafi je prenechdno ovéreni tohoto faktu. O

Véta 3.46.

(a) Necht F : RN — R je potencidlem vektorové funkce f : RN — RN na mnoziné
D C D(f), C € R. Pak funkce F + C je také potencidalem funkce f na D.

(b) Jsou-li F,G : RN — R potencidly vektorové funkce f : RY — RN na oteviené a
souvislé mnoziné, pak F — G je konstantni na D.

Dukaz. ad (a): Tvrzeni plyne piimo z faktu
V(IF+C)=VF+0=f

na D.
ad (b): Polozme V = F — G na D. Mame dokéazat, ze V je konstantni funkce na D. Podle
predpokladu plati

VV(z)=V(F - G)(x)=VF(zx) - VG(x) = f(z) — f(x) =0

pro kazdé x € D, tzn. V mé na D nulové vSechny parcidlni derivace. Uvazujme dva libovolné
body a,b € D. Ze souvislosti a otevienosti D plyne, Ze a a b 1ze spojit lomenou ¢arou lezici
uvniti D (viz Pozndmku [2.69). Pro kazdou tsecku alMalk+1] tvorfcf tuto lomenou édru pak
podle Véty existuje 0 € (0,1) tak, ze

B ov

- 8(a[k+1] _ a[k])

Y gV
=1

V(a1 — v (o) (a[k] + O (alFHH — a[k}))

Tedy nutné plati V(a) = V(b). Odtud odvozujeme, ze V je konstantni na D. O



94 KAPITOLA 3. VEKTOROVE FUNKCE

Dusledek 3.47. Md-li vektorovd funkce f : RN — RN na oteviené souvislé mnoziné D
potencidl F : RN — R, pak viechny potencidly této funkce na D maji predpis F + C, kde
C € R je libovolna konstanta (tzn. potencialy ke stejné funkci na souvislé mnoziné jsou
stejné az na aditivni konstantu).

Poznamka 3.48 V Disledku byl podstatny piedpoklad souvislosti mnoziny D. Bez
tohoto predpokladu by tvrzeni neplatilo. Ukazme si to na protiptikladu. Uvazujme mnozinu
D = DU Dy C R?, kde

Dy = {(z,y) € R?; p((2,9),(1,0)) <1}, D2 ={(z,y) € R*; p((2,y),(~1,0)) < 1}.
Ziejmé D neni souvisld. Definujme na mnoziné D dvé funkce F,G : R? — R piedpisy

1 pokud z € Dy,

F(z)=0, zeD, G(z) =
0 pokud z € Ds.

Pak plati

VF(zx)=VG(z) =0
pro kazdé x € D. Tzn. obé funkce jsou potencialy k nulové vektorové funkci na mnoziné D.
Ovsem tyto funkce se nelisi o aditivni konstantu. Problém byl pravé v mnoziné D.

Mozna nas napadne otazka, co je potieba k tomu, aby vektorova funkce byla potencidlni.
Nejprve si ukazme opa¢nou implikaci, tzn. dusledek potencidlnosti vektorové funkce.

Véta 3.49. Necht f : RY — RN md spojité parcidini derivace proniho 7ddu na oteviené
mnoziné D. Je-li f na D potencidlni, pak

a) = 52(e)

pro kazdé x € D, 1,5 =1,...,N.

Diikaz. Podle piedpokladu existuje funkce F : RY — R takova, ze g—fi(fn) = fi(x), pro kazdé
x e D,i=1,...,N, z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze F' ma spojité druhé parcidlni derivace.
Podle Schwarzovy véty (Véta [2.107) pak jsou tyto derivace zdménné na D, tzn.

of; O%F O%F of;
(z) = x) = x) =
8xj 61’18323 6:%8.%1 81‘2

(z)

pro kazdé x € D, i,5=1,...,N. O

Poznamka 3.50 Bohuzel, podminka rovnosti piislusnych parcidlnich derivaci z tvrzeni
Veéty je pouze nutna. Aby byla i postacujici, je potieba dalsi predpoklad. Tim je tzv.
jednoduchd souvislost mnoziny D. Pfesnou definici jednoduché souvislosti mnoziny v RY si
uvadét nebudeme — potiebovali bychom k tomu jednoucelové nékolik pojmu. Jednoduchou
souvislost sta¢f chdpat intuitivné. Mnozinu D C RY nazveme jednoduse souvislou, jestlize
kazdou uzavienou kiivku (tzn. kiivku majici stejny pocatec¢ni a koncovy bod) v D lze
,spojité zdeformovat v rdmci mnoziny D do bodu“. Uved' me nékolik pifkladi:
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1. Okoli bodu v R¥ je jednoduse souvisld mnozina.

2. Redukované okoli bodu v R a v R? nenf jednoduse souvisld mnozina, pfitom v RV
pro N > 2 jednoduse souvisla je.

3. Mezikruzi
{(z,y) eR* ; 1 < Va2 +942 <2}

neni jednoduse souvisla mnozina. OvSem analogicky pojem ,mezikouli“, tzn. mnozina

{(z,y,2) eR3; 1< Va2 +y2 4+ 22 < 2}
jiz jednoduse souvisla je.
4. Torus (tzn. duse od kola) neni jednoduse souvisld mnozina.
Bez dikazu uvedme postacujici podminku potencidlnosti vektorové funkce.

Véta 3.51. Necht f : RY — RN md spojité parcidini derivace proniho 7ddu na oteviené
a jednoduse souvislé mnozine D. Plati-lv

) = 520

pro kazdé x € D, 1,5 =1,...,N, pak f je potencidlni na D.

Piiklad 3.52 Uvazujme vektorovou funkci f : R? — R? piedpisem

2zy + 3cosy
x? —3xsiny + 2y /)

e = (

Zjistéte, zda je f potencidlni na R? a pokud ano, urcete jeji potencial.
Resend. Protoze R? je jednoduse souvisl4 mnozina a

df1 0 fo ool e N
8—y(w,y) %(x,y)—%’ 3siny — (2z — 3siny) =0,

pak podle Véty je f potencidlni na R2.
Tedy existuje funkce dvou proménnych F : R? — R tak, ze %—i =fi1a %—5 = f, na R%.
Zintegrovanim prvni rovnosti podle x dostavame

F(z,y) = /fl(x,y) dz = /2a:y +3cosydx = 2%y + 3z cosy + C1,
kde Ci je ,integraéni konstanta vzhledem k z* — je jasné, ze C1 muze byt zavisla na y.
Takze lepsi je znacit ji jako Ci(y). Pak zderivovédnim posledni rovnosti podle y dostavdme

oF
Gy ) = = wsiny + C{(y),

Porovnanim této parcialni derivace s funkci fo dostavame podminku

Ci(y) = 2y.
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Ta je splnéna pro Ci(y) = y> + C, kde C € R je integra¢ni konstanta. Dohromady tedy
dostavame
F(z,y) = 2%y +3zcosy + > + C, (z,y)T € R?,

kde C' € R je libovolné. O

Predstavme si dalsi pojem, ovSem pouze pro N = 3.

Definice 3.53 Nechtf f : R? — R3? m4 spojité parcidlni derivace. Pak vektorovou funkci
rot f : R3 — R? definovanou piedpisem

_ <6fs Ofr 0fi  0Ofs Of: 8f1>T
rot f =

81‘2 al‘g’ 8:E3 8$1 ’ (9331 8932

nazyvame rotaci vektorové funkce f.

Priklad 3.54 Uvazujme funkci F' z Piikladu Snadno spoc¢itdme, Ze rot F' = o na
R3\ {0}. Fakt, Ze rotace této vektorové funkce je nulové plyne z potencidlnosti F a Véty
Poznamka 3.55 S pomoci pojmu rotace lze tvrzeni Véty v R? formulovat takto: Je-li
f:R3 = R3 potencidini pole na D, pak rot f = o na D.

Pozndmka 3.56 Fyzikalni vyznam rotace muzeme ¢asteéné pochopit na nasledujicim pii-
kladu. Uvazujme vektorovou funkei f : R? — R3 popisujici rychlostni pole & proud ééstic
(vody, plynu) v néjaké nddobeé ¢i roure. Uvazujme malou kulicku jejiz stied je pevné umistén
do bodu (z,y,z) € R? (uvniti této nadoby ¢&i roury), pfitom proud mize touto kulickou
libovolné otacet. Pak rot f(x,y, z) udavé rotaci této kulicky — smér rot f udavé osu rotace
i smér otaceni (s vyuzitim pravidla pravé ruky — vzpomenime si na vektorovy soucin z
fyziky), velikost rot f zase odpovida velikosti rychlosti otdceni.

Piiklad 3.57 Uvazujme vektorovou funkci f : R — R? danou pfedpisem
f(x7 y7 Z) = (_y7 x’ O)T7 ('/L‘7 y’ Z)T 6 Rs?
viz Obréazek 3.8l Pak

rot f(z,y,2) = (0,0,2), (z,y,2)" € R®.

Definice 3.58 Necht f: RY — RY m4 spojité parcialni derivace prvniho fadu. Pak funkci
div f : RY — R definovanou pfedpisem

nazyvame divergenci vektorové funkce f.

Poznamka 3.59 Divergence ma uzitecny fyzikalni vyznam. Uvazujme vektorovou funkci
f : R® = R3 udévajici rychlost zmény teploty v kazdém bodé z néjaké mnoziné D C R3.
Pokud div f(a) > 0 v néjakém a € D, pak v bodé a se vyskytuje zafi¢ tepla. Naopak, pokud
div f(a) < 0, v bodé a je teplo pohlcovano.
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Obrazek 3.8: Funkéni hodnoty funkce f z Piikladu v nékterych bodech a rotace této
funkce v pocatku (Cervené).

Poznamka 3.60 Mezi pravé definovanymi pojmy plati celd fada identit. Pro vektorové
funkce F,G : R — R3 a funkci tfech proménnych f : R — R majici spojité parcialni
derivace, plati

o div(fF)=(F,Vf)+ f-divF,
o rot(fF) = frot '+ (Vf, F).

Dokazte!






Kapitola 4

Extrémy funkci vice proménnych

Podobné jako u funkce jedné proménné tak i u funkci vice proménnych néds budou zajimat
extremd&lni hodnoty. Pfi definovani pojmu se budeme dost inspirovat analogickymi pojmy
pro funkce jedné proménné. Navic nam zde kromé lokdalnich a globalnich extrému pifibude
pojem vadzaného lokdlniho extrému.

4.1 Lokalni extrémy

Pojem lokalniho extrému jiz zname pro funkci jedné proménné. Nésledujici pojem je jeho
pfirozenym zobecnénim.

Definice 4.1 Necht f : RN — R, a € int D(f). Rekneme, ze f nabyva v bodé a lokdlni
mazximum (minimum), jestlize existuje Us(a) C D(f) tak, ze

f(x) < fa) Vo elUs(a)

(f(@) > f(a) Vo €Us(a)).

Rekneme, Ze f nabyvé v bodé a ostré lokdlni mazimum (minimum,), jestlize existuje Rs(a) C
D(f) tak, ze
f(x) < fla) VzeRs(a)

(f(a:) > f(a) Vz e Rg(a)).

Souhrnné jim budeme fikat (ostré) lokdlni extrémy. Bod a nazyvame bodem (ostrého)
lokdlniho minima/mazxima/extrému.

Lokélni extrémy si predstavime velmi snadno — staéi si vzpomenout na Poznamku
kde dand funkce dvou proménnych z, y (jejiz graf a hladiny jsou na Obrézku udava
nadmoriskou vysku v daném misté o soufadnicich (z,vy).

Na Obrazku jsou zobrazeny hladiny funkce spole¢né s body ai, as a a3 a jejich
vybranymi okolimi. Podle barev hladin a s pomoci Obrazku muzeme odhadnout, Ze
dana funkce méa v bodech a; a ao ostra lokdlni maxima. Oproti tomu pro okoli bodu as
neplati vyrok z definice lokalniho extrému. Je vidét, ze v bodech z tohoto okoli, které ,,jsou
nad hladinou funkce prochézejici bodem as“, méa funkce mensi funkéni hodnoty nez v tomto
bodé a v bodech z tohoto okoli, které ,jsou pod hladinou funkce prochéazejici bodem as“,

99
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ma funkce vétsi funkéni hodnoty nez v tomto bodé. A je snad také vidét, Ze toto plati i pro
jakékoliv ,,mensi“ okoli bodu as. Tedy v bodé ag nema dand funkce lokalni extrém.

U53 (a3)

i

u52 (a2)
Z/[51 (al)

ai

N

)

Obrézek 4.1: Lokéln{ extrémy funkce dvou proménnych.

Tyto pojmy jsou navic zobecnénim lokéalnich extrému funkci jedné proménné.

Jak lokalni extrémy hledat? Navod najdeme u funkci jedné proménné. Lokalni extrémy
jsme hledali tak, Ze jsme nejprve nasli tzv. staciondrni body (body s nulovou derivaci) a po-
moci znaménka druhé derivace, popf. derivaci vys§itho fadu jsme urcili zda o jde ¢i nejde
o extrém. Podobné to bude u funkei vice proménnych.

Véta 4.2. Necht md funkce f : RN — R v bodé a € RN lokdlni extrém. Existuje-li f}, (a),
kde i € {1,...,N}, pak
of

8Ii

—~

a) =0.

Diikaz. Polozme ¢(t) = f(a + te;) pro t € U:(0), kde U:(0) je takové okoli 0 € R, ze plati
a+te; € D(f) pro kazdé t € U(0).

Pak pro kazdé

p0) =iy 8O0y i) S0 _ 01

Staci dokézat, ze ¢'(0) = 0. To ale plyne z faktu, ze funkce ¢ ma v bodé 0 lokalni extrém
(z Fermatovy véty, viz |13 Véta 7.30]). O

Asi nés nepiekvapi nasledujici definice.
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Definice 4.3 Méjme f : RN — R, a € int D(f). Rekneme, Ze a je staciondrni bod funkce
f, jestlize existuji v8echny parcidlni derivace fél (a) a pro kazdé i =1,..., N plati

of
ox;

(a) = 0.

Vybaveni novym pojmem, muzeme vyslovit ndsledujici tvrzen{ plynouci okamzité z Veéty[4.2]

Dausledek 4.4 (nutnd podminka existence lokalntho extrému). Kazdy bod lokdlniho extré-
mu, ve kterém existuji vSechny parcidlni derivace proniho tddu, je staciondrnim bodem.

Poznamka 4.5 Opacnd implikace k implikaci z Dusledku[4.4] jiz neplati. Napiiklad pocéatek
o= (0,0) je staciondrnim bodem funkce
f(z1,22) = 1172
a pritom neni bodem lokélniho extrému této funkce. Dokazme to. Uvazujme mnozinu
My = {(z1,22) € R? ; 21 = x5},

coz je piimka prochdzejici poc¢dtkem, viz Obrézek[d.2] Pak pro kazdé (z1, o) € My, (x1,z2) # (0,0)

N

R\

Obrazek 4.2: Hladiny funkce f a mnoziny M; z Poznamky

T2

[

I

7

[\

plati
f(x1,29) = 29 - 22 = 23 > 0 = f(0,0).

Tedy v kazdém redukovaném okoli bodu (0,0) nabyvé funkce kladnych hodnot a pfitom
v bodé (0,0) je funkce nulova. Odtud vidime, ze f v bodé (0,0) nenabyvé svého lokédlniho
maxima. Uvazujme druhou mnozinu

Mg = {(1‘1,$2) € R2 ;X1 = —372},

coz je opét primka prochdzejici pocdtkem, viz Obréazek Pak pro kazdé (x1,x2) € My,
(z1,22) # (0,0) plati

fz1,29) = (—x2) - 23 = —x3 < 0 = £(0,0).
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Tedy v kazdém redukovaném okoli bodu (0,0) nabyva funkce zépornych hodnot a pfitom
v bodeé (0, 0) je funkce nulova. Odtud vidime, ze f v bodé (0,0) nenabyva ani svého lokélniho
minima.

Podobné jako u funkce jedné proménné musime néjakym zpusobem zjistit, zda je sta-
cionarni bod také hledanym lokalnim extrémem — k tomu nam poslouzi diferencialy vyssich
fadu. Budeme se pro jednoduchost zabyvat zejména druhym diferencidlem (viz Deﬁnici
— coz je kvadraticka forma.

Ve strucnosti si nadefinujeme a osvétlime nékteré pojmy z teorie kvadratickych forem,
které budou pro nas dalsi vyklad podstatné.

Definice 4.6 Rekneme, ze kvadratickd forma ¢ : RV — R je
e pozitivné definitni, jestlize q(x) > 0 pro kazdé z € RN \ {o},

negativné definitni, jestlize q(x) < 0 pro kazdé z € RN \ {o},

pozitivné semidefinitni, jestlize q(x) > 0 pro kazdé = € RV,

e pozitivné semidefinitni, jestlize q(x) < 0 pro kazdé z € RY,

indefinitnd, jestlize existuji z, y € RY tak, ze q¢(z) > 0 a q(y) < 0,

Poznamka 4.7
(a) Vidime tedy, ze kvadratickd forma je

— pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz nabyva pouze kladnych hodnot — s jedinou
vyjimkou, kterou je nulovy vektor,

— negativné definitni pravé tehdy, kdyz nabyva pouze kladnych hodnot — s jedinou
vyjimkou, kterou je nulovy vektor,

— indefinitni{ pravé tehdy, kdyz nabyva v néjaké vektoru zdpornou a v néjakém
vektoru kladnou funkéni hodnotu.

Kvadraticka forma, kterd je pozitivné semidefinitni a zdroven neni pozitivné definitni,
nabyva pravé nezapornych hodnot, pritom pro néjaky nenulovy vektor nabyva nulové
hodnoty. Podobné to plati pro negativné semidefinitni formy. Napi. nulova kvadraticka
forma je pozitivné i negativné semidefinitni soucasné.

(b) Z definice kvadratické formy plyne, Ze pro kazdé z € RV, ¢ € R plati
g(ex) = q(x).

Odtud se da jednoduse dokazat, ze napiiklad ¢ je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz
q(z) > 0 pro kazdé = € RY spliiujici ||z|| = 1. Podobné to plati pro ostatni pojmy.

7 Poznamky mimo jiné vime, ze kvadraticks forma ¢ : RY — R je jednoznaéné
dand symetrickou matici A typu N x N tak, ze

q(z) = (zA,z) = zAzT, z RV,

Proto mozné neprekvapi nasledujici definice.
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Definice 4.8 Rekneme, ze symetrickd matice A typu N x N je
e pozitivné definitni, jestlize (zA,x) > 0 pro kazdé x € RV \ {o},
e negativné definitni, jestlize (zA,z) < 0 pro kazdé x € RN \ {0},
e pozitivné semidefinitn, jestlize (xA,x) > 0 pro kazdé x € RV,
e pozitivné semidefinitn, jestlize (xA,x) < 0 pro kazdé x € RV,
o indefinitni, jestlize existuji z,y € RV tak, ze (zA,z) > 0 a (yA,y) <0,
Poznamka 4.9 Je to zfejmé, ale 1épe to zduraznit: Z Definice a[4.8)je vidét, ze kvad-

raticka forma je pozitivné definitni (negativné definitni; pozitivné semidefinitni; negativné
semidefinitni; indefinitni), je-1i takovy jeji reprezentant.

Ovérovat definitnost symetrické matice podle definice nemusi byt zrovna nejjednodussi
— existuje nasledujici snadno pouzitelné kritérium.

Véta 4.10 (Sylvesterovo kritérium). Necht A = (a@])f\;x:]f je symetrickd ¢tvercovd matice
typu N x N. Oznacéme

a1  ai2 - Q1N
a a a
an ag 11 @12 ai3 as1 Gy -+ asN
A= a1, DNy = o1 G|’ As = a1 ax ax|, ..., Ay =
az1 asz2 ass
aNi anN2 '+ QNN

Pak matice A je
e pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz Ny >0, Ny >0, ..., Ay >0,
e negativné definitni prdvé tehdy, kdyz A1 <0, N >0, ..., Ax(=1)Y >0,

o indefinitni, pokud neni ani pozitivné definitni ani negativné definitni a pritom plati
AN # 0 (tzn. A je reguldrni matice).

Poznamka 4.11 Sylvestrovo kritérium nam tedy dava velmi efektivni zptisob uréovani de-
finitnosti symetrické matice. Staci vypocitat prislusné subdeterminanty A\; proi =1,..., V.
Ptitom, pokud vSechna tato ¢isla jsou kladnd, muzeme usoudit na pozitivni definitnost ma-
tice. Pokud A1 < 0 a pak A; pravidelné méni znaménko, je matice negativné definitni.
Pokud ¢isla A; netvoii ani jeden z téchto vzoru a navic A je regularni matice, usoudime
na indefinitnost matice. Zbyvajici moznost, tzn. pokud je matice A singuldrni, v této vétée
diskutovana neni — v tom pfipadé nemuze byt matice pozitivné ani negativné definitni.
Priklad 4.12 Urcete definitnost nasledujicich kvadratickych forem:

(a) qi(w1,22) = 2% + 3, (d) qa(z1,22) = z129,
(b) qo(x1,22) = 23 — 23, (e) g5(w1,m2) = %,

(C) CI3(ZL‘17$2) = —33% - fE%, (f) Q6($U1,!E2) = —ZL‘%
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Resend. V téchto tlohéch je vzdy zasadni urcit reprezentanta kvadratické formy. Na Obrézku
pak jsou ¢asti grafu jednotlivych kvadratickych forem.

ad (a): Plat{
1 0
q1(w1,22) = (71, 22) - (0 1) ' <i;) :

tedy reprezentant je matice
10
A= <0 1) |

Vypocéitejme A; ze Sylvesterova kriteria:

10

A1:1>0, AQZ‘O 1

—1>0

Podle néj pak matice a tedy i kvadraticka forma ¢; je pozitivné definitni.
ad (b): Reprezentant kvadratické formy g2 je matice

b5

1 0
0 -1
Podle Sylvesterova kritéria (Véta |4.10) pak jde o indefinitni matici tedy i indefinitni kvad-

ratickou formu.
ad (c): Pro reprezentanta a /\; plati

a nasledné
A =1>0, A=

—-1<0.

-1 0 -1 0
A—<O _1), A =-1<0, Ag—’o _1‘—1>0.

Podle Sylvesterova kritéria (Vétal4.10|) pak jde o negativné definitni matici tedy i negativné
definitni kvadratickou formu.
ad (d): Pro reprezentanta a A; plati

0o 1L
Az(l 8), A1 =0, Ny=
2

o= O

To ukazuje na indefinitnost kvadratické formy q4.
ad (e): Zde opét dostavdme reprezentanta a /\; nasledujici

10 10
A_<0 0), A =1, AQ_’() 0‘_0.

Sylvestrovo kritérium (Véta nam nedéva odpovéd na otézku definitnosti matice.
7 predpisu formy g5 ale snadno vidime, Ze nabyva pouze nezdpornych hodnot. Protoze
pro nenulovy vektor = (0,1) méme g¢5(x) = 0, zfejmé jde o pozitivné semidefinitni formu,
ktera neni pozitivné definitni.

ad (f): Zde opét dostdvame reprezentanta a A; nasledujici

0 0
A:(O _1>, AL =0, Ay=0.
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q2

T2

(a) Graf restrikce funkce ¢; na jednot-  (b) Graf restrikce funkce g2 na jednot-
kovy kruh. kovy kruh.

z1

-

«lli‘iiiiii“‘“‘:\\\

TTTIEEA DY e
Jysuuninng
(c) Graf restrikce funkce g3 na jednot-  (d) Graf restrikce funkce g4 na jednot-
kovy kruh. kovy kruh.
y
a5

Vo
(T 77
[ [ [ [ ]

L)L)
[JTT7] A
[T TN TTT]]
ATV L]

(e) Graf restrikce funkce g5 na interval  (f) Graf restrikce funkce gg na interval
[-1,1] x [-1,1]. [-1,1] x [-1,1].

Obrézek 4.3: Césti grafi funkei z Pitkladu



106 KAPITOLA 4. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Sylvestrovo kritérium (Véta ndm opét neddva odpovéd na otdzku definitnosti matice.
7 predpisu formy ¢g ale snadno vidime, ze nabyva pouze nekladnych hodnot. Protoze pro
nenulovy vektor z = (1,0) mdme gg(x) = 0, zfejmé jde o negativné semidefinitni formu,
kterd neni negativné definitni. O

Poznamka 4.13 Dalsi moznosti urceni definitnosti symetrické matice je pomoci jejich
vlastnich ¢isel. Vlastni ¢isla ¢tvercové matice typu N x N jsou definovana jako feSeni rovnice

det(A—z-1)=0

o0 jedné neznamé x € R (kde I je jednotkova matice typu N x N). Z definice determinantu
je pritom hned vidét, ze vlastni ¢isla jsou kofeny jistého polynomu stupné N. Napf. pro

matici
1 0
a=(o 1)

jde o rovnici (1 — )2 = 0, kterd m4 jen jeden dvojnasobny kofen 1. Tato matice m4 tedy
jediné vlastni ¢islo, coz je 1. Obecné, kofeny polynomu s redlnymi koeficienty mohou mit
i komplexni kofeny, tzn. vlastni ¢isla nemuseji byt redlnd. D4 se ale dokazat, ze symet-
rické matice maji vlastni ¢isla pouze redlna. Nyni se podivejme, jak souviseji vlastni ¢isla s
definitnosti symetrickych matic. Plati tvrzeni: Symetrickd matice A je

e pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz ma pouze kladna vlastni ¢isla,
e negativné definitni pravé tehdy, kdyz ma pouze zdaporna vlastni ¢isla,

e pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz 0 je vlastni ¢islo a ostatni vlastni éisla jsou
kladn4,

e negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz 0 je vlastni ¢islo a ostatni vlastni ¢isla jsou
zZaporna

e indefinitni pravé tehdy, kdyz ma alespon jedno kladné a jedno zaporné vlastni ¢islo.

K dikazu dilezité Véty budeme potiebovat jistou vlastnost symetrickych pozitivné
definitnich matic.

Lemma 4.14. Necht A je pozitivné definitni matice typu N x N. Pak ezistujec € R, € > 0
tak, Ze kazda symetrickd matice B € My« n(R), pro kterou plati

1A =Bl <&,

je také pozitivné definitn (|-|| je maticovd norma definovdna v Prikladu[1.39).

Diikaz. Necht A je pozitivné definitn{ matice. To je ekvivalentni s tim, ze (zA,z) > 0 pro
kazdé z € RY takové, ze |z|| = 1 — viz Pozndmku (b) Protoze, kvadratickd forma
q(x) = (zA, ) je spojitda na kompaktni mnoziné

K ={zeR";|z| =1},
nabyva ¢ na K svého minima, ozna¢me ho ¢, tzn.

q(z) >e>0
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pro kazdé x € RN takové, Ze ||z|| = 1. Pro kazdou étvercovou matici B a vektor z € RY,
||z|| = 1 plati

(@B, 2) = (zA,2)| = (2B — 2A,2)| = |(2(B - A),2)| < ||l=(B — A)|| - [|=||
<|B—All-|l«l* = |B — AJ.

Niésledné pro kazdou symetrickou matici B, pro niz ||[A — B|| < € a = € R, pro které
Jall = 1, plati

(zB,x) = (zB,z) — (xA,x) + (zA,z) > — |(xB,z) — (zA,z)| + (zA,x) > —e + £ = 0.

Podle Poznamky (b) je B je pozitivné definitni matice. O

Lemma vlastné fika nésledujici: Uvazujeme-li normovany linedrni prostor vsech sy-
metrickych matic typu N x N s maticovou normou z Ptikladu [.39] pak jeji podmnozina
vSech pozitivné definitnich matic je oteviena. Oteviend je i mnozina vSech negativné de-
finitnich matic a indefinitnich matic — dokazte! Oproti tomu, mnozina vSech pozitivné se-
midefinitnich matic ani mnozina vSech negativné semidefinitnich matic v tomto prostoru
oteviena neni.

Nyni se vratme zpét k lokalnim extrémtm. UkaZme si jeden ze zptisobti jak rozhodnout
o tom, zda stacionarni bod je ¢i neni bodem lokélniho extrému.

Véta 4.15 (postacujici podminky lokalniho extrému). Nechf f: RN — R, a € int D(f) je
staciondrni bod funkce f a funkce f md na néjakém okoli bodu a spojité vSechny parcidlni
derivace druhého radu. Plati

(a) je-li d?f(a) pozitivné definitni, pak f md v bodé a ostré lokdini minimum,
(b) je-li d%f(a) negativné definitni, pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum,

(c) je-li d%f(a) indefinitni, pak f nemd v bodé¢ a lokdlni extrém.

Diikaz. ad (a): Podle predpokladu je d?f(a) pozitivné definitni, tedy je pozitivné definitni
i Hessova matice V2 f(a). Pak podle Lemmatu k Hessové matici V2 f(a) existuje € > 0
takové, ze kazdad symetrickd matice B spliaujici ||A — B|| < € je pozitivné definitni. Ze
spojitosti parcidlnich derivaci funkce f v bodé a plyne existence Uy, (a) takového, ze pro
kazdé x € Us, (a) plati
0% f 0% f

— < .
81‘@6.@7‘ .%') 833181'] (a) N
Tedy pro kazdé x € Us, (a) plati

[V2£(a) = V2 f(@)]| <

Odtud tedy vidime, ze d?f(z) je pro kazdé x € Us, (a) pozitivné definitni. Podle piedpokladu
existuje okoli Us, (a), na kterém ma funkce f spojité derivace druhého fddu. Podle Taylorovy
véty (Véta[2.116) pro kazdé h € RY | takové, ze a + h € Rs,(a) existuje 7 € (0, 1) spliujici

fla+h) = f(a) + % d%f(a+ 7h)(h).
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Vyuzili jsme pfitom pfedpokladu, ze bod a je staciondrnim bodem funkce f. Polozme § =
min{dy, d2}. Pak pro kazdé h € RY takové, ze a + h € Rs(a) plati

Flath) — f(a) = o & Fa+ Th)(h) > 0

tzn. pro kazdé x € Rs(a) plati f(z) > f(a). Tedy f ma v bodé a ostré lokdlni minimum.
Ostatni pripady se dokazi podobné. O
Poznamka 4.16

e K urceni lokalniho extrému nam tedy stac¢i ukazat pozitivni nebo negativni definitnost
druhého diferencidlu (coz je kvadratickd forma). Pokud je ovSem pouze semidefinitni,
Véta nam nepomuze a musime si poradit jinak.

e Vsimnéte si, ze Véta [1.15 ndm pomuze k odhaleni pouze ostrych lokalnich extrému.

Piiklad 4.17 Urcete lokdlni extrémy funkce

f@y)=ayd—z—y), (z,y) €R”

Resend. Prirozeny definiéni obor této funkce je celé R2, tzn. hledejme lokéln{ extrémy v celé
roviné. Ziejmé funkce f md také vsude spojité parcidlni derivace (vSech Fadu), takze podle
Dusledku hledejme staciondrni body funkce f. Resime soustavu rovnic

0
—= =4y —2zy —y? =0,
Oz
0
—f:4:n—x2—23:y20,
Ay

kterou lze upravit na

y(4—2y—y) =0, (1)
x(4—x—2y)=0. (IT)

Z (0) plyne, ze bud’ (a) y = 0 nebo (b) 4 — 2z —y = 0.
ad (a): Necht y = 0. Dosazenim do dostdvame

z(4—x)=0.
Odtud plyne, ze x = 0 nebo z = 4. Dostavame tak dva stacionarni body
a1 = (0,0), a2 =(4,0).
ad (b): Pak y = 4 — 2x. Dosazenim do po upravé dostavame
z(3z —4) =0,

tedy £ = 0 nebo x = %. Dostavame dalsi dva stacionarni body

4 4
az = (074)) a4 = <37 3> .
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Nyni uréime pomoci druhého diferencidlu, zda jsou nalezené stacionarni body body lokalniho
extrému ¢ nikoliv. Nejprve ur¢ime Hessovu matici funkce f v obecném bodé (x,y). Plati

9 _ —2y 4 —2x — 2y
Vif(@y) = (4 —2x — 2y —2x '

2, v (0 4
\Y f(a‘l) - (4 0
a v souladu se znatenim Sylvesterova kritéria (Véta |4.10) plati

A1:0 a A2:—167é0

Pak

Tedy podle tohoto kritéria je Hessova matice a nasledné i druhy diferencial v tomto bodé
indefinitni. Z Véty plyne, ze f v bodé a; nemd lokdlni extrém.

Dale plati
0 —4
sz(ag) - (_4 _8> )

kde opét s vyuzitim znaceni ze Sylvesterova kritéria méme
A1 =0, ANg=-16#0.
Opét je druhy diferencidl v bodé as indefinitni. A z Véty plyne, Ze ani v bodé as nema

funkce f lokalni extrém.
9 (-8 —4

Dale méame
Zde s pouzitim Sylvesterova kritéria mame A; = —8 < 0 a Ay = —16 < 0, tedy V2 f(a3)
a nasledné d?f(a3) je opét indefinitni. Opét podle Véty nemad funkce v ag lokalni
extrém.

Zbyva posledni bod a4. Plati

V2 f(as) = (

Protoze A\ = —% <0alg= 4?8 > 0, podle Sylvesterova kriteria je matice V2 f(a4) nega-
tivné definitni. Tedy je negativné definitni i kvadraticka forma d2f(a4) a podle Véty
m4 funkce f v bodé a4 ostré lokalni maximum. O

Piiklad 4.18 Naleznéte lokalni extrémy funkce

flx,y,2) = 3 —I-y2 + 22 4 120y + 2z, (z,y,2) € R3.

Resend. Definiénim oborem této funkce je R3, pfitom je jasné, ze ma v kazdém bodé spo-
jité parcialni derivace vSech fadu. Hledejme nejprve staciondrni body této funkce. Resime
soustavu

g:3x2+12y20,
Ox
g:2y+12x:0,
dy
8—f:2z+120.

0z
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Tuto soustavu snadno vyresime. Z posledni rovnice okamzité uréime z = —%, z druhé
dostavame y = —6x, coz muzeme dosadit do rovnice prvni, odkud mame 322 — 72z = 0.
Tato rovnice méa dvé feSeni x; = 0 a 292 = 24. Odtud dostavame y; = 0 a yo = —144.

Dostavame tak dva stacionarni body

1 1
a1 = <0,0,—2> a az = <24,—144,—2> .

Hessova matice v obecném bodé mé tvar

6z 12 0
V2f(z,y,2)=[12 2 0
0 0 2
Konkrétné pak pro a; plati
0 12 0
Vif(a)=[12 2 0
0 0 2

Ke zjisténi definitnosti Hessovy matice pouzijme opét Sylvesterovo kritérium (Véta [4.10)).
Protoze
N1 =0, No=-144, N3=-2838#£0,

jde o indefinitni matici, coz znamenad, ze f nemd v bodé a; lokalni extrém.
Podivejme se nyni na bod as. Pak

144 12 0
Viflag) =112 2 0],
0 0 2

odkud vidime, ze
N1 =144 >0, N9=144>0, ~A3=2838>0

a podle Sylvesterova kritéria dostdvame pozitivni definitnost. Funkce f tak nabyva v bodé
ag ostrého lokdlntho minima. O

Nabizi se otézka, co nastane, je-li d?f(a) = 0, popf. jsou-li takové i diferencialy vyssich
fadu. Podobné jako u funkce jedné proménné plati nasledujici véta.

Véta 4.19 (postacujici podminky lokalnfho extrému). Nech? f: RN — R, a € int D(f) je
stacitondrni bod funkce f takovy, Ze

d*f(a) =0, d*f(a) =0, ..., d" " 1f(a) =0,

funkce f md na néjakém okoli U(a) spojité vsechny parcidlni derivace aZ do m-tého Fddu.
Plati

o je-li m liché, pak f nemd v bodé a lokdlni extrém,
o je-li m sudé, pak

— je-li d"™f(a) pozitivné definitni, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum,
— je-li d"™f(a) negativné definitni, pak f md v bodé a ostré lokdlni mazimum,

— je-li d™f(a) indefinitni, pak f nemd v bodé a lokdlni extrém.
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Pozndmka 4.20 Ve Véte se objevil pojem definitnosti a indefinitnosti formy d" f(a).
To je podobné jako pro kvadratickou formu, tzn. o d™ f(a) fekneme, Ze je pozitivné definitni,
pokud pro kazdé h € RN \ {o} plati d”f(a)(h) > 0. Mimochodem, pifmo z definice lze
dokazat, ze kazda nenulova forma lichého stupné je indefinitni.

4.2 Vazané lokalni extrémy

Uvazujme funkci jejiz graf a hladiny jsou vyobrazeny na Obrazku Predstavme si nyni,
ze je vytvorena zdvodn{ dréha, kterd, zaznacena v ,mapé“, tvor{ kruznici — viz Obrézek [.4]
Mohl by nés zajimat tzv. vyskovy profil této dréahy, zejména pak, ve kterych bodech této
cesty dosdhne zavodnik lokalntho minima ¢i maxima. Vzhledem k na¢rtnutym vrstevnicim se
dé veelku snadno uhodnout, ze extremalnich hodnot v rdmci této drahy dosahnou zavodnici
v bodech o soufadnicich ay,...,aq, pficemz ,lokdlniho minima“ je dosazeno v bodech a;
a as a ,lokdlntho maxima“ je dosazeno v bodech as a a4. VSimnéte si ale, Ze ani jeden
z téchto bodu neni bodem lokalniho extrému funkce. Duvodem je fakt, ze v naSem vnimani
extrému se omezujeme pravé na vyznacenou kruznici. To nés vede k nasledujicimu pojmu.

a1

|
i

aq T

a

.

\

«

Obréazek 4.4: Lokaln{ extrémy funkce dvou proménnych.

Definice 4.21 Necht f: RV = R, § # A C D(f), a € A. Rekneme, ze f méa v bodé a
vdzané lokdlni mazximum (minimum) vzhledem k mnoziné A, jestlize existuje U(a) takové,
ze pro kazdé x € U(a) N A plati

f@) <fla)  (f(2) = f(a)).

Podobné definujeme vdzané ostré lokdlni mazimum (minimum), kde nahradime okoli redu-
kovanym okolim a neostrou nerovnost ostrou nerovnosti.
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Vysetfovani vazanych lokdlnich extrému se odviji od toho, jak je zaddna mnozina A
z Definice Uvazujme dva pifpady:

e parametricky: mnozina A je zaddna jako obor hodnot néjaké N-vektorové funkce —

jejim proménnym fikdme parametry,

e implicitné: mnozina A je zadéna jako mnozina v8ech feSeni jedné rovnice ¢ soustavy
rovnic o N neznamych.

Piiklad 4.22 Jednotkovou kruznici 1ze zadat parametricky i implicitné. Implicitni zaddni
je notoricky znamé
K((0,0),1) = {(z,y) € R? ; 2” +3* =1},

Tedy jednotkové kruznice je dand jako mnozina bodu (z, y), které jsou fesenim jedné rovnice
o dvou neznamych. Kazdému absolventu stiedni skoly je ale zndmo i parametrické zadani
(vlastné se timto zpusobem geometricky definuji goniometrické funkce), tzn.

K((0,0),1) = {(cost,sint) € R?* ; t € R},

kde pravé proménné ¢ rikame parametr.

4.2.1 Parametrické zadani mnoziny A

Tento piipad je jednodussi na teorii i pouziti. Zakladni myslenka spo¢ivd v definovani po-
mocné funkce, jejiz proménné jsou parametry, kterymi byla A zadand. Lokalni extrémy
(i jejich typ) této pomocné funkce splyva s vdzanymi lokdlnimi extrémy puvodni funkce
vzhledem k mnoziné A. Tuto mySlenku ilustrujme na nékolika piikladech.

Piiklad 4.23 Urcete vazané lokalni extrémy funkce
fle,y) =2"+2y°, (2,y) €R?
vzhledem k mnoziné

A={(z,y) eR* ;x=3t,y=1t+2,t €R}.

Resend. Mnozina A je primka a jde o jednoparametrickou mnozinu. Uvazujme pomocnou
funkci
gt) = f(3t,t+2) =112+ 8t +8, teR,

coz je funkce jedné redlné proménné t. Zduraznéme, ze mé-li g lokalni extrém v bodé t, pak
funkce f ma v bodé (3t,t+2) vazany lokalni extrém vzhledem k mnoziné A — a to stejného
typu. Najdeme tedy lokalni extrémy funkce g. Plati

gt)=22t+8, ¢"(t)=22.

Funkce g mé v bodé ¢t = —% lokalni minimum. Tedy funkce f méa vzhledem k mnoziné A
véazané lokalni minimum v bodé
12 7

Protoze funkce g nemd lokalni maxima, nemd ani f vazané lokalni maximum vzhledem
k mnoziné A. O
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Piiklad 4.24 Vysetfete vazany lokalni extrém funkce

flz,y) =2y, (z,y) €R?

vzhledem k mnoziné

A = {(cost,sint) ; t € R}.

Resend. Vidime, ze A je opét dang parametricky a mimochodem jde o jednotkovou kruznici.
Definujme pomocnou funkci

1
g(t) = f(cost,sint) = --- = isin2t, teR.

Pak ¢'(t) = cos2t,t € R a ¢/(t) = 0 pravée tehdy, kdyz

tzn.

Protoze ¢"(t) = —2sin2t, t € R, pak

q" (% + kg) = —sin (% + kg) ==2(-D)"", keZ

Vzhledem k tomu, Ze nas zajimaji funkéni hodnoty funkce g pouze na néjakém intervalu
délky 27, uréime druhou derivaci jen v nasledujicich ¢tyfech bodech

" E):_Q " 3£ -9 1" 51 —_9 " 71 =9
g (4 <0, g <4> >0, ¢ 1 <0, g 1 > 0.

Odtud usuzujeme, ze funkce g md ostrd lokalni maxima v bodech 7 a %’r a ostra lokalni

minima v bodech ?ﬂf a %r. Proto funkce f nabyva vzhledem k mnoziné A vézané ostré
lokalni maximum v bodech

(cos%,sin%) = (?,?) a (cosif,sinif) = (—?,—?)

a vazané ostré lokalni minimum v bodech

Piiklad 4.25 Urcete vazané lokalni extrémy funkce
flz,y,2) =32" + 20> + 2%, (w,y,2) €R®

vzhledem k mnoziné
A={(z,y,2) eER®; 2 =2 —y}.
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Resend. Nejprve si véimnéme, ze nyn{ hleddme vézané lokalnf extrémy funkce t¥f proménnych
a mnozina A je jiz podmnozinou R3. Zadani mnoziny A je vlastné implicitni. Oviem toto
zadani je tak jednoduché, ze ho lze chapat i jako parametrické, kde parametry jsou piimo
proménné x a y, tzn. lze také psat

A={(z,y,x —y) ; z,y € R}

Ulohu tak prevedeme na hledén{ lokdlniho extrému pomocné funkce g(z,y) = flz,y,z—y),
x,y € R?. Protoze

g(z,y) = 42% — 2zy + 3y,

pak

dg B dg B
%(w,y)—&: 2y, ay(fv,y)— 2z + 6y,

odkud okamzité vypocteme, ze jediny stacionarni bod funkce g je (0, 0). Protoze pro Hessovu
matici funkce g v tomto bodé, tj. pro matici

(5 %)

plati Ay = 8 > 0 a Ay = 44 > 0, je podle Sylvesterova kritéria tato matice pozitivné
definitni. Podle Véty m4 funkce g v bodé (0, 0) ostré lokdlni minimum. Odtud jiz plyne,
ze funkce f ma v bodeé (0,0,0) vzhledem k mnoziné A ostré vdzané lokdlni minimum. ()

4.2.2 Implicitni zadani mnoziny A

Nyni se podivejme na piipad, ve kterém je mnozina A zaddna implicitné, tzn. ve tvaru

kde g1,...,9m : RY — R jsou funkce, M < N. Mnozina A je tedy prinikem 0-hladin funkci
1y -5 GM-
Nésledujici véta nam dava navod, jak hledat vazané lokalni extrémy metodou Lagran-

myslenka je jednoduchd — body vazanych extrému budou takové body z mnoziny A, ve
kterych bude gradient funkce f (tedy funkce jejiz extrém hleddme) linearni kombinaci gra-
dientu funkef g1,..., gy v tomto bodé — viz ddle Priklad (zejména Obrézek [4.5)).
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Véta 4.26 (o Lagrangeovych multiplikatorech). Necht maji funkce f,g1,...,g90 : RY — R
(1 < M < N) spojité parcidlni derivace proniho Fddu na oteviené mnoziné D C RN a v kaz-
dém bodé z mnoziny D md matice

8%’1 6$N
: .o (4.2)
81‘1 8$N

hodnost rovnu M (tedy mazimdini hodnost). Uvazujme mnozZinu A definovanou v (4.1) tak,
Ze A C D. Md-li funkce f v bodé a € A lokalni extrém vzhledem k mmnoZiné A, pak existuji
AL, -, A € R tak, Ze

M
Vfa) =Y \Vg;(a). (4.3)
j=1

Poznamka 4.27 Matice z je vlastné Jacobiho matice vektorové funkce g : RN — RM |
jejiz slozky jsou po fadé funkce g1, ..., gps-

Misto dukazu (ktery lze nalézt napt. v [3]) si ilustrujme pouziti této véty na nésledujicim
prikladu.
Piiklad 4.28 Naleznéte vazané lokalni extrémy funkce

foy) = 3a + 9P, (o) € B

vzhledem k mnoziné
A={(z,y) eR?; 2% +* = 1}.

Resend. Reseni této tlohy lze uhddnout. Na Obrézku vidime nékteré hladiny funkce f
a mnozinu A (zelené), coz je 0-hladina funkce g : R? — R definované predpisem

g(v,y) =222+ 4> -1, (v,y) € R

Podle hladin funkce f je vidét, ze vzhledem k mnoziné A nabyva funkce f svych nejvétsich
hodnot v bodech
a] = (0, 1), as = (0, *1)

a svych nejmensich hodnot v bodech

- (f50) ()

Kromé toho jsou na Obrézku zobrazeny gradienty funkce f (Gervené) a g (modie) v téch-
to bodech. Je jasné, ze gradienty funkce f a g v téchto bodech jsou kolinearni, tzn. pro kazdé
i=1,...,4 existuje \; € R tak, ze

Vf(ai) = AiVg(ai),

coz odpovidd podmince (4.3)). Je také vidét, ze v bodé b € A z Obréazku to splnéno jiz
neni. O
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\

Obrazek 4.5: Hladiny funkce f, mnozina A, gradienty funkci f a g ve vybranych bodech

2 Pifkladu

-

Poznamka 4.29 Definujeme takzvanou Lagrangeovu funkci
M
j=1

tedy funkci N proménnych x1,...,2xy o M parametrech A,...,\j;. Pak podminka (4.3)
se da napsat jako soustava rovnic

oL

a—xz(a,)\):O, izl,...,N,

kde A = (A1, ..., An).

Definice 4.30 Necht A je déna v ({.1). Rekneme, 7e a € A je staciondrni bod funkce f na
A, jestlize existuji tzv. Lagrangeovy multiplikdtory A1, ..., Ay € R tak, ze plati (4.3]).

Véta tedy k4, Ze funkce f muze mit vdzany lokaln{ extrém vzhledem k A jen ve
stacionarnich bodech na A. Opét musime néjakym zptisobem ovéfit, jestli je staciondrni
bod bodem vazaného extrému. K tomu ndm opét poslouzi druhy diferencial.
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Véta 4.31. Necht maji funkce f,g1,...,g9um : RY — R (1 < M < N) spojité parcidlni deri-
vace druhého Fddu v bodé a € RN, ktery je staciondrnim bodem funkce f na A, \i,..., A\
jsou jeho Lagrangeovy multiplikdtory, tzn. pro kazdé i = 1,..., N plati

oL

o7, (a;\) = 0.

Necht md matice (4.2) v bodé a hodnost rovnu M.
o Jestlize pro kazdé h € RN \ {o} spliugici
(Vgj(a),h) =0 proj=1,..., M,

plati
d*>L(a; \)(h) > 0 (resp. < 0),

pak md funkce f v bodé a ostré lokdlni minimum (resp. maximum) vzhledem k A.

o Jestlize existuji N, b2l € RN takové, ze

(VQj(a),h[i]) =0 proj=1,....,. M, i=1,2

PL(a; \)(RY) >0 a d®L(a, \)(RP) <0

pak f memd v bodé a vdzany extrém vzhledem k A.

Dukaz Véty 1ze nalézt tieba v [3].

Piiklad 4.32 Vyfreste Priklad metodou Lagrangeovych multiplikatoru, tzn. pomoci
Vty [120] (231

Resend. Jiz vime, ze mnozina A je 0-hladina funkce g : R> — R dané predpisem
g($,y):2$2+y2—1, (ZL',y) ERQ‘

Ziejmé Vg(x,y) = (4x,2y) pro kazdé (x,y) € R?. Pak podminka plné hodnosti matice (4.2))
v tomto piipadé znamend nenulovost gradientu funkce g. Vyfesenim soustavy

dr=0, 2y=0

dvou rovnic o dvou nezndmych zjistujeme, Ze gradient je nenulovy vsude aZ na pocatek.
Piedpoklad plné hodnosti matice (4.2)) je tak splnén pro D = R?\ {o}, ptitom A C D.
Nyni uvazujme Lagrangeovu funkci

L(Ji,y,)\) = f(xvy) - )‘g(x,y) = é($2 + y2) - )‘(21‘2 + y2 - 1)’ (‘T?y) € ]R27

kde A € R. Uréime vazané stacionarni body a k nim odpovidajici Lagrangeovy mul-
tiplikatory. Vyfesime soustavu tii rovnic o tfech neznamych x, y a A

OL
%(x,y;)\):x—él)\x:(),
OL
T @,y \) =y — 22y = 0
8y(fv,y,) y—2xy =0,

222 —I—y2 = 1.
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Upravou dostdvame nésledujici soustavu

z(1—4)) = 0, (1)
y(1—2X) =0, (1)
20% 4+ y* = 1. (I11)

Z rovnice () dostdvdme, ze plati bud (a) z = 0, nebo (b) A = 1.
ad (a): Dosadime-li do ([II), platf y? = 1, tzn. dostavdme dvé fesen{ y; o = +1. Dosazenfm
do pak dostavame \; o = % Dostéavame tak dvé reSeni

1
alz(‘rlayl):(oﬂ]‘)a >\1:§a

1
as = (3327y2) - (07 _1)7 )\2 - 5

ad (b): Dosazenim A = 1 do dostavame y = 0. Dosazenim do (III) dostaneme 2z% = 1,
tzn. mame dvé feseni x34 = :l:%. Takto mame dalsi dvé Teseni

1 1
az = (1.37:[/3) - (\/570) P )\3 - 17

1 1
aq = (x4uy4) == (_ 0) 9 >\4 - Z

Nyni vySetfime, zda funkce f ma v bodech a;, i = 1,...,4 vazany lokalni extrém
vzhledem k A — a to podle Véty
K tomu nejprve vypocteme Hessovu matici Lagrangeovy funkce

ol (1—4Xx 0
VL(a:,y,A)-( 0 IVE

ad (1): Bod a; = (0,1) s multiplikdtorem \; = %: Podminka
(Vg(ai),h) =0
pro h = (hy, ha) € R? je ekvivalentni s rovnosti
4-0-h;1+2-1-hy=0,
tzn. ho = 0. Tuto podminku tedy spliuji vSechny vektory ve tvaru
h = (h1,0), hi €R,

coz jsou vektory kolmé na gradient funkce g v bodé a; a jednd se o ,,smérové vektory tecny
k mnoziné A v bodé a;“ — viz Obrazek Pro tyto vektory plat{

d%L(a1; M) (k) = —h3.

Kvadratickou formu na levé strané lze chapat jako formu o jedné proménné h;. Tato forma
je negativné definitni, protoze d?L(ai;\1)(h) < 0 pro kazdé h = (h1,0), hy € R\ {0}. Tedy
podle Véty m4 funkce f v bodé a; ostré lokalni maximum vzhledem k mnoziné A.
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ad (2): Bod as = (0, —1) s multiplikdtorem Ao = %: Podminka
(Vg(az),h) =0
pro h = (hi, hy) € R? je ekvivalentni s rovnost{
4-0-h1—2-1-he =0,
tzn. ho = 0. Dostavame pak pro tyto vektory
d%L(ag; Xo)(h) = —h3,

tedy podobné jako v predchozim piipadé ma podle Véty funkce f v bodé ag ostré
lokalni maximum vzhledem k mnoziné A.
ad (3): Bod az = (%, 0) s multiplikdtorem A3 = I: Podminka

(vy(a?))? h) =0

pro h = (hy, ha) € R? je ekvivalentni s rovnosti

4
—h1+2-0-hy =0,
N ?

tzn. hy = 0. Dostavame pak pro tyto vektory
2 Lo
d”Lias; A3)(h) = Sh.

Podle Véty funkce f ma v bodé ag ostré lokalni minimum vzhledem k mnoziné A.
ad (4): Bod a4 = (—%,0) s multiplikdtorem A\; = 1: Podminka

(Vg(as),h) =0
pro h = (h1, ha) € R? je ekvivalentni s rovnost{

4
——=-h1+2-0-hy =0,

V2

tzn. opét h; = 0. Dostavame pak pro tyto vektory

1
d?L(ag; M) (h) = ih;

Podle Véty funkce f mé v bodé a4 ostré lokdlni minimum vzhledem k mnoziné¢ A. O

4.3 Globalni (absolutni) extrémy

Tento pojem jiz zname — jde o pouhou nejvétsi/nejmensi funkéni hodnotu dané funkce na
dané mnoziné — viz Definici [2.13]

Definice 4.33 Souhrnné globalnimu maximu a mininu tikdme globdlni extrém.
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Navic jiz zndme jednoduchou postacujici podminku pro existenci globalnich extrému —
je to Dusledek V nasledujici vété tuto postacujici podminku pouze doplnime o dalsi
uzite¢nou informaci.

Véta 4.34. Necht f: RN — R, A C D(f) je kompaktni. Pak f nabyjvd na A svého globdl-
niho maxima i minima. Funkce nabyjvd globdlni extrém bud uvnity v bodé lokdiniho extrému
nebo na hranici.

Poznamka 4.35 Tvrzen{ Véty[4.34ndm dév4 prakticky ndvod k urcen{ globalntho extrému.
Staci vySettit body z mnozin int A a 0A:

e int A: stacionarni body a body, ve kterych funkce nema nékterou z parcialnich derivaci
— a urcit v téchto bodech funkéni hodnotu. K tomu pouzijeme kapitolu o lokalnich
extrémech.

e JA: stacionarni body funkce f vzhledem k mnoziné A a body ve kterych Lagrangeova
funkce nema nékterou z parcidlnich derivaci — a urcit v téchto bodech funkéni hodnotu.
K tomu pouzijeme nékteré poznatky o vazanych extrémech.

Nakonec porovname ziskané funkéni hodnoty a uréime nejvétsi a nejmensi z nich. To bude
globalni maximum a globalni minimum funkce f na mnoziné A.

Piiklad 4.36 Vypoctéte maximum a minimum funkce

f(x7y) =Yy

na mnoziné
A={(x,y) eR*: 2? + 2% < 1}.

Resend. Nejprve vysetieme stacionarni body funkce v mnoziné
int A= {(z,y) € R?*; 2 +2° < 1}

viz Obrazek m ReSime soustavu rovnic

of o
5, &Y =y =0,
of o
ay(x7y) —1’—0,

ktera m4 jediné feseni (zg, yo) = (0,0). Tento bod lezi v int A, zapamatujme si proto hodnotu
£(0,0) = 0.
Nyni se podivejme na mnozinu
0A = {(z,y) e R? ; 2* + 29* = 1}.

Je jasné, ze jde o elipsu — viz Obréazek Tato mnozina je zadand implicitné (ale slo by
ji jednoduse zadat i parametricky). Sta¢i urcit staciondrni body funkce f na A a vypocitat
funkéni hodnoty funkce f v téchto bodech. Lagrangeova funkce je pak definovana predpisem

L(z,y; \) = 2y — )\(332 + 2% — 1).
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ResSme soustavu

oL
%(x,y; A) =y —2\z =0, (I)
gﬁ(ﬂf, yiA) =z —4hy =0, (IT)

2 42y = 1. (I11)
Z prvnich dvou rovnic muzeme odvodit, Zze plati
y(1 —8X\%) = 0.

Jsou tedy dvé moznosti: (a) y = 0 nebo (b) A2 =

oo =

(a) Z rovnice (TI) dostdvdme 2 = 0 a dosazenim do rovnice ([I)) dostavame 0% +2-0% = 1,
coz nemuze platit. Tato cesta nam zadné feSeni nepfinesla.

(b) Necht \ = ﬁ Pak z rovnice () mdme = = /2y a dosazenim do dostavame

y? = i. Dostavame tak dvé feseni

(1) - ().

Pro A = ——= postupujeme uplné stejné a dostavame dalsi feseni

1
2v2
(73,93) = (—?,;) a (r4,y4) = <\f,—;> )

Funkéni hodnoty funkce f v téchto ¢tyfech bodech jsou po fadé
1 1 1 1

V2oV VR VR

Porovname-li vypocitané funkéni hodnoty, pak dostavame, ze funkce f nabyva na mnoziné

A své nejvetsi hodnoty % (v bodech (x1,y1) a (x2,12)) a nejmensi hodnoty —-L (v bodech

\/5
(z3,93) a (T4, y4)). O

Y

R
_1\-1/1:5

(a) Mnozina int A. (b) Mnozina 0A.

Obrazek 4.6: Mnozina A z Piikladu
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Piiklad 4.37 Vypoctéte nejvétsi a nejmensi funkéni hodnotu funkce

flzy) =2 —zy+y% (2,y) €R?

na mnoziné
A={(z,y) ER?; [z] + |y| < 1}.

Resend. Nejprve vysetieme stacionarni body funkce v mnoziné
int A = {(z,y) € R?; |z] + |y < 1}

viz Obrazek @ Resime soustavu rovnic

of B
9 =2~ v=0,
of B
—ay—2y xz =0,

z ¢ehoz okamzité vidime y = 2x a x = 2y. To je splnéno pravé pro (z,y) = (0,0), ktery
lezi v int A (pozor tuto inkluzi je vzdy potieba ovérit!). Zapamatujeme si funkéni hodnotu
v tomto bodé, coz je

f(0,0) =0.

Nyni se podivejme na mnozinu
dA = {(z,y) € R?; |z[ + |y| = 1}.

Je potieba si tuto mnozinu na¢rtnout. Tieba tak, ze uvazujeme ¢asti této mnoziny v jednot-
livych kvadrantech. Napt. v prvnim kvadrantu plati > 0, y > 0, tzn. prunik 0A s prvnim
kvadrantem je mnozina dand podminkami

x>0 AN y>20 AN z4+y=1,

coz je isecka s krajnimi body (1,0) a (0, 1). Takto postupujeme s dalsimi kvadranty a dosta-
vame, ze OA je ¢tverec o vrcholech (1,0), (0,1), (—=1,0) a (0, —1), viz Obrazek Mnozinu
si rozsekdme na tsecky (a), (b), (c) a (d) — viz zminény obrézek.

(a) Prvnf dsecka je mnozina uspofddanych dvojic (z,y) dand vztahy
y=—-1-—z, x€l[-1,0].
Definujeme pomocnou funkci

go(z) = f(z,—1—2), x€[-1,0].

Tuto funkci uvazujeme kvuli tomu, ze nabyva pravé vSech hodnot co funkce f na
usecce (a). Z toho ovSem plyne, Ze nejvétsi, resp. nejmensi funkéni hodnota funkce g,
na intervalu [—1, 0] je nejvétsi, resp. nejmensi funkéni hodnota funkce f na tseéce (a).
Funkce g, nabyva globalni extrémy bud uvniti intervalu (—1,0) ve svém staciondrnim
bodé, nebo v krajnich bodech z = —1 a x = 0. Protoze

galx) =22 —x(-1—2)+ (-1 —2)? =322 + 3z +1,
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pak
Jo(x) =6z +3

a tedy stacionarni bod je z = —% € (—1,0). Funkce g, muze mit globélni extrém na
intervalu [—1,0] v bodech

Z toho plyne, ze f muze nabyvat extrému na tsecce (a) v bodech

1.0, (—3-3). ©.-.

Plati
1 1 1
f(_170) =1, f <_2a _2> = 1, f(O,—l) =1.

Stejné budeme postupovat na dalsich ¢astech 0A.

(b) Druh4 usecka je mnozina ve tvaru

{(z,y) eR? sy =2 — 1, z € [0,1]}.

Definujeme gp(x) = f(z,z — 1), z € [0,1] a pocitdme dale. V této casti dostdvame

fO,-1)=1, f (;a _;> = § f(1,0)=1.

(¢) Na treti isecce
{(z,y) eR? sy =~ +1, 2 €[0,1]}

dostavame

fo,1)=1, f (; ;) = i f(1,0) = 1.

(d) Koneé¢né na posledni tsecce

{(z,y) eR*;y=a+1, z€[-1,0]}
dostavame

F=L0)=1, f (—ii) -3 fom-1

Podivame-li se na vSechny doposud vypoc¢itané funkéni hodnoty funkce f na mnoziné A
podeztelé z globalniho extrémismu, dostavame

inf=0 =1.
min f =0, maxf O

Mnohdy hleddme extrémy funkei vice proménnych na celém RY. K dispozici mame
nasledujici vétu.
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(a) Mnozina int A. (b) Mnozina dA.

Obrézek 4.7: Mnozina A z Piikladu

Véta 4.38. Necht f: RN — R je spojitd na RY a plati

o e (@) = 02

Pak f nabyvd svého globdintho minima vzhledem k RN a to v nékterém z bodi lokdiniho
extrému. Navic, pokud f md viechny parcidlng derivace proniho Fddu ve viech bodech z RN,
pak f nabyvd svého globdlniho minima v nékterém ze staciondrnich bodi.

Dukaz. Podle limitniho predpokladu k éislu K = f(o) existuje Us(o) takové, ze pro kazdé
r € RY takova, ze ||z|| > & plati f(z) > K = f(0). Odtud plyne, ze pokud nabyvé funkece
f svého globalniho minima vzhledem k mnoziné Us(o), jde o globdlni minimum vzhledem
k celému RY. Ale podle Véty funkce f skutetné nabyva globalniho minima vzhledem
k mnoziné Us(o). O

Ukazme si nyni aplikaci pravé vylozené teorie na velmi prakticky problém, ve kterém
chceme k danym bodum v roviné najit ptimku, kterd je jim v jistém smyslu nejblize. Je
pravda, ze je ho mozno vyftesit daleko rychleji prostiedky linearni algebry, nasi metodu lze

vvvvvv

Piiklad 4.39 (metoda nejmensich ¢tvercu) Jsou dédny body v roviné

(x1,91)s (T2, 92)s «+y (T, yn) € R?,

kden € N, n > 1, x; # xj proi,j = 1,...,n, i # j — viz Obrézek .8 Naleznéte piimku,
kterd je témto bodam ,nejblize“.

Resend. Je nutno konstatovat, ze zadéni piikladu neni korektni. Neni totiz jasné, jakym
zpusobem zjistime, kterd piimka je bodum bliZze nez jind. Téch zpusobu je totiz vice. My
zvolime nasledujici pravidlo: Pro danou piimku o rovnici

Yy =ax +b,

kde a,b € R definujeme jeji vzdéalenost od zadanych bodu jako ¢islo

(ax1 +b—1y1)* + (aze +b—1y2)? + -+ (axy +b—yn)* = Z(axi +b—y)*
i=1



4.3. GLOBALNI (ABSOLUTNI) EXTREMY 125

A bude nés zajimat takova piimka, pro kterou je toto ¢islo nejmensi. Tento soucet ma
pékny geometricky vyznam. Pro danou piimku jde o soucet obsahti ¢tvercu o délce strany
laz; + b — y;|, viz Obrazek Nasim tikolem je tedy najit rovnici ptimky y = ax + b, tedy
hodnoty parametru a a b, pro néz funkce

n

fla,b) => (ami+b—y:)%, (a,b) € R?
=1

nabyva nejmensi hodnoty.

Nejprve je tieba ovérit, ze takové globalni minimum existuje. Je okamzité vidét, ze f
je spojita a mé spojité derivace viech Fadii na celém R2. A da trochu price ovéiit, ze také
plati

lim  f(a,b) = cc.
ll(a,b)[|—+o0

Podle Véty pak funkce nabyvé svého globalnfho minima vzhledem k celému RY a to
v néjakém stacionarnim bodé. Urceme tedy stacionarni body. Resime soustavu o nezndmych
aab:

of S B
%(a,b) —2;(a:€1+b—yl)'xl =0,

of v . N
%(a,b) —2;(61:61—&—6—%) = 0.

Tu lze upravit na soustavu

n n n
azu’c? +bzﬂfi = inyia
i=1 i=1 i=1
n n
ain+b-n:Zy,-.
i=1 i=1

Oznaéme matici této soustavy jako A. Jeji determinant je roven ¢&islu

n n 2
det A = an? — (Zwl> .
i=1 i=1
Lze dokéazat pravdivost néasledujiciho vyroku:
n n 2
VneNn>1Vry,xo,..., 2, € Rizy # 20 : an? — (sz> > 0.
i=1 i=1

Dukaz je ponechdn ¢tendri jako uzitetné zopakovdni si metody dukazu matematickou in-
dukci. Diky tomu je ale nase soustava rovnic vzdy Fesitelnd a ma jediné feseni (a,b) (tfeba
pomoci Cramerova pravidla), kde

a =
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X1 o I3 T4 Is5 Te Iy xIrs x

Obréazek 4.8: Zadané body s prolozenou pifimkou a ¢tverci z Piikladu

(59 () (5 (57)

Dostali jsme tak jediny stacionarni bod. }
Zavér: Hledana primka ma rovnici y = ax + b. Jeji graf, pak lze vidét na Obrazku O




Kapitola 5
Ciselné fady

Nyni se budeme zabyvat s¢itanim nekonetného mnozstvi ¢isel, konkrétné souc¢tem vsech
¢lent néjaké posloupnosti redlnych ¢isel. Zajima nds, jak pro danou posloupnost {an}.- ;
smysluplné definovat vyraz

a;+az+ag+---

a jak s nim dale pracovat, tedy zda pro ,nekonecné soucty“ plati stejnd pravidla jako pro
soucty koneéného poctu séitanctu. Takové otazky se datuji az do starovéku a jejich Spatné
uchopeni vede na ruzné paradoxy — vygooglete si asi nejzndméjsi paradox o Achillovi a zelvé.
A neni to jen takova matematicko-filozoficka hticka. S nekoneénymi fadami se nevédomky
setkdvame jiz na zakladni Skole. Desetinny zapis redlného ¢isla totiz neni nic jiného nez
zapis souctu jisté ¢iselné rady — viz déle.

5.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 5.1 Necht {a,}.-, je posloupnost redlnych ¢isel. (Nekonecnou) ciselnou radou
nazyvame symbol

o
Zan nebo ai+as+---.

n=1

Posloupnost {s, },-; redlnych ¢isel definovanou
S1=a1, S9=a1+ag, ..., S, =Q1 +Aag+ -+ an, ...
nazyvame posloupnosti ¢dstecnych soucti rady » > | a,. RozliSujeme t¥i pripady:

e Existuje-li vlastni limita lim s, = s, fikdme, ze fada > -, a, konverguje a md
n—oo
soucet S.
e Existuje-li nevlastni limita lim s, = d+oo, fikame, ze fada diverguje k +oo.

n—oo

e Neexistuje-li lim s,, fikame, ze fada osciluje.
n—oo

Poznamka 5.2

(a) Piimo z definice vidime, jakym zpusobem jsme zvolili ,secteni nekoneéného poctu
Cisel“. Vezmeme si prvni ¢len a1, k nému pricteme druhy ¢len ao, k tomuto souctu
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pricteme tfeti ¢len ag, atd. Pak se divame, co se s timto ,¢aste¢nym“ souctem déje.
Je tfeba zduraznit, Ze toto neni jediny zpusob séitani nekoneéného poctu ¢éisel, i kdyz
jde asi o ten nejpfirozengjsi. Zminme jiny zpusob, napt. Cesarovu sumaci, kde kon-
vergence fady neni podminéna konvergenci posloupnosti ¢dsteénych soucti {s,} -

n=1"
ale konvergenci posloupnosti
(o]

1 n
B

Da se dokazat, ze fady konvergentni ve smyslu Definice jsou konvergentni i ve
smyslu Cesarové a soucty jsou stejné.

J T 00 T s v v~ 00 . .
Neméa-li {s,},~; vlastn limitu, fikdme souhrnng, ze fada )~ ; a, diverguje.

Symbol Y>> | a, bude mit dvoji vyznam. Jednak bude oznacovat fadu samotnou,
a pokud tato fada konverguje ¢i diverguje k +o0o, oznacuje navic i jeji soucet (bude
to tedy ¢islo z R*).

Neékdy je vyhodnéjsi indexovat séitance v fadé jiz od nuly, tzn. uvazujeme jesté ,nulty
¢len“ posloupnosti ag a nasledné radu

[o¢]
Zan nebo ag+a; +ag+---.

n=0

Jde pouze o ,posunuti* indexu; s¢itancu je pofad ,stejné mnoho“ (pfesné: tolik, kolik
je prirozenych ¢isel — fikd se spocetné mnoho). Napt. geometrickd Tada se zapisuje
bud’ jako

o0 o0
Zaq”_1:a+aq+aq2+--- nebo Zaq”:a+aq+aq2+--~.
n=1

n=0

Vidime, ze v obou piipadech s¢itdme ta sama ¢isla, a v tom samém poradi (Ize je tedy
pii trose dobré viule chépat za totozné). Podobné muzeme fady indexovat pocinaje
libovolnym celym ¢islem.

Piiklad 5.3 Vysetifete konvergenci geometrické rady, tzn. fady ve tvaru

e, 9]
Zaq”_1:a+aq—|—aq2+aq3+'--,
n=1

kde a,q € R, a # 0.

Resend. Jestlize ¢ = 1, plati

S, =a+a+---+a=na—00-sgna, pron — oo.

Pokud ¢ # 1, pak lze psat

Sn:a+aq+...+aqn_1:a(1+q+...+qn_1)
1—-q¢ 1-—4¢"

— all cee gl — .
a(l+q+---+¢q )1—q T
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Staci jen vySetfit limitu posloupnosti {s,},-; vzhledem k parametru ¢, pfitom se pouzije
znalosti ziskanych napf. v [13]. Nakonec dostavame

oco-sgna proq>1,
lim s, = ¢ +& pro |q| < 1,

n—o00 1—q
neexistuje pro g < —1.

Zdveér: Geometricka fada konverguje k 1‘%[1 pro |gq| < 1, diverguje k oo - sgna pro ¢ > 1
a osciluje pro ¢ < —1. O

Piiklad 5.4 Dokazte, ze harmonickd tada, tzn. fada

n 2 3 4
n=1

diverguje.

Resend. Oznacéme {sn}oe | posloupnost jejich ¢dsteénych souctu. Protoze

1 1 1
=144t = = ——>5,>0
Sn+1 +2+ +’I’L+TL—|—1 5n+n+1 Sn
pro viechna n € N, je {s,},~; rostouci posloupnost kladnych ¢isel, tzn. ma kladnou limitu;
oznacme ji s € (0,00]. Dokdzeme, ze s = oo. Uvazujme podposloupnost {son} > |, jejiz
limita je rovna také s. Pro kazdé n € N plati

1 1 1 1 1
82"+1:1+§+"‘+27+2n+1+2n+2+"'+ﬁ
1 1 1 1 1 1
T T T T T Ty T T T
> Son + + ! +---+ L :32n+i232n+1.
= 227 " 2.on 2 on 2.2 2
2" x

Ptejdeme-li na obou strandch s n — co, mame

>4
S S -.
- 2

74dné redlné ¢islo tuto nerovnost nesplituje, pfitom pro s = co nerovnost plati. O
Piiklad 5.5 Vysetiete konvergenci rady

= 1
Zn(n—{—l)'

n=1

Resend. Pomoci rozkladu na parcilni zlomky lze vypoéitat, ze pro viechna n € N plati

1 1 1

nin+1) n n+1
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Odtud vidime, Ze pro posloupnost ¢dstecnych souctu {s,},-; plati

L + L + -+ 1
5, — e
"1 2.3 n(n+1)
1 2 2 3 n n+l = n+l
Pak lim s, =1 a tedy fada konverguje a mé soucet roven cislu 1. O

n—oo

Poznamka 5.6 Radu v Piikladu jsme byli schopni vyjadrit ve tvaru

§ - Cn—i—l

n=1

kde

chn=—, meN,
n

Pro obecnou posloupnost {c, },-; se témto fadam iikd teleskopické a jejich soucet se spocita
velmi jednoduSe. A to proto, ze jeji n-ty ¢asteény soucet je roven

(c1 —c2)+(ca—c3) + -+ (cn — Cny1) = €1 — Cpy1.

Odtud jiz vidime, ze teleskopicka Ffada konverguje praveé tehdy, kdyz konverguje posloupnost
{en}o2 . Piitom, pokud konverguje, plati

Z —Cpt1) = c1 — lim ¢,
el n—oo
Ukézali jsme si par jednoduchych pitkladi, ve kterych jsme vypocitali limity posloup-
nosti ¢asteénych souctu fad. To v nds muze vyvolat klamnou predstavu, ze je to normalni
jev. Ve skutecnosti je tomu pravé naopak. VétSinou nejsme schopni z definice spocitat
soucet fady. OvSem nam bude stacit umét odpovédét na nasledujici otdazku: zda je ¢ nend
Tada konvergentni. Ukazeme si nékolik (téch nejjednodussich a nejzndméjsich) zpusobu, jak
rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci zadané fady.
Zacnéme nutnou podminkou konvergence, kterd se pouziva pro dokazani divergence

fady.

Véta 5.7 (nutnd podminka konvergence). Jestlize fada Y > | an konverguje, pak

lim a, = 0.
n—oo

Dikaz. Podle predpokladu je posloupnost ¢astecnych souctu {s,} -, fady > 2 an kon-

vergentni, oznatme lim s, = s € R. Protoze a,, = s,, — sp,—1 pron € N, n > 2, plati
n—o0

lim a, = lim (s, — sp—1) =s—s5=0,
n—o0 n—oo

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili vétu o aritmetice konvergentnich posloupnosti. O

Jak je zduraznéno i nazvem Véty opacnd implikace v této vété obecné neplati.
Tzn. existuji fady, které nutnou podminku splnuji, ale diverguji, viz Priklad Nelze tedy
dedukovat konvergenci Tady zjisténim, Ze posloupnost jejich élenu jde k nule!!!
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Piiklad 5.8 Vysetfete konvergenci fady

o

Z n5+5n4+1
5n5 4+ 100n + 2°

n=1

Resend. Protoze 5 .
i +on*+1 :1#07
n—oo 5nd +100n +2 5
podle nutné podminky konvergence (Véta rfada nemuze konvergovat; fada tedy diver-
guje. Na tomto misté je tieba znovu zduraznit, ze pokud by nam limita vysla nulova, nic
by to o konvergenci ¢ divergenci fady nefikalo! O

Nyni si predstavme dalsi variantu Bolzanovy—Cauchyovy véty, tentokrat pro konvergenci
¢iselné fady. Budeme ji pouzivat zejména v dukazech.

Véta 5.9 (Bolzanova-Cauchyova nutnd a postacujici podminka konvergence). Rada
Y o2 an konverguje prdvé tehdy, kdyz

VeeR,e>03ng e NVm,neN, ng <m<n: |ami1 + aGmi2+ -+ ap| <e.

Diikaz. Podle definice fada ). | a, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje posloupnost
jejich edstecnych souctu {sy}o ;. Ta je pak podle Bolzanovy—Cauchyovy véty pro posloup-
nosti ekvivalentni s tim, ze pro kazdé £ > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé m,n € N,
ng < m < n plati

|Sn — sm| < e.

Ptitom pro m < n plati

|Sn = Sm| = a1+ + an — (a1 + -+ am)| = [@ms1 + amy2 + -+ + anl. O

Nésledujici véta nam iikd, ze koneéné mnoho ¢lenu nemd vliv na konvergenci, resp.
divergenci fady. Stejnojmennd véta plati i pro limity posloupnosti — ovSem u posloupnosti
nemé koneény pocet Clenu vliv ani na hodnotu limity. V tomto pfipadé ale na vysledny
soucet maji vliv vsechny nenulové ¢leny fady. Asi netieba zduraznovat dulezitost této véty.
Diky ni si muzeme piedefinovat libovolny koneény pocet ¢lent fady, aniz by to mélo vliv
na konvergenci/divergenci.

Véta 5.10 (o invarianci). Necht {an}oo i, {bn}re, jsou posloupnosti redlnyjch céisel takové,
Ze
an =b, prosv. néeN.

Pak Y27 | an konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje » o7 | by,.

Diikaz. Necht ng € N je takové, ze pro véechna n € N, n > nq plati a, = b,. Oznac¢me
{sn}rq a{tn},—, posloupnosti ¢dstetnych soucttu fad Y .~ an a > . b,. Pak pro kazdé
n € N, n > ng plati

Sn_Sno:an0+1+"'+an:bno+1+"'+bn:tn_tnoa
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tzn.
Sp =ty + (Sno - tno)'

Tedy existuje-li vlastni limita posloupnosti {t,},- ,, existuje i vlastni limita posloupnosti
{sn}oo, a naopak. 0

Podivejme se, jak je to se s¢itanim fad a nasobenim fady jednim cislem.
Véta 5.11 (o linearité).

(a) Necht Y > an je fada, k € R, k # 0. Pak Y ;"1 an, Y poy ka, konverguji nebo
diverguji soucasné. V pripadé, Ze konverguji, plati

[o.¢] o
S ka — k (Z) .
n=1 n=1
(b) Jestlize jsou fady > o2 an, > ooy by konvergentnd, pak Y 7 (an + by) je také kon-
vergentni a plati

(0.0 (0.0 (o)

S ot = 300+ 30

n=1 n=1 n=1

Dikaz. ad (a): Oznacme {s,}, -, a {ty},-, posloupnosti ¢astecnych souctu rad Y .-, an a

>0 kan. Pak
tn, = Zk:ai = kZai = ks,
i=1 i=1

pro vSechna n € N. Tedy posloupnost {¢,} - ; mé vlastni limitu ¢ pravé tehdy, kdyz {s,} -,
ma vlastni limitu s, a pokud obé konverguji, pak t = ks.

ad (b): Oznac¢me {sp}~ 1, {tn}ney & {un}ro, posloupnosti ¢astecnych souctt fad > o7 | an,
Yool bnad o2 (an +by). Pro viechna n € N plati

Up = Sp + Ty
Protoze posloupnosti {s, },—; a {ty}, -, konverguji, konverguje i {u,},-, a plati

lim u, = lim s, + lim t,. O
n—oo n—0o0 n—o0

Nyni se podivejme, zda pro soucet nekoneé¢ného poctu realnych ¢éisel plati asociativni
zédkon. Nasledujici piiklad ukazuje, zZe je tieba opatrnosti.
Piiklad 5.12 Uvazujme tzv. Grandiho radu

o0
(-1 =1—-141-14---.

n=1

Pak se muzeme pokusit spocitat jeji soucet ndsledujicim zpusobem:
1-1+1-14---=1-1)4+(1A-1)+---=0,
ale tfeba také takto

1-14+1-14--=14(-141)+(-14+1)+---=1.
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Dochézime k dvéma riznym vysledkim. V ¢em je chyba? Problém je v chybném predpokladu
platnosti asociativniho zakona pro scitdni nekonecéného poctu ¢isel. Ten totiz plati pouze pro
konvergentni fady (viz dale Vétu. Ptitom se lze snadno pfesvédéit o tom, ze Grandiho
fada diverguje (osciluje). O

Véta 5.13 (asociativni zdkon pro konvergentni fady). Necht > o7, ay, je konvergentni fada,
{kn},2| je rostouct posloupnost prirozenygch éisel. Polozme ko =0 a pro n € N oznacme
bn = aknfl"l‘l + aJk/'nfl“!‘2 + T + akn'

Pak tada Y7, by, konverguje a plati
o0 oo
> h=3a
n=1 n=1

Diikaz. Necht {s,} - je posloupnost ¢dstecnych souctu rady > oo, an. Pak vybrand po-
sloupnost {sg, }oo | z posloupnosti {s, } -, je posloupnosti édstecnych souctu fady > o~ | by,.
Protoze {sy},- konverguje, musi konvergovat i jeji podposloupnost a limity jsou stejné.
O

Poznamka 5.14 Piedchozi véta iikd, ze konvergentni fadu lze libovolné prezavorkovat
a jeji soucet se nezméni, tzn. konverguje-li fada a1 + - -- + a, + - - -, pak konverguje i fada

(a1+ -+ + ap) + (Aka1 + o+ Q) + (Ahgg1 + oo+ agy) + o

a jejich soucet je stejny.

5.2 Rady s nezdpornymi ¢leny

Pojd'me se nyni systematicky zabyvat otdzkou jak efektivné zjistovat konvergenci fad. Pro
jednoduchost se budeme nejprve zabyvat fadami, jejichz ¢leny jsou nezédporné (resp. kladné).

[e.9]

Definice 5.15 Je-li a, > 0 pro vSechna n € N, nazyva se fada ) .~
porngmi cleny. Podobné radou s kladnymi ¢leny rozumime fadu Y oo | ap, kde a, > 0 pro
vSechna n € N.

an Tadou s nezd-

Jednoduchost téchto fad je také vyjadiena v nasledujici véte.

Véta 5.16. Rada s nezdpornygmi cleny bud konverguje (a md nezdporny soucet) nebo diver-
guje k co. Konverguje prdavé tehdy, kdyz jeji posloupnost édsteénijch soucti je ohranicend.

Drikaz. Tvrzeni plyne z faktu, ze posloupnost ¢asteénych souctu rfady s nezapornymi cleny
je neklesajici, tedy monoténni. Kromé toho jde o posloupnost s nezdpornymi ¢leny, tedy jeji
limita je bud’ nezdporné ¢éislo (pokud posloupnost konverguje) nebo oo (v opaéném pifpadé).
Pritom konverguje pravé tehdy, kdyz je ohranicend. O
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Poznamka 5.17 (geometrickd interpretace souétu fady) Radu s nezdpornymi ¢ kladnymi
¢leny lze jednoduSe chépat jako soucet nekonecného poc¢tu obsahu obdélniku o stranach
an a 1, viz Obréazek s grafem posloupnosti {a,} - ;. Vznikly obrazec je mozno podle
potieby uvazovat také ,posunuty doprava o jednicku“ (viz Obrazek [5.2al). Ctensf si sdm
muze predstavit, jak je to s geometrickym vyznamem fad s libovolnymi ¢leny.

Gn

a

a2

as

“ as g ar | as ag
1 2 3 4 5) 6 7 8 9 n

Obrézek 5.1: Geometricky vyznam souctu fady s nezdpornymi cleny

Nyni se podivejme jak efektivné zjisfovat konvergenci. Zaénéme tzv. srovndvacimi kritérii,
ve kterych vzdy potiebujeme jinou fadu, o jejiz konvergenci/divergenci jiz vime.

Véta 5.18 (1. srovnavaci kritérium). Necht > 02 an, Y oo

ne1 bn gsou Tady s nezdpornymi
cleny a

anp <b, proswv. néeN.
Pak plati

(i) jestlize > 7 | by konverguje, pak > " | an konverguje,

(ii) jestlize > o7, a, diverguje, pak > o by diverguje.

Diikaz. ad (i): Vzhledem k vété o invarianci (Véta[5.10) muzeme piedpokladat, ze nerovnost
an < by

plati pro vechna n € N. Ozna¢me {s,},_, {tn},—; posloupnosti ¢astecnych souctu fad
D ne1 Gny 2y bn. Pak
sp < tp

pro véechna n € N. Jestlize ) 7, b, konverguje, pak {t,} -, je ohranicena a je tedy

ohrani¢end i {s,} - ,, tzn. fada )~ ; a, konverguje.
ad (ii): Jde o obménu (i). O

Srovnavaci kritérium nas vede k nasledujici definici.

Definice 5.19 Plati-li pro dvojici fad s nezdpornymi ¢leny > 2 | apn, > oo by nerovnosti

an < b, pros.v.néeN,

o0

- o0 . . o
o1 Gn @ naopak, ze Y ° . an je minorantni

itkdme, ze Yo", b, je majorantni k fadé )
k fadé > 02 | bp.
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Jazykem Definice [5.19)si muzeme Vétu[5.18 pamatovat tak, ze najdeme-li k vySetfované
fadé majorantni fadu, ktera je navic konvergentni, pak je i nage puivodni fada konvergentni.
Naopak, najdeme-li k vySetfované fadé minorantni fadu, ktera je navic divergentni, pak je
i naSe puvodni fada divergentni. Chdpeme-li soucet fady s nezdpornymi ¢leny jako obsah
utvaru z Obrazku lze tato tvrzeni interpretovat i geometricky. Totiz obsah tutvaru, ktery
je souctem majorantni rady, je vzdy vétsi (nebo roven) obsahu utvaru, ktery je roven souctu
minorantni fady. Je tedy logické, Ze pokud obsah utvaru odpovidajici majorantni fadé je
kone¢ny, musi byt obsah ttvaru odpovidajici minorantni fadé také koneény. A naopak, je-li
obsah utvaru odpovidajici minorantni fadé nekoneény, pak je obsah utvaru odpovidajici
majorantni fadé také nekonecny.

Piiklad 5.20 Vysetfete konvergenci fady

o0

proa e R, a> 2.

Resend. Predné vysetifme piipad a = 2. Plati

1 1 1
= < Vn € N\ {1}.

n2 n-n  (n—1)n

Protoze z Ptikladu 5.5 vime, ze fada - ; m neboli )", ﬁ je konvergentni, pak

podle srovnéavaciho kritéria (Véta D je konvergentni i fada Y, #
Dale pro kazdé n € N a a > 2 plati

1 S 1
n? — n®’
Opét ze srovnavaciho kritéria plyne, ze Y 7, n% pro « > 2 konverguje. O

Priklad 5.21 Necht je ddna posloupnost prirozenych ¢isel {¢;, }- | takovych, ze 0 < ¢, < 10.
Dokazte, ze fada

x
 _ a2 @ @
Zl”_10+102+103+

konverguje.

Resend. Jde o fadu s nezépornymi ¢leny a plati

Cn 10 1

— < — =

o~ " 1o 10t
pro vSechna n € N. Jak uz vime z Piikladu fada wn%l je konvergentni geometricka
fada. Podle 1. srovnavaciho kritéria (Véta [5.18) pak nase fada rovnéz konverguje. O

Soucet fady z Piikladu jsme zvykli uz od zakladni 8koly zapisovat jako

0.016263 e

(no, misto tecky jsme zvykli psat ¢arku). Nyni jsme dokazali, Ze tato fada konverguje, tedy
jejl soucet je opravdu realné ¢islo. Dokonce se da dokazat, ze kaZdé redlné ¢islo se da zapsat
ve tvaru
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kde ¢g € NU {0}, coz zapisujeme zkrdcené

j:CO.ClCQCg...
Tak naptiklad
1—03—03333 —i+i+i+
3 77 10 0 102 0 103 ’
1 5 0 0 ~ 4 9 9
0= — 4 — 4 4 ...—040= — 4+ " 4+ " ...
2 10+102+103+ 104_102—‘_103+ ’
nebo tieba . A . .
=3.1415.. =34+ — 4+ — 4+ — 4+ — -
T TR TR TR T

Véta 5.22 (limitn{ srovndvaci kritérium). Necht Y oo an, Y oy by jsou Tady s kladnymi
cleny a existuje

LN
(i) Jestlize L < oo, pak plati implikace
(o] o0
Z by, konverguje — Z an konverguge.
n=1 n=1
(ii) Jestlize L > 0, pak plati implikace
[o¢] [o¢]
Z b, diverguje — Z an diverguje.
n=1 n=1

Diikaz. ad (i): Necht L < oo a fada Y, b, konverguje. Zvolme £ > 0 libovolné. Podle
predpokladu existence limity existuje ng € N tak, ze pro vSechna n € N, n > ng plati
L—e< In o p +e.
bn,
Odtud plyne, ze
an < (L+¢€)by

pro viechna n > ng (tzn. pro s.v. n € N). Podle véty o linearité (Véta konverguje i
fada ) 7 | (L + €)by, a nasledné podle srovnavaciho kritéria (Véta konverguje fada
2 _net n-
ad (ii): Dokazme sporem, tzn. predpoklddejme, ze L > 0, Y 7 b, diverguje a Y > an
konverguje. Pak

lim = = lim — = — < oo,

L

s]

b 1 1
n—00 Oy, nﬁaagﬂ

kde pokldddme 1/L = 0 pokud L = oo. Pak podle prvni ¢isti a z konvergence Y 7, a,
plyne konvergence fady » .- | b, — to je spor. O

Piiklad 5.23 Vysetiete konvergenci fady

)
. T
E S —.
n

n=2
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Resend. Piedné je tfeba zdiraznit, ze jde o fadu s kladnymi ¢leny, protoze =€ (0,7m) pro
kazdé n € N, n > 2. Porovndme ji s fadou Y o0 | . Platf
1 s
= = mr 1 1
lim —"— = lim —"—— = lim — —=—->0,
n—o0 Sin n—o0 SI - T z—0+ SN 7TL T ™

kde jsme pouzili Heineovu vétu: z,, = % — 0 pron — oo a ,vzorec” lim, o 57— = 1. Tedy
podle limitniho srovnavaciho kritéria (Véta [5.22) také fada ) 7 sin T diverguje. O

Véta 5.24 (2. srovndvaci kritérium). Necht Y > an, > oo by jsou fady s kladnymi éleny
a

an+1 < bn+1
an ~ bn

pro s.v. n € N.
Pak plati
o jestlize Y -7 | by konverguje, pak > o7 | an konverguje,
o jestlize Y 7 | an diwverguje, pak Y oo b, diverguge.

Diikaz. Vzhledem k vété o invarianci (Véta [5.10) muzeme dokonce piedpokladat, ze nerov-
nosti

Gp4-1 < bn+1
an ~— by
plati pro vSechna n € N. Pak

s bbb
a1 Ap—1Qp—2 a1 bu_1bp—2 b1 b1

a tedy pro vSechna n € N plati

an < le by,
neboli
bflan < b,
ai
Tvrzeni pak plynou z Véty a poslednich dvou nerovnosti. O

Poznamka 5.25 Podobné jako nerovnost u prvniho, tak i u druhého srovnavaciho kritéria
mé pékny geometricky vyznam. Je tfeba mit na paméti, Zze konvergence rady s kladnymi
cleny > 07 | an zdvisi na tom, jak ,rychle“ konverguje posloupnost {an},- | k nule (totiz,
kdyby 7}3120 an # 0, pak by podle nutné podminky konvergence fada divergovala). Na po-

sloupnost
Up = %, neN
Qnp

se muzeme divat jako na métitko rychlosti kleséni (podobné jako ndm derivace funkce udavé
rychlost rustu/poklesu funkénich hodnot dané funkce). Udédva, jak se lisi sousedni ¢leny po-
sloupnosti {an},- . Jsou-li ¢leny v, blizké nule, pak zfejmé posloupnost {a,},-, klesa
hodné rychle. Naopak, jsou-li blizké jednicce, je posloupnost témét konstantni. A do tietice,
zjistime-li, ze ¢leny posloupnosti {v,}-; stéle vétsi nez 1, jde zfejmé o rostouci posloup-
nost a podle nutné podminky konvergence muzeme usoudit na divergenci dané rady. Tedy,
nerovnost v tvrzeni druhého srovnavaciho kritéria se da chépat tak, ze ¢leny posloupnosti

{an},2; klesaji (pokud je {ay},-; klesajici) rychleji nez ¢leny posloupnosti {b,},- ;.
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Véta 5.26 (odmocninové, Cauchyovo kritérium). Necht Y > | a, je Tada s nezdpornymi
cleny. Plati:

(a) Existuje-li ¢ < 1 tak, Ze
Yan, < q prosv.n€N,

pak > > | an konverguje.

(b) Je-li
Ya, >1 pro oco-mnoho n € N,

pak > > an diverguje.

Diikaz. ad (a): Z predpokladu plyne
anp < q" <1 prosv.néeN.

Pak konvergence fady Y - | a, plyne z konvergence geometrické fady y > | ¢" s kvocientem
mensim nez 1 a srovndvaciho kritéria (Véta [5.18)).
ad (b): Pak

an > 1 pro co-mnoho n € N

a tedy fada >_°° | a, nespliuje nutnou podminku konvergence (viz Vétu . O

n=1
Piiklad 5.27 Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady
oo

Z;_LFLJFLJFLJF
B+ 2 42 284

Regend. Jde o fadu s kladnymi cleny. Oznaéme

Ay =

1 B 2% pro n liché,
B+ (=1)m)"

4  pro n sudé.

Pak pro kazdé n € N plati
1
Va,, < 3 < 1.

Tedy podle odmocninového kritéria (Véta [5.26|) rada konverguje. O

Véta 5.28 (limitni odmocninové kritérium). Necht Y o2 | ay, je fada s nezdporngmi éleny
a existuje

lim Ya, = q.

n—oo
Plati
(a) je-li q <1, pak Y > | an konverguje,

(b) je-li g > 1, pak > >, an diverguje.
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Dikaz. ad (a): Zvolme g € (q,1). Pak podle predpokladu
Ya, <qg<1 pros.v.néeN.

Podle odmocninového kritéria (Véta [5.26(a)) fada > ° | a, konverguje.
ad (b): Z predpokladu plyne

Yap, >1 prosv.néeN,

tedy i pro co-mnoho n € N. Podle odmocninového kritéria (Véta [5.26(b)) fada > 0% an
diverguje. O

Piiklad 5.29 Rozhodnéte o konvergenci fady
= 1
ZE: 1\n?’
=1 (14 3)

Reseni. Jde o fadu s nezdpornymi Cleny, oznacme jeji ¢leny a,. Pak

: . 1 1
e
Podle limitniho odmocninového kritéria (Véta [5.28) fada konverguje. O

Limitni odmocninové kritérium je jednodussi na pouziti nez odmocninové kritérium,
protoze misto hleddni vhodnych odhadu ¢lenu posloupnosti staci spoéitat limitu. Ne vzdy
ale tato limita existuje. Ttreba Piiklad se pomoci limitn{ verze (Véta[5.28)) vytesit neda.

Vsimnéme si, ze limitni odmocninové kritérium netikd nic v pfipadé, ze ¢ = 1. Proto
zde uvedeme vice kritérii.

Véta 5.30 (podilové, d’Alembertovo kritérium). Necht Y >° | a, je fada s kladngmi éleny.
Plati:

(a) Existuje-li ¢ < 1 tak, Ze

a
ntl <gq proswv.n€N,
an

pak > "> | an konverguje.
(b) Je-li
An+1

>1 proswv.néeN,
Qn

pak fada Y o2 | an diverguje.

Diikaz. ad (a): Vzhledem k vété o invarianci (Véta |5.10)) muzeme ptredpokladat platnost

nerovnosti
An+1

<g<l1

an

pro viechna n € N. Protoze pak
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(vSimnéme si, ze to lze, protoze ¢ > 0) afada Y- ; ¢" konverguje, z 2. srovnavaciho kritéria
(Véta|5.24) dostdvame konvergenci fady Y oo ap.
ad (b): Nerovnost
an+1
an

> 1

je pro vsechna n € N ekvivalentni s a,4+1 > a,. Posloupnost {a,}>., je tedy neklesajici
posloupnost kladnych ¢éisel. Odtud plyne lim a, > 0, tzn. neni splnéna nutnd podminka
n—oo

konvergence. Rada o2 ay diverguje. O

Dtikaz nésledujiciho kritéria se provede témér stejné jako dukaz limitniho odmocni-
nového kritéria, pfitom vyuzivame Vétu Je ponechan ¢tenaii jako jednoduché cviceni.

Véta 5.31 (limitni podilové kritérium). Necht Y | a, je fada s kladngmi éleny a existuje

. Anp+1
lim -t

n—00 (O

Plat?
(a) je-li ¢ <1, pak Y 7 | an konverguje,

(b) je-li g > 1, pak > >, an diverguje.

Poznamka 5.32 Poznamenejme, ze pokud existuje limita posloupnosti {an41/an }oo, pak
existuje i limita posloupnosti {W}Zozl a rovnaji se (viz napt. [4]). Odtud plyne, Ze po-
kud nejprve zvolime limitni podilové kritérium a pfislusna limita vyjde ¢islo 1, nemé smysl
zkouSet limitni odmocninové kritérium. Opacné, pokud bychom nejprve zvolili limitni od-
mocninové kritérium, ve kterém by vysla limita rovna jedné, pak nemad smysl zkouset limitni
podilové kritérium, protoze by limita vysla také 1 nebo by neexistovala — v obou piipadech
bychom nic nezjistili!

Piiklad 5.33 Rozhodnéte o konvergenci fady

[eS) on
n!’
n=1

Regend. Jde o fadu s kladnymi ¢leny, oznacme je a,. Pak

2n+1 |
lim = fim " = Jim =0<1
n—oo  Q, n—00 2n(n + 1)! n—oco N +
Z limitniho podilového kritéria (Véta[5.31) plyne, ze fada konverguje. O

Pokud ptedchozi kritéria nepomohou, muzeme pouzit jemnéjsi kritérium.
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Véta 5.34 (Raabeho kritérium). Necht Y > | a, je fada s kladngmi éleny. Plati:

(a) Ezistuje-li ¢ > 1 tak, Ze

a
n(l— n+1> >q pros.v.n €N,
Qn

pak > "> | an konverguje.

(b) Je-li

an,

n <1 — anH) <1 proswv.néeN,

pak > > ap diverguje.

Diikaz. ad (a): Necht existuje ng € N tak, ze pro vSechna n > ng plati

n<1—an+1>2q>1.

an

Oznatme € = ¢ — 1 > 0, takze plati

n<1—an+1> >1+¢

Gn

pro kazdé n > ng. Pak
n(an = an+1) 2 an(1l +¢),

a po upravé
(n—1)an — napt1 > eay,.

pro n > ng. Postupné dosazujme do posledni nerovnosti n =ng+1,n=ng+2,....,n=n
a dostavame

NOGng+1 — (No + 1)ang42 > €ang+1,
(no + 1)ang+2 — (no + 2)ang13 > €ang 12,

(n—1)an — naps+1 > €ay.
Secteme-li vSechny tyto nerovnosti, dostavame
NOGng+1 — Nant1 > € (Angr1 + -+ + an) = €(8n — 5ng)

pron > ng + 1. Tedy
5(3n - Sno) < NOGng+1
a odtud plyne, ze
no
sy < ?ano—l-l + Sng
pro vSechna n € N, n > ng. To ale znamend, ze {s,},., je ohrani¢end. Podle Véty

fada ) | a, konverguje.
ad (b): Necht existuje ng € N tak, Ze pro vSechna n € N, n > ng plati

n<1—an“) <1.
ap,
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Pak
Gnt1 S n—1 _ %
a, =~ n ﬁ
Z 2. srovnéavaciho kritéria (Véta a divergence fady » .~ % plyne, ze Y 2 | a, diver-
guje. O

Raabeho kritérium prakticky moc pouzivat nebudeme. Je ale uziteéné pro diukaz jeho
limitni verze — viz nasledujici vétu. Jeji dukaz je opét analogicky dikazu limitniho odmoc-
ninového kritéria (Véta[5.28)) a je opét doporucen ¢tendii jako snadné cviceni.

Véta 5.35 (limitni Raabeho kritérium). Necht Y7 | ay, je fada s kladngmi éleny a existuje

lim n <1 = am_l) =q.
n—o00 G,

Pak
(a) je-liq > 1, pak Y 7 | an konverguje,

(b) je-li g <1, pak > >, an diverguje.

Poznamka 5.36 Podivejme se podrobnéji na limitni Raabeho kritérium. Po ném sdhneme
poté, co selhalo limitni podilové kritérium, tzn. vyslo nam

. Anp+1
lim

n—00 QA

. An+1
lim n <1 _ ot > .
n—o00 anp,

Vsimnéme si, ze v tomto pripadé je vyraz v limité nutné neurcity, konkrétné co-0. Limita této
nové limity obsahuje jemnéjsi informaci o tom, jak se ¢leny posloupnosti {any1/an }oo | blizi
k jedni¢ce. Jeji hodnota ndam tak muze rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci posloupnosti.
Pokud ndm opét vyjde ¢islo 1, musime se opét poohlédnout po jinych kritériich.

=1.

Pak je treba urcit limitu

Piiklad 5.37 Vysetiete konvergenci fady

i 1-3---(2n—3) 1
2-4-----(2n-2) 2n—1

n=2

Resend. Oznac¢me n-ty clen vysetfované fady jako a,. Pak

1-3---2n-3)2n—1) 1
ans1  2-4---2n—2)2n) 2n+1 _ (2n—1)?
B (2n-3) 1 T T et 1)

1-3--
2.4---(2n—2) 2n—1

an,

. An4-1
a tedy lim —=
n—oo  Qy

limitni Raabeho kritérium. Pak

2n — 1)? -1
fim n (1= 95 g g (12 2R D7) Ly, S 6
n—oo an n—oo 2n(2n + 1) n—oo 22n+1) 4

= 1. Tedy limitni podilové kritérium (Véta |5.31) nelze pouzit. Zkusme
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Tedy podle Véty [5.35] fada konverguje. O

Nésledujici kritérium ukazuje souvislost fad s nevlastnim integralem. Umoznuje nam
ulohu prevést na tlohu uréeni konvergence/divergence nevlastniho integrélu.

Véta 5.38 (integrdlni kritérium). Necht f : R — R je na intervalu [1,00) nezdpornd
a nerostouci. Oznacme

an = f(n), neN.
Pak

= 00
Z ap konverquje <= / f(z)dz konverguge.
1

n=1

Diikaz. (=): Necht >">° | a, je konvergentni, {s,} - je jeji posloupnost ¢dstecnych soucti.

Oznaéme lim s, = s € R. Protoze funkce f je podle predpokladu nerostouci na [1, c0), pak
n—oo

pro kazdé n € N a x € [n,n + 1] plati

f(z) < f(n) = an

n+1 n+1
/ f(x)dxg/ ap dx = ay,

n

a nasledné

pro viechna n € N, viz Obrézek Oznaéime
X
Flz) = / fB)dt, e (1,00).
1
a dokazeme, ze lim,_, o, F'(x) existuje a je vlastni. Protoze f je nezdporna, pak F' je nekle-

sajici na (1, 00), takze lim,_,o F'(2) existuje. Staci jiz jen dokdzat, ze funkce F je ohranicend.
Necht = € (1, 00). Pak existuje n € N tak, ze z € [n,n + 1] a plat{

n+1 n k+1 n
OSF(m)SF(n—i—l):/l f(t)dt:Z/k FO) At <Y ap =5, <s.
k=1 k=1

(«): Necht [ f(x)dz je konvergentni, tzn. lim, o F(z) = I € R, kde F je funkce z prvni
¢asti dukazu. Z nezédpornosti f plyne, ze F' je neklesajici na (1,00), tzn. F'(z) < I pro kazdé
x € (1,00). Z toho, ze f je nerostouci, plyne pro kazdé n € N a = € [n,n + 1]

fl@) > f(n+1) =ans1

n+1 n+1
/ f(z)de > / apt1dr = apqq

n

a nasledné

pro vSechna n € N, viz Obrdzek Vzhledem k Véteé staci dokdzat, ze posloupnost
castecnych souctu {s,} - | fady > .- | a, je ohranic¢end shora. Zvolme libovolné n € N. Pak

n n n k; n
sn:Zak:a1+Zak§a1+2/ f(t)dt:a1+/ f()dz=a1 +F(n)<1. O
k=1 k=2 k=2 7k—1 1
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a

ag az
as Vo

a3 0/4 a5 0’6

1 2 3 4 5 n 1 2 3 4 5 6"

(a) Vztah podgrafu funkce f a geomet- (b) Vztah podgrafu funkee f a geomet-
rického vyznamu fady Y oo | an. rického vyznamu fady Y-, an.

Obréazek 5.2: Nacrtek k dikazu integralniho kritéria.
Piiklad 5.39 Vysetiete konvergenci fady
1 11
ana_1+2—a+3—a+---
n=1

vzhledem k parametru a € R.

Resend. Pro a < 0 nenf splnéna nutna podminka konvergence (viz Vétu , tedy pro tyto
hodnoty parametru « fada diverguje.

Necht o > 0. Pro @ = 1 a o > 2 jsme tuto ulohu jiz vyfesili v Pifkladech a
nicméné radi bychom jiz dostali tiplnou odpovéd’. Limitni podilové a odmocninové kritérium
ndm odpovéd neddva (ovérte!) a pouziti limitniho Raabeho kritéria neni zrovna snadné
(presvédcte sel). Zkusme integralni kritérium. Uvazujme funkei

flz) = xia =z % z€(0,00),

coz je mocninng funkce a plati

pro v8echna n € N. Protoze
F'(z) = (~a)e=e 1 <0

pro vSechna z € [1,00), funkce f je na tomto intervalu klesajici. Podle integralniho kritéria
(Véta [5.38)) staci vysettit pouze konvergenci/divergenci nevlastniho integralu

To ale jiz ddvno vime: Pro « > 1 integral konverguje a pro a € (0, 1] integral diverguje.
Zavér: Pro a > 1 fada konverguje a pro o < 1 fada diverguje. O

Zavérem muzeme jen konstatovat, ze existuje celd fada dalsich kritérii pro konver-
genci/divergenci fad s nezdpornymi ¢leny.
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5.3 Rady s libovolnymi ¢éleny

Nyni se budeme zabyvat fadami y > | a, obecné, tzn. a,, nyn{ nemuseji byt nutné nezdporna
¢i kladn4 ¢isla. Ona je to pomérné slozita zalezitost, takze se podivame nejprve na specidlni
ale pomérné ¢asto se vyskytujici ptipad. Budeme se vénovat fadam, jejichz ¢leny pravidelné
méni znaménko, tzn. sudé cleny jsou kladné, liché zaporné nebo naopak — viz nésledujici
definici.

Definice 5.40 Rekneme, Ze fada Yoo | an je alternugici, jestlize pro kazdé n € N plati
sgn a, = —sgn an4+q # 0.

Mezi nejznaméjsi piiklady alternujicich fad patii tzv. Leibnizova Tada
oo
1 1 1 1
B Y e e e
Z (=1) n 2 + 3 4 +
n=1
¢i Grandiho fada (viz Priklad [5.12). Obecné kazda alternujici fada muze byt zapséna ve

tvaru
oo

(=1)" e,
n=1
kde ¢, jsou bud vSechna kladnd, nebo jsou vSechna zdpornd. V nasich ivahéch se mtZeme
pro jednoduchost omezit na ptipad, ze vSechna ¢, jsou kladnéd — rozmyslete proc.

Véta 5.41 (Leibnizovo kritérium). Necht {c,},- je nerostouct posloupnost kladngjch éisel.
Pak rada

00
(_1)nflcn
n=1

konverguje prdve tehdy, kdyZ lim ¢, = 0.
n—oo

Driikaz. (=): Nechf zminénd fada konverguje. Podle nutné podminky konvergence (Véta

plati

lim (—1)" "¢, = 0.

n—oo
Vynéasobime-li posloupnost {(—1)”_1cn}zo:1 omezenou posloupnosti {(—1)"“}:’:1 dostdvame
posloupnost majici nulovou limitu. Proto

0= lim (=1)""'(=1)""¢, = lim (-1)*¢, = lim c,.
n—oo n—o0 n—oo

(«<): Predpokladejme li_>m ¢n, = 0. Oznacme {s,} -, posloupnost ¢dstecnych souctu rady
n—0o0

> (=1)""l¢,. Pro vechna n € N plat{

n=1
Sogp=¢€1—Ca+c3— - —cCop=(c1 —C2)+(c3—ca)+ -+ (can—1 — C2n),

kde si vSimneme, ze uvedené vyrazy v zdvorkdch jsou nezdporné, protoze {cy} -, je neros-
touci. Pak posloupnost {sa,}-, (vybrana z posloupnosti {s,},. ) je neklesajici. Podobné
pro vSechna n € N plati

Sop41 =€ —Ca+c3— -+ Copp1 =1 — (€2 —c3) — -+ — (C2n — C2n+1),
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kde si opét viimneme, ze uvedené vyrazy v zévorkédch jsou opét nezdporné, protoze {c oo
je nerostouci. Pak posloupnost {sgn+1},, (vybrana z posloupnosti {s, }.- ) je nerostouc.
Protoze

€1 — 2 = 82 < Sop < Sop + Copt1 = Son41 < 81 = €y,
pak jsou posloupnosti {sa,}oo 1 & {Sont1}ne, také ohranicené. Obé jsou tedy konvergentni.
Navic

lim s9,41 — lim s9, = lim (S2,41 — S2) = lim ¢op41 = 0,
n—oo n—oo n—oo n—oo
tzn. maji stejnou limitu. Odtud plyne, ze lim s, existuje a je vlastni. a
n—oo

Piiklad 5.42 Rozhodnéte o konvergenci Leibnizovy fady, tzn. fady

oo

1 1 1 1 1
B YL el e e
Z< ) n 2+3 4+5

n=1

< 1
Resent. Vime, ze {%}Oil je klesajici posloupnost kladnych ¢éisel a lim — = 0. Podle Leib-
n—= n—oo N

nizova kritéria je fada konvergentni. O

Predstavme si dalsi (a zaroven v téchto skriptech posledni) dvé kritéria pro fady s libo-
volnymi ¢leny. Lze je pouzit i na fady jiné nez alternujici. K tomu, abychom tato kritéria
mohli snadnéji dokazat, budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

Lemma 5.43 (Abelovo lemma). Necht {c,},2; a > o7 an maji ndsledujici vlastnosti:

[e's) 0 , s
o {cn}, 2, je monotonni,

(e}

ne1, lzn. emistuje

e > >, an md ohranicenou posloupnost cdsteénych soucti {s,}
M e R, M >0 tak, Ze pro kazdé n € N plati

|sn| < M.

Pak pro kazdé n € N plati

n

Z CLa

k=1

< M (Je1| + 2|en]) -

Duikaz. Pro vsechna n € N plati

n
§ Ckag = €101 + C2a2 + - -+ + Cpan = €181 + c2(s2 — $1) + - - + cn(Sn — Sp—1)
k=1

=s1(c1 —ca) +s2(ca —¢3) + -+ sp—1(Cn—1 — ) + SnCn.

Z tohoto vyjadreni, pouzitim trojihelnikové nerovnosti, ohranicenosti posloupnosti {s, },-
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a faktu, ze rozdily ¢; — ca, co — c3, ..., Ch—1 — ¢, maji stejné znaménko, dostavame
n
> crar| < siller = cal + -+ [snollen—1 — el + |snllenl
k=1
<M (leg —co| +|ea—c3|+ -+ |en—1 — el + |enl)
:M(|01—02—|—C2—03+"'+Cn I_Cn|+‘cn|)
=M (ler = cn| + |en]) < M ([e1] + [en| + [en])
= M (|e1| + 2enl)
pro vSechna n € N. O

Véta 5.44 (Dirichletovo kritérium). Necht {c,}oo i a > 02 1 an magi ndsledugjici vlastnosti:
o {c,}.2, je monotonni,

e limc¢,=0a
n—oo

e posloupnost édstecnych soucti fady Y .- | an je ohranicend.

Pak tada Y07 | cnay, konverguge.

Dikaz. Oznaéme {s, }, -, posloupnost ¢astecnych souctu fady » - | an. Pak podle pfedpokladu
existuje M € R, M > 0 tak, ze pro vSechna n € N plati

lsn| < M.

Zvolme ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Pak podle predpokladu li_}rn cn, = 0 existuje ng € N tak, ze
n—oo
pro vSechna n € N, n > ng plati
Cp| < ——
en] < =
Daéle pro vSechna m,n € N, m < n s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti mame

|amr1+ o+ an| = [sn = Sm| < [sn| + [sm| < 2M.

Podle Abelova lemmatu (Lemma [5.43)) pro vSechna m,n € N spliujici ng < m < n plati

et + -+ eatnl < 2M (fei| +2leal) < 2M (o= +22)

6M 6M
1 1\ € 1+2
=2M(-+=-)—=2 =e.
<6 + 3> M 6 - °
Podle Bolzanovy—Cauchyovy nutné a postacujici podminky (Véta pak fada Y7 | cphap
konverguje. O

Poznamenejme, ze Leibnizovo kritérium pro alternujici rady se da chépat jako dusledek
pravé dokazaného Dirichletova kritéria, polozime-li

an = ()"t neN
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Piiklad 5.45 Vysetiete konvergenci fady

n=1

Resend. Ziejmé nejde ani o fadu z nezépornymi ¢leny, ani o alternujici fadu Zkusme ovérit,
ze fada spliuje pfedpoklady Dirichletova kritéria. Oznac¢ime-li a,, = sin &F pro vSechna n €
N, pak > >°, a, sice osciluje, nicméné posloupnost jejich ¢dstecnych Souctu je ohranicend
(zdola nulou, shora ¢islem 1++/2). Oznaéime-li déle ¢, = 1 ~ pron € N, tak také posloupnost
{en}o? | spliuje predpoklady zminéné véty. Podle Dlrlchletova kritéria (Véta rada
konverguje. O

Véta 5.46 (Abelovo kritérium). Necht {cp}o2; a > o7 an maji ndsledugici vlastnosti:
o {cn},2, je monotdnni,
o {cn},2, je ohranicend a
o 7ada Y 2 | an konverguje.

Pak tada Y07 | cha, konverguge.

n=1

Diikaz. Podle predpokladu ohranicenosti {¢, },. | existuje M > 0 tak, ze pro kazdé n € N
plati
len] < M.

Zvolme ¢ > 0 libovolné. Pak vzhledem ke konvergenci fady > -, a, a z Bolzanovy-Cau-
chyovy podminky (Véta existuje ng € N tak, ze pro vSechna m,n € N, ng < m < n
tak, ze

lams1 + - 4 an| < — 3M

Podle Abelova lemmatu (Lemma [5.43) pro ng < m < n plati

lem1| + 2|en|) < == (M +2M) =

|Cm+1@my1 + -+ + cpan| < 3M

3M(

Opét podle Bolzanovy—Cauchyovy véty (Vétal|5.9) fada > o2 | ¢pa, konverguje. O

n=1

Poznamka 5.47 Podivdame-li se na tvrzeni Dirichletova a Abelova kritéria, vidime mnoho
podobnosti. Obé tvrdi, ze za jistych podminek fada Y .-, cna, konverguje. Déle maji
stejny predpoklad monoténnosti posloupnosti {c,}, - . Lis{ se pouze ve zbyvajicich dvou
piedpokladech. V Dirichletové kritériu se pozaduje po {¢,},~,, aby méla nulovou limitu,
ale v Abelové kritériu se chce po této posloupnosti jen aby byla ohrani¢end — totiz konver-
gence posloupnosti implikuje jeji ohrani¢enost. Tedy podminka na {c,} - ; je v Dirichletové
kritériu silnéjsi. Na druhou stranu, v Dirichletové kritériu se chce po fadé Y 7 | ap, aby
méla pouze ohrani¢enou posloupnost ¢asteénych souctu, zato v Abelové kritériu se chce,
aby fada Y | a, byla konvergentni, tzn. aby jeji posloupnost ¢dsteénych souctu byla kon-
vergentni. Zde vidime, ze podminka na fadu > ap je silnéjsi zase v Abelové kritériu.
Nelze tedy fici, ze by jedno kritérium bylo slabsi/silnéjsi nez to druhé.
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5.3.1 Absolutni a relativni konvergence

Nyni se budeme se bavit o vztahu mezi konvergenci/divergenci Fad

0 )
S0 Sole
n=1 n=1

To u fad s nezdpornymi ¢leny neni nijak zajimavé, protoze jde vlastné o jednu a tutéz fadu.
Naopak, méni-li ¢leny fady Y -7, a, znaménko, situace je o dost zajimavéjsi. Nésledujic
véta nam umozni v nékterych ptipadech pro vySetfovani konvergence fad s libovolnymi
¢leny pouzit kritéria pro fady s nezdpornymi ¢leny.

o0
Veéta 5.48. Jestlize Tada Z lan| konverguje, pak konverguje i rada Z Q-

Dukaz. Zvolme £ > 0 libovolné. Podle Bolzanovy—Cauchyovy véty (Véta [5.9) pro radu
Y ony an|, existuje ng € N tak, ze pro véechna m,n € N, n > m > ng plati

ams1] + -+ + lan|| <e.
Pak pro kazdé m,n € N, n > m > ng plati
|am+1 + -+ an| < amga| + - +an| = ||am+1| +oet |an|‘ <&,
kde prvni nerovnost plyne z trojihelnikové nerovnosti. Tedy > o | an spliuje také Bolza-

novu—Cauchyovu podminku. O

Méme-li napf. zjistit, zda fada s libovolnymi ¢leny konverguje, muzeme se napied
podivat na fadu sestavenou z absolutnich hodnot jejich ¢lent, tzn. misto fady > .-, ap
vySetiime konvergenci fady > 2 | |a,|. To je ale fada s nezdpornymi ¢leny! Muzeme na ni
s vyhodou pouzit kritéria z pfedchozi ¢ésti. Pokud by ovsem fada > 7, |an| konvergentni
nebyla, nic to nefikd o konvergenci ¢i divergenci > 2 | ap.

Piiklad 5.49 Vysetiete konvergenci fady

>, sinn sin 1 sin2 sin3d sin4
Zgn +22+23+24+

n=1
Reseni. Vypocitdanim prvnich péar ¢lenu rady zjistime, Ze nejde ani o fadu s nezdpornymi
¢leny a ani o alternujici fadu, takze nelze pouzit Leibnizovo kritérium (Véta [5.41)). Pouziti

Dirichletova nebo Abelova kritéria zase vyzaduje vice prace. Provedme to jednoduseji.
Uvazujme fadu vytvorenou z absolutnich hodnot ¢lent zadané rady

Z Z |smn|

n=1
coz je fada s nezdpornymi (dokonce s kladnymi) ¢leny. Protoze pro kazdé n € N plati

sinn

| sinn|
2n = on’
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a fada ZOO 27" je konvergentni geometrickd fada, pak podle 1. srovnavaciho kritéria

n 1
(Véta i fada z absolutnich hodnot je konvergentni. Pak ale podle Véty je vy-
éetfované fada rovnéz konvergentni. O

Poznatek z Véty [5.48| nds muze inspirovat k zavedeni{ ndsledujicich dvou pojmu.

Definice 5.50 Rekneme, ze fada Y .00, a, absolutné konverguje, jestlize fada > 00 | |an|
konverguje. Jestlize Y 7 | a, konverguje, ale Y7, |ay| diverguje, fikdme, ze > | an rela-
tivné (neabsolutné) konverguge.

Poznamka 5.51

e Pomoci téchto novych pojmu lze Vétu formulovat takto: ,je-li fada > 7 | a, ab-
solutné konvergentni, pak je také konvergentni“. Mimochodem, kdyby toto neplatilo,
pojem absolutni konvergence by byl dosti matouci. Jak uvidime dale, pojmy absolutni
a relativni konvergence budou uzitetné u prerovnani rad.

e Je potieba si uvédomit, ze absolutni konvergence, relativni konvergence a divergence
jsou navzajem se vylucujici pojmy.

e Rozmyslete si fakt, ze konvergentni fada s nezdpornymi cleny je absolutné konver-
gentni a divergentni fada s nezdporngmi cleny je divergentni (nemuze byt relativné
konvergentni).

Ukazme si, Zze pojem relativni konvergence neni prazdny, tzn. ukazme si, ze existuje
fada, kterd relativné konverguje.

Priklad 5.52 Leibnizova fada (z Piikladu [5.42)) relativné konverguje, protoze podle Leib-
nizova kritéria (Véta |5.41)) fada konverguje, ale rada

o0

D

n=1

podle Prikladu [5.4] diverguje. O

o0

1

( nl1
17’L

Véta 5.53. Jestlize fada Y-, a, konverguje absolutné, pak

o) oo
> | < 3l
n=1 n=1

Diikaz. Oznaéme {s, }- ; a{ty} -, posloupnosti ¢dstetnych souctutad Y oo | anay ooy |ay.
Plati
[sul = a1 + -+ + an| <lar[ 4+ |an| = tn

pro vSechna n € N. Pak

< lim t,, tzn

n—oo

lim s,
n—oo

o0
<> lanl. O
n=1
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5.3.2 Prerovnani rad

Existuje néco jako komutativni zdkon pro séitdni nekoneé¢ného mnozstvi Cisel, tzn. lze
zaménovat poradi séitanct v dané fade, abychom dostali stejny soucet? Odpoved je velmi
zajimava — pro vechny absolutné konvergentni fady to plati (Véta , a pro vSechny
relativné konvergentni nikoliv (Véta [5.59).

Definice 5.54 Necht > >, a, je fada, {k,} -, je posloupnost prirozenych ¢isel, kterd je
zaroven bijekce N na N (tzn. kazdé ptirozené ¢islo se vyskytuje v posloupnosti pravé jednou).
Pak fikame, ze rada

o0

Zakn = Gk, +a’k§2+ak‘3+"'

n=1

vznikla prerovndnim fady Yo7 | an (neboli je prerovndni fady > .7 | ap).

Piiklad 5.55 Radu

i Logslaly
n 2 3
n=1

lze prerovnat tieba takto

SIS LI P L L

2 4 3 6 5 8 7 10 9 12 ’
kde posloupnost {k; },- ; z Definice je definovand predpisem kg, = 2n—1 a kg,_1 = 2n
pro kazdé n € N. O

Véta 5.56 (o prerovnani absolutné konvergentni rady). Necht Fada Y oo an konverguje
absolutné. Pak konverguje absolutné také raday > | ay, vznikld prerovndnim fady > > | an

a plati
o o
E ak, = Z Q.
n=1 n=1

Diikaz. Necht e € R, £ > 0 je libovolné. Z absolutn{ konvergence Y °° | a, a Bolzanovy—
Cauchyovy véty plyne, ze existuje ng € N tak, ze pro vSechna m,n € N pronézng <m <n
plati

lam+1| + -+ +an| <e. (5.1)

Protoze {ky},-, je permutace N, existuje p € N tak, ze
{1,...,?7,0} C {k‘l,...,k‘p}, (5.2)

tedy mezi prvnimi p ¢leny posloupnosti {k,},-, je vSech prvnich ng piirozenych éisel. Z
implikace A C B = B¢ C A (platici pro kazdé dvé mnoziny A a B) vyplyva, ze

{kp+1,kp+2,...} C {n0+1,n0+2,...}, (53)

tedy vSechny ¢leny posloupnosti {ky} - ; s indexem vétsim nez p jsou vétsi nez ng. Uvazujme
nyni m,n € N takové, ze p < m < n. Oznac¢ime-li

t = max{km+1, km+2,---,kn},
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pak t > ng, a tedy plati

(©) ()
lakyir |+ F ok, | < langst| + - 4 la] < e
Je tfeba doplnit, ze
e nerovnost (¢) plyne z definice t a a
e nerovnost (©) plyne z prom =ng an =t.

Z Bolzanovy—Cauchyovy véty (Véta plyne absolutni konvergence fady > ay,, .

Nyni dokézeme rovnost souétu obou fad. Necht {s,}r.; a {t,} - jsou posloupnosti ¢ds-
tecnych souctu fad ) a, a > ay,. Pro vSechna n > max{ng,p} (pfipomenme, ze p zavisi
na ng a to zase zavisi na &) plati

|sn —tn| =la1 + -+ + ang + Gno1 + -+ + an — (ag, + -+ + a,)|

(%) (®)
< |an0+1’ + |an0+2| + -+ |aq, < g,

kde ¢ = max{n, ki,...,k,}. Nerovnost (&) plyne z toho, ze kazdy scitanec ze souctu a; +
-+ 4+ ap, je obsazen v souctu ax, + --- + ax, — coz zase plyne piimo z . To znamena,
ze Cleny s indexem mensim nebo rovnym ng se jiz v absolutni hodnoté pied (&) vyskytovat
nebudou. Poté jiz v této absolutni hodnoté zistane jen rozdil souctu ap,41 + -+ + ap a
souctu téch ¢lent z puvodniho souctu ag, + - - - + ay,, , které se dosud neodecetly. Nyni muze
jesteé dojit k odeéteni ¢lentu se stejnym indexem. To, co v absolutni hodnoté nyni zustalo,
je soucet ¢isel ve tvaru a; nebo —a;, kde ng < ¢ < ¢ — pricemz kazdy takovy index se v ném
vyskytuje nejvyse jednou. Na ni se pouzije trojuhelnikova nerovnost. Totiz pro a,b € R plati
nejen |a+b| < |a| + |b], ale také |a — b| < |a|+ |b|, tzn. plati napf. |a +b—c| < |a|+|b] + |¢]
pro a,b,c € R. Vznikly soucet je jiz mensi nebo roven souctu absolutnich hodnot ¢isel |a;]
proi=mng+1,...,q. Nerovnost (#) plyne piimo z pro n = ¢q. Tedy nlg]g() Sp —tn =0,

tzn. lim s, = lim ¢,. O
n—oo n—oo

Nyni se podivame na relativné konvergentni fady, kde komutativita neplati. Dokonce lze
dokézat vice, viz ddle Riemannovu vétu (Véta|5.59)). Nejprve zavedeme nésledujici oznaceni.

Definice 5.57 Pro a € R definujeme

+

a” = max{a, 0}

kladnou édst ¢isla a, a
a” = max{—a,0}

zdpornou ¢dst éisla a.

Snadno se 1ze presvédcit o tom, ze pro vSechna a € R plati

at,a™ >0, a=a"—a", l|a|=a +a .

Abychom dokéazali Riemannovu vétu, s vyhodou vyuzijeme nésledujici lemma.

Lemma 5.58. Necht Y 7 | ay, relativné konverguje. Paky o> 1 at, >°° | a, diverguji k oo.
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Diikaz. Kdyby obé fady > o2, a;l, >°° , a, konvergovaly, konvergoval by podle Véty [5.11] -
i jejich soucet

oo o0

Z (CL: + aT_L) = Z |an|’

n=1 n=1
coz je ve sporu s relativni konvergenci. Necht Y >, a;}t konverguje a Y -, a;, diverguje.
Pak podle Véty [b.11] konverguje fada

o0 (e @]

> (@ —an) =3 oy

n=1 n=1
coz je opét spor. Podobné dostdvdme spor v pripadeé, ze Y oo a} diverguje a > - a;,
konverguje. O

Véta 5.59 (Riemannova). Necht > o7 | a, relativné konverguje.
o Pro kazdé s € R existuje prerovndni rfady Y -, ag, tak, Ze Y o2, ag, =S
o Ezistuje prerovndni fady > .-, ak, tak, Ze > o7, ag, = 00.

o Ezistuje prerovndni fady > .-, ak, tak, Ze > >, ag, = —o0.

o Existuje prerovndni fady Y -, ay, tak, Ze Y o> ak, osciluje.

Driikaz. Je zalozen na faktu, ze fadu >

n—1 n Muzeme napsat ve tvaru

(af —ay) + (a3 —ay) + (a5 —ag) + -+
a ta mé stejny soucet jako fada
af +(—ay)+ay +(—ay) +ag +(~az) + -
protoze vzdy alesponi jedno z Cisel aj nebo a; je nulové. Druhym dilezitym faktem je
divergence (k co) obou fad Y ooy at ad o ar.

Ukazme pouze, jak zkonstruovat prerovnani fady se souc¢tem rovnym danému éislu s € R:
Z divergence fady > -, a; plyne existence nejmensiho indexu n; € N takového, ze

a1++a§“---—|—a,f1>5.

Z divergence tady > °° . a, zase plyne existence nejmensiho indexu m; € N takového, ze

n=1%
af +a3 - +af —(ay +ay - +a,,)<s.
Z divergence fady > -, a; plyne existence nejmensiho indexu ng € N takového, ze
af +a3 ---+af, —(al +a3 - Fay,)+tal g+ Fat, >

Timto zpusobem dostaneme pieusporaddni puvodni fady (az na nulové séitance, které ne-
maji vliv na konvergenci ani na hodnotu souc¢tu). Jesté je potieba dokazat, ze tato rada
konverguje k s. Podivejme se podrobné na posloupnost ¢dsteé¢nych souctu této prerovnané
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o0

fady — ozna¢me ji {t,},_ ;. Vzhledem k nezdpornosti kladnych a zdpornych ¢asti a uvedené

konstrukci vyplyva, ze

t) <ty < - <ty <s+ab

ny?

tnl 2 tn1+1 Z tn1+2 Z e Z tn1+m1 > 8 — a’m1’

tn1+m1 < tn1+m1+1 <--- < tn1+m1+n2 <s+ ajz_za

+
tn1+m1+n2 > tn1+m1+n2+l > 2 tn1+m1+n2+m2 <5 - am27

Nakreslete si to. Z nutné podminky konvergence mame lim a, = 0, tedy i lim a) =
n—oo n—oo

lim a, = 0. S vyuzitim véty o tfech limitdch dostdvame lim ¢, = s.

n—oo n—oo

Ostatni tvrzeni se dokazi pouzitim stejné myslenky — vice tieba v [4]. O

Poznamka 5.60 Riemannova véta tedy 7ikd, ze vhodnym pieuspoiadanim Clent relativné
konvergentni fady lze vyrobit fadu s libovolnym sou¢tem, popt. divergentni k =00 i oscilujici
fadu.

5.4 Soucin rad

Nakonec se podivejme jak je to s distributivnim zédkonem pro nekonecné fady.
Konkrétné mame na mysli nasledujici. Uvazujme realna ¢isla a1, ..., am, b1, ..., by € R,
m,n € N. Pak jiz od zdkladni skoly vime, ze plati

(a1 +ag+ -+ am) (b1 +ba+---+b,) =arby +--- + aib,
+agby + -+ + agby,
_|_...
+ amby + -+ + amby.

Jinak fec¢eno, zminény souc¢in mnohoclenu je roven souc¢tu soucint
aibj, i:1,...,m,j:1,...,n.
Piirozené lze ocekavat, ze soucin dvou fad

oo o0

g an, a g b,

n=1 n=1
by mél byt soucet vSech soucinu

aibj, 1,7 € N.

Tyto souciny si muzeme pékné usporadat do ,nekone¢né matice*

arbr aiby aibs
asby  azby azbs
asby aszby agbs

Zbyva vytesit otdzku, v jakém poradi seéist tyto souciny?
Ukazme si dva nejznaméjsi zpusoby secteni téchto ¢isel.
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Definice 5.61 Uvazujme fady > .2 an a Y o by.
e Radu Y% v, s ¢leny rovnymi
v1 = a1b1, y2 = a1ba + agb1, v3 = a1bs + agsby + asby, ...
nazyvame Cauchyiv soucin fad Y o0 an a Y o by.
e Radu > °° 8, s cleny rovnymi
01 = a1b1, 99 = a1bg + asbs + asby, 63 = a1bs + agbs + agbs + azbs + agby, ...

nazyvame Dirichletuv soucin fad Y o2 | an a > ooy by.

Poznamka 5.62

e Cleny Cauchyova ani Dirichletova sou¢inu fad nejsou pifmo souciny a;b;, ale rovnou
jejich koneéné soucty. To ale vzhledem k asociativité fad (Véta[5.13) vyjde nastejno.

e Vsimnéme si, jakymi Cleny jsou tvoreny Cleny Cauchyova a Dirichletova soucinu —
nejlépe to uvidime na vyse uvedené ,nekonec¢né matici“. U Cauchyova soucinu je n-ty
¢len tvoren soucty prvki na n-té vedlejsi diagonéle této matice. U Dirichletova souéinu
je zase zajimavé to, ze jeho n-ty ¢astecny soucet je soucet ¢lent v submatici tvofenou
prvnimi n fadky a n sloupci — toho vyuzijeme v dukazech.

Nejprve se podivejme na obecny piipad usporaddni clent a;b; do fady.
Véta 5.63. Necht fady Y ooy an, Y opoq by jsou absolutné konvergentni. Necht cleny rady

> 1 Cn Jsou tvoteny prdvé vsemi Ciniteli azbj, i,7 € N a kazdy se v ni vyskytuje prdvé
n=1 J
jednou. Pak fada Y o7 | ¢, je také absolutné konvergentni a plati

S () (52)

Diikaz. Podle predpokladu Y 7 | |an| =s € R, > .07 |by| =t € R. Oznaéme
cn = ay, by,

kde {kn},2 | a {€y},~ jsou bijekce na N (tzn. obé tyto posloupnosti obsahuji prévé jednou
kazdé prirozené ¢islo). Zvolme n € N libovolné a oznac¢me

p=max{ky,...,k,} a q=max{l,...,0,}.
Pak

lea +feal 4+ -+ lenl = lan, | - [bey| + lan, | - [bey | + -+ - + |ag, [ - [be, ]
P q

p q
<SS il oy = Yl - S oyl < st
i=1 j=1

i=1 j=1
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Protoze n € N je libovolné, dostdvame tak, ze posloupnost ¢dstecnych souctu fady > oo ; |cn]
je omezend, tedy fada ) -7, ¢, je absolutné konvergentni. Dokazme, ze plati vzorec z tvr-

zeni véty. Vzhledem k absolutni konvergenci » -7 ; ¢, mé kazdé dalsi jeji prerovndni stejny
soucet. Vyberme si tfeba pferovnani Y~ | d,, tedy Dirichletuv soucin fad. Oznacme {s, },- |,

{tn};21 a {wp} -, postupné posloupnosti ¢dstecnych souctu fad > o2 an, > ooy by a
>0 | 0. Pak plati

n n

(5n:zzn:aibj:iai26j:8n'tn
7j=1

i=1 j=1 i=1  j=

pro kazdé n € N. Pfechodem pro n — oo dostédvame i pozadovanou rovnost. O

Podivejme se nyni, co plati specidlné pro Dirichletuv soucin.

Véta 5.64. Necht > o2 an, Y ooy by jsou konvergentni rfady a y ooy 0, je jejich Di-
richletuv soucin. Pak Y >, 8, je konvergentni a plati

Fan () (50)

Diikaz. Oznacme {sp}>" 1, {tn}nry, {wn}oe, posloupnosti ¢dstecnych soucttu fad Y oo ;| an,

Z’rc;o:l le) Z,Zozl 5n. Pa.k
Wy = Sptn, N E N.

Odtud okamzité plyne jak konvergence Dirichletova soucinu, tak rovnost. O

Konec¢né se podivejme na Cauchyuv soucin fad.

Véta 5.65 (Mertensova). Necht Y 07 an = a, Y ooy by = b konvergugi a alespori jedna
z nich absolutné. Necht "> | v, je Cauchyiv soucin téchto fad. Pak Y o2 | vn konverguje

a plati
o0
Z Yn = ab.
n=1

Diikaz. Necht >~>° | a,, absolutné konverguje. Oznac¢me {t,}7 1, {vn}ooq, {sn}re; posloup-
nosti ¢dstecnych soucttt fad Y 71 an, Y pey bny D opeq Yo, kde Y07 1 vy je Cauchytv soucin
fad Y07 | an, Y ooy by. Plati

Sp =M+t
= a1by + (a1by + azby) + (arbs + agby + asby) + - - -
<o+ (a1by + agbp—1 + -+ -+ anby)
= a1Vp + a2Up—1 + -+ + anvy.

Definujme pomocnou posloupnost {wy, } -, pfedpisem

wy, =v, — b, néeN.
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Z lim v, = b plyne, ze lim w, = 0. Déale z rovnosti v,, = wy, + b pro n € N mame
n—00 n—00
sp = a1(b+wy) + az(b+wp—1) + -+ + an(b+ wy)
= (a1 +ag + -+ ap)b+ ayw, + agwp_1 + - - - + apwy
=tnb + un,

kde jsme zavedli novou posloupnost {un},-; vztahem
Up = A1 Wp + AG2Wp—1 + -+ anwi;, n €N

Protoze lim ¢, = a, plati lim ¢,b = ab. Takze dokdzeme-li lim w, = 0, bude tim
n—oo n—oo n—oo

dokézano, ze li_>m Sp = ab, tj. > o7, ¢p = ab. Protoze ) -7, |ay| konverguje, je posloupnost
n oo

jejich ¢asteénych souctu omezend, tj. existuje h € R, h > 0 tak, ze
lar| + |ag| + -+ + |an] < h, mneN.

Protoze li_}rn wy, = 0, je posloupnost {wy, },~, ohrani¢end, tj. existuje k € R, k > 0 tak, ze
n—oo

lwp| <k, meN.

Zvolme ¢ € R, € > 0 libovolné. Protoze lim w, = 0, existuje n; € N tak, ze pro vSechna
n—oo

n > nq plati
€
Wp| < —.
Protoze Y, |a,| konverguje, existuje ny € N tak, Ze pro véechna m,n € N, ng <n <m
plati
5

2k’
Polozme ng = max{ni,na}. Pak pro véechna n € N, n > 2nq plati

lan 1] + |ante| + -+ lam| <

|un\ = \a1wn + awn—1 + -+ ApgWn—ngt+1 + Gng+1Wn—ng + -+ + anw1|
< ax||wn| + lag||wp—1| + - - - + |G| |Wn—not1]

+langt1|[wn—no| + - - 4 [an||wi]

< (Jaa| + lag| + - -+ lane ) o7 + (lane 41| +- - + fan])

£
2h
) 15 g 3
<hop k=3t =e

tj. lim u, = 0. O
n—oo

Poznamka 5.66 Shrime posledni tfi véty. Pokud obé fady Y .7, an a Y .- b, absolutné

konverguji, je absolutné konvergentni jakkoliv uspofadany soucin fad a jeho soucet je roven

souc¢inu sou¢tu fad Y 2 an a y_ .- b,. Pokud je alespon jedna z nich absolutné konver-

gentni, Cauchyuv soucin je konvergentni. Nejméné chceme po faddch Y o2 an a o7 by

v ptipadé Dirichletova sou¢inu — staéi jejich konvergence.






Kapitola 6

Posloupnosti funkci

Ve skriptech [13] jsme se bavili o ¢iselnych posloupnostech. A to proto, Ze jsme potiebovali
pracovat s uspoiradanymi nekoneénymi seznamy ¢isel. Formalné jsme posloupnost realnych
¢isel definovali jako zobrazeni ptifazujici kazdému pfirozeném é&islu realné ¢islo. U posloup-
nosti funkci to je podobné, jen nebudeme pfitazovat ¢islo ale funkci.

V této kapitole se opét zaméirime na to, co nds na posloupnostech nejvic zajima — jejich
limity. A pro jednoduchost budeme mluvit pouze o posloupnostech funkci jedné proménné.
Zobecnéni pro funkce vice proménnych je pak analogické.

6.1 Zakladni definice a znaceni

Definice 6.1 Necht D C R a funkce f, : R — R pro kazdé n € N definované na této
mnoziné (tzn. D C D(fy)). Zobrazeni, které kazdému pfirozenému ¢islu n € N prifazuje
funkei f,, nazyvame posloupnost funkci na mnoziné D a znacime { f,}2°; nebo

f17f27f37°"

Priklad 6.2 Posloupnostmi funkei na R jsou napi. {sin(nz)} -, {z"},—;. Obé jsou defi-
nované na celém R. Grafy posloupnosti funkei se sice nedaji zobrazit, muzeme si ale zobrazit
grafy prvnich par ¢lent, viz Obrazek

S

(a) Grafy funkef sin(nz), n=1,...,5. (b) Grafy funkef 2™, n=1,...,5.

Obrazek 6.1: Posloupnosti z Piikladu

159
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6.2 Bodova konvergence

Seznamme se nejprve s nejjednodussim typem konvergence posloupnosti funkei — bodo-
vou. Samotny nazev je vystizny. Nejde vlastné nic jiného nez o konvergenci posloupnosti
funkénich hodnot { f,(x)},—, pro pevna z.

Definice 6.3 Necht {f,} -, je posloupnost redlnych funkei definovanych na mnoziné
D CR.

e Rekneme, Zze posloupnost {fu}tor, konverguje v bodé T € D, jestlize posloupnost
{fn(@)},2, konverguje.

e Rekneme, Ze posloupnost {fn}22 (bodové) konverguje na mnoziné M C D, jestlize
{fn}oe, konverguje ve vSech bodech mnoziny M. Funkci f : M — R definovanou
predpisem

f(z)= lim f,(x), zeM (6.1)
n—oo

nazyvame (bodovou) limitou posloupnosti {fn}>2, na mnoziné M. Pak fikdme, ze
posloupnost {f,} 2, konverguje k f bodové na M a znacime ,f, — f na M pro
n — oo“.

e Mnozinu vSech bodu z mnoziny D, ve kterych posloupnost konverguje, nazyvame
oborem (bodové) konvergence posloupnosti {fn} - ;.

Priklad 6.4 Uvazujme posloupnost funkei {f,},~, kde
fa(z)=2", zeR, neN.

Podivejme se nejprve pro jednoduchost na konvergenci v jednom bodé, konkrétné v bodé

T = %. Protoze
3 3\"
fn <4> = <4) 5 n e N’

posloupnost {f,}--, konverguje v tomto bodé k ¢islu 0 (vSimnéte si na Obréazku na
které ose vykreslujeme prvky této ¢iselné posloupnosti). Pro ostatni body muzeme tuto
uvahu provést s vyuzitim znalosti geometrické posloupnosti a zjistime, ze obor konvergence
zadané posloupnosti je interval (—1,1]. Navic, limitni funkce mé predpis

0 proze (—1,1),
Fla) = .
1 proxz=1,

viz Obrazek O

Piiklad 6.5 Uvazujme posloupnost funkei {f,}>2,, kde f,(z) = e_”xg, r € R, neN.

n=1"

K nalezeni limitni funkce pouzijeme vztah (6.1). Zvolime pevné ¢islo x € R a budeme

zkoumat posloupnost redlnych ¢isel {e*mQ} . Plati
n=

2 2\
enac:(ex),
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Obrézek 6.2: Grafy prvnich par ¢lenu posloupnosti {z™} | a jeji limity (Cervené).

z ¢ehoz je vidét, ze pro x = 0 posloupnost konverguje k ¢islu 1 a pro = # 0 jde k 0 (protoze
e~ € (0,1)). Tedy posloupnost { fn}oo, konverguje k funkei

(o) = {1 pro x =0,

0 prox#0

na R, viz Obrazek O
Yy
1

v

ol

Obrazek 6.3: Grafy prvnich pér ¢lent posloupnosti a jeji limity (¢ervené) z Piikladu

Piiklad 6.6 Uvazujme posloupnost funkei {f,}72, kde

1

fa(x) =n(xzn —1), z€(0,00), ne€N.

Pro pevné zvolené = > 0,  # 1 plati

gn—1 enmT_]
fu(z) = = Inz — Inzx,

1 1
n Eh’lx
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kde jsme vyuzili znalosti limity

v_1
lim &= = 1.
y—0 Yy
Pro z =1 plati f,(1) =0, tedy f(1) = 0 = In1. Posloupnost {f,} tedy konverguje k In na
intervalu (0, 00). O

6.3 Stejnomérna konvergence

Na rozdil od posloupnosti redlnych ¢isel, u posloupnosti funkci se budeme bavit vice typy
konvergence. V Piikladech a sice byly ¢leny posloupnosti spojité funkce, ale jejich
limita uz spojita nebyla. K tomu, aby se spojitost ¢lenti posloupnosti prenesla i na jeji limitu
bodova konvergence nestaci. Definujme silnéjsi pojem konvergence.

[e.e]

Definice 6.7 Necht je déna posloupnost funkei {f,} 7,
mnoziné D C R. Rekneme, ze posloupnost { fn},- | je stejnomérné konvergentni na mnoziné
M C D, jestlize existuje funkce f: M — R takova, ze

definovanych na neprazdné

Ve>03ng e NVneNn>nyVe e M : |fp(z) — f(z)| <e

a znaCime , f, = f na M pro n — oco.

Poznamka 6.8

e Srovnejme pojem stejnomérné a bodové konvergence. Méjme danu posloupnost realnych
funkef {f,},2,, definovanych na D C R, f: M — R, kde M C D. Vsimnéte si, ze
tvrzeni f, — f na M je ekvivalentni s vyrokem

Vee MVe>03ng e NVneN,n>ng : |fu(z) — f(z)] <e.
Pritom tvrzeni f, = f na M je zase ekvivalentni s vyrokem
Ve>03dInge NVneNn>ngVe e M : |fo(z) — f(x)| <e.

Tyto dvé definice se lisi jen poradim kvantifikovaného vyrazu Vx € M. Rozdil je v tom,
ze u bodové konvergence muze piirozené ¢islo ng byt pro kazdé x jiné (tzn. zavisi jak
na ¢ tak na z), ale u stejnomérné konvergence hodnota ngy nezavisi na vybéru z € M
(tzn. pro dané € a pro v8echna z je ho tfeba zvolit stejné).

e Stejnomeérnd konvergence implikuje bodovou konvergenci, ale naopak to neplati, viz
Priklad Stejnomérna konvergence je tedy silnéjsi nez bodova konvergence.

Poznamka 6.9 (geometricky vyznam stejnomérné konvergence) Stejnomérnou konvergen-
ci, tedy nezavislost ¢isla ng na x si lze pékné predstavit na obrazku. Nejprve si pro € > 0
a funkci f definovanou na mnoziné M ptedstavme e-pds funkce f, ¢imz rozumime mnozinu

{(z,y) eR*;0e M A |y— f(z)| <e}.

Pak f, = f na M pravé tehdy, kdyz ke zvolenému ¢ > 0 existuje takovy index ng, ze grafy
funkef f,, pro vSechna n > ng lezi v e-pésu limitn{ funkce f, viz Obrazek [6.4]
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-

< / S N f 2

f3 = fno
f

M

Obrazek 6.4: Grafy par ¢lenu posloupnosti { f, },- ;, jejl limita f (Cervené) a e-pas funkce
f (svétle modfe).

Priklad 6.10 Uvazujme posloupnost {f,},-; a jeji limitu f z Piikladu Ukazeme, 7e
tato posloupnost nekonverguje stejnomérné ke své limité na intervalu (—1,1). Tedy méme
ukdzat, ze existuje takové € > 0, ze pro kazdé ng € N existujin € Nyn >ngaz € (—1,1)
tak, ze

[ful(z) = f(@)] 2 e
To se d4 preformulovat také tak, ze mame ukazat existenci e > 0 a posloupnosti {zp,}»_;
bodu z intervalu (—1,1) tak, ze |fm(zm) — f(xm)| > € pro viechna m € N. Polozme tieba

£ = 3 a najdeme x,, € (—1,1) tak, Ze |20 — 0| > 3. Stacf vzit ,, = ”{/g Pak opravdu

1

| fin () — f(zm)| = '(m 2)’” —O’ = % pro vSechna m € N,

viz Obrézek K zavéru, ze posloupnost na intervalu (—1,1) neni stejnomérné konver-
gentni dojdeme intuitivné i pfimym pohledem na tento obrazek. Totiz vSechny ¢leny po-
sloupnosti jsou spojité a v bodé 1 nabyvaji ¢isla 1. Proto Zddny clen této posloupnosti
nemuze zustat v %—pésu nulové funkce (¢dst tohoto péasu je rovnéz na Obrazku . O

Priklad 6.11 Dokazte, ze posloupnost {f,}, -, z Piikladu konverguje ke své limité
stejnomeérné na kaZdém uzavieném podintervalu [a, b] intervalu (—1,1).

Resend. Jak jiz vime z Piikladu fn — 0 na [a,b]. Dokazme, Ze je tato konvergence
dokonce stejnomérnd. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Protoze |al, |b| < 1, posloupnosti {|a|"} 7,
a {|b|"},~, konverguji k nule, tzn. existuje ng € N tak, ze pro vSechna n € N, n > ng plati
la|™ < e a |b]™ < e. Déle pro vSechna x € [a, b] plati |z| < max{|al,|b|}, tedy

2" < (max{lal, b[})" = max{|a[", [b]"}
pro véechna n € N. Dohromady tedy pro vSechna n > ng a x € [a, b] plati
2" — 0] = [z[" < max{[a[", [b]"} <e. O

Uved'me si dals{ variantu Bolzanovy—Cauchyovy véty — tentokrat pro stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkeci.
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Obrazek 6.5: Ilustrace postupu z Prikladu

Véta 6.12 (Bolzanova—Cauchyova). Posloupnost {fn}zozl stejnomerné konverguje na mno-
ziné M prdvé tehdy, kdyz

Ve >03dng e NVm,n e Nm,n>ng Ve e M : |fo(x) — fm(z)| < e.

Diikaz. (=): Necht tedy posloupnost {f,}>°, stejnomérné konverguje k funkci f na M.

n=1

K libovolnému € > 0 lze tedy nalézt ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng plati
€
|fu(z) — f(2)] < 3 pro vechna x € M.
Tedy pro kazdou dvojici ¢isel n, m € N splnujicich n > ng a m > ng plati

e €
Fala) = ()| < fala) = F@)| +17@) — fm(a)] < 5 45 =<
(«<): Predpoklddejme, ze je splnéna podminka Veéty Pak zfejmé plati, ze pro kazdé
x € M spliluje posloupnost {fn(z)},~; Bolzanovu-Cauchyovu podminku pro ¢iselné po-
sloupnosti. Existuje tedy vlastni limita lim f,(z) pro vSechna x € M. Tuto limitu ozna¢ime
n—oo

symbolem f(x). Tim je definovéna funkce f : M — R, kterd je bodovou limitou posloup-

nosti {fn},—,. Staci tedy jen dokdzat, ze konvergence je stejnomérnd. Z nasi podminky

plyne, Ze k libovolnému € > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechna m,n € N, m > ng, n > ng
plati
€

|fn(x) - fm(x)‘ < 9

Prejdeme-li v této nerovnosti k limité pro m — oo, dostavame

pro vSechna =z € M.

|fn(z) = f(z)] < % <e pro véechna x € M,

coz jsme chtéli dokézat. O

nomérné konvergence. Pouzivé se zejména v dikazech. Oproti tomu, néasledujici véta dava
navod, jak prakticky zjistit, zda dand posloupnost funkci stejnomérné konverguje ¢i ne.
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Véta 6.13 (nutna a postacujici podminka stejnomérné konvergence). Necht je ddna pos-

loupnost { fn},; na mnoziné M a funkce f: M — R. Oznaéme

on = sup |ful@) — f(z)], nmeN.
zeM

Pak
fm=3f naM — lim o, = 0.

n—o0

Diikaz. (=): Necht f, = f na M. Zvolme € > 0 libovolné. Pak podle predpokladu existuje
ng € N tak, ze pro vSechna n > ng a vSechna x € M plati

€
[fnle) = f(@)] < 5,
tedy pro vSechna n > ng dostavame

O = SUp |fulz) — f(2)] < = <e.
xeM 2

(<): Necht naopak lim o, = 0. Zvolme € > 0 libovolné. Pak existuje ng € N tak, ze pro
n—oo

v8echna n € N, n > ng a pro vSechna x € M plati

|fn($)_f(37)’ <o, <e. O

Piiklad 6.14 Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkef { f,}22, kde

fale) = T2, mEN, TR
na
(a) intervalu [0, 1],
(b) intervalu [1,00).
Resend. Snadno spocitame, ze f, — f na [0,00), kde f(z) = 0 pro viechna z € [0, 00). Déle
si vSimnéme, Ze
e fn(x) > 0 pro vSechna x € (0, 00),
e f, jsou spojité na [0, c0),
e f,(0)=0alimy o fn(z) =0 pro vSechna n € N,
viz Obréazek VysSetfeme nyni posloupnost na obou intervalech.

(a) Uvazujme funkce f,, pouze na intervalu M = [0, 1]. Abychom mohli pouzit Vétu
je nutné urcit o, pro vsechna n € N. Protoze f, jsou spojité na [0, 1], pak

o = gy
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Obrézek 6.6: Grafy nékolika prvnich ¢lenu posloupnosti funkei z Piikladu

pro kazdé n € N. Funkce f, zfejmé muZe nabyvat svého maxima bud v krajnich
bodech defini¢niho intervalu nebo ve staciondrnich bodech. Pro kazdé n € N a x > 0
plati

, 2n(1 — nz?)

fal@) = m

Ziejmé f!(x) = 0 pravé tehdy kdyz 1 — n’z? = 0, tedy = = % (rovnici totiz Fesime
pouze na intervalu (0, 1)). Plati

fa(0)=0,  fu (1) _o (1) = 2

n

Z toho vyplyva, ze 0, = 2 pro n € N, tedy lim o, = 2 # 0. Posloupnost {fn}, -,
n—oo

definovand na [0, 1] nekonverguje stejnomérné ke své limitni funkci.

(b) Nyni uvazujme posloupnost funkci na intervalu [1,00). Opét z vlastnosti ¢lent nasi
posloupnosti dostavame, ze
on = max fn(z).
z€[1,00)
Podobné jako v ¢asti (a) je nutné uréit presnou hodnotu o, pro kazdé n € N, pfitom
jiz vime, ze f] jsou zdporné na [1,00), tzn. na tomto intervalu jsou funkce f,, klesajici.
7 toho vyplyva, ze
2n

“Tra "EN

On = fn(1>

Tentokrat ovsem lim,,_,o 0y, = 0, z éehoz plyne, ze posloupnost {f,} -, stejnomérné
konverguje na [1,00). O

Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti funkci

Pojem stejnomérné konvergence se zavadi zejména kvuli tomu, Ze nékteré vlastnosti clenu
stejnomérné konvergentni posloupnosti se prenasi i na jeji limitu.
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Véta 6.15 (o limité, Mooreova—Osgoodova). Necht f,, f: R - R, ceR, 6 >0, f, = f
na (¢,c+ 0). Ddle necht existuji viastni limity

lim f,(x)(=: by) pro kazdé n € N.

T—rCc+

Pak také existuji limy—scq f(2) alimy,_ o0 by, a jsou si rovny, tzn.

lim lim f,(z)= lim lim f,(z). (6.2)

Tr—rCc+ n—00 n—o00 r—c+

Dikaz. Podle pfedpokladu konverguje posloupnost {f,} - k funkci f na (c,c+ ), takze
z Bolzanovy—Cauchyovy véty (Véta|6.12)) plyne, Ze pro vSechna £ > 0 existuje ng € N tak,
ze pro kazdé m, n € N, m > ng, n > ng plati

[fn(x) — f(2)| < % pro viechna z € (c,c+ ). (6.3)

Kdyz v (6.3) pfejdeme k limité pro x — c+, dostaneme pro kazdé m,n € N, m,n > ng
nerovnosti .
|bn_bm| S g <E,

takze posloupnost ¢isel {b,} - spliuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku pro ¢&iselné po-
sloupnosti, je tedy konvergentni. Oznac¢me b = lim,,_,oo b, € R.
Nyni staci jen dokdzat, ze lim,_.y f(x) = b, tzn. ukdzat, ze

Ve >0301 >0Vz € (c,c+0),c<x<c+0d : |f(x)—b <e.
Zvolme € > 0. Ze stejnomérné konvergence plyne existence ¢isla n; € N takového, ze

|fn(z) — f(2)] < g pro vsechna z € (¢,c+ ¢), véechna n > n;.

Protoze lim b, = b, existuje ny € N tak, ze
n—oo

5
b, — b| < 3 pro vechna n > na.

Polozme ng = max{ni,na}. Protoze limy_cy+ fn,(z) = bn,, existuje 6; € (0,0) tak, ze
c
3

7 poslednich tfech nerovnosti pro n = ng vyplyva

‘f(x) - b’ = ’f(x) - fn0<‘r) + fn0($) - bno + bno - b‘

e 9 g
< 1F(@) = Fao(@)] + g @) = bl + lbag = bl < S+ 5+ 5 =

pro kazdé z € (c,c+ 61). O

| fro () — by | < pro vsechna z € (¢, c+ 01).

Poznamka 6.16 Vsimnéte si, ze vztah (6.2]) vlastné fikd, ze u stejnomérné konvergentni
posloupnosti funkci lze zaménit poradi vyhodnocovani limit pro x — ¢+ a n — oo.

Poznamka 6.17 Podobné tvrzeni jako je ve Vété lze vyslovit pro x = c— a x — c.
Vyslovte takova tvrzeni a dokazte!
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Piiklad 6.18 Ukazme si, ze bodova konvergence by k rovnosti limit z Mooreovy—Osgoodovy
véty (Véta [6.15]) nestacila, tzn. bez predpokladu stejnomérné konvergence tvrzeni neplati.
Uvazujme posloupnost funkef z Pifkladu[6.4 Podle Piikladu [6.10] posloupnost nekonverguje
stejnomérné na (—1,1) a nemuze tedy ani na intervalu (—1, 1]. Podivejme se, jak je to se
zdménou limit lim a lim , tzn. porovnejme limity

z—1— n—oo
lim lim f,(x) a lim lim f,(z).
z—1—n—00 n—o00 x—1—

Pro véechna z € (—1,1) plati le faulz) = le " = 0. Néasledné

lim lim f,(x)=0.

r—1— n—o0

Déle plati, ze lim f,(xz) = lim 2" =1" =1 a tedy
z—1— rz—1—

lim lim f,(z)=1.

n—oo r—1—

V tomto piipadé tedy neni mozna zdména limit. O

(o) o

Véta 6.19 (o spojitosti limity). Necht J C R je neprdzdny interval, { fn}ro | je posloupnost
na J, f:R—R,

(i) fp=fnada
(i) fn jsou spojité na J pro vsechna n € N.

Pak f je spojitd na J.

Diikaz. Vezmeme libovolny bod ¢ z intervalu J, ktery nenf jeho pravym hrani¢nim bodem. Ze
spojitosti funkei f,, plyne, ze lim, .t fn(z) = fn(c) pro kazdé n € N. S vyuzitim Véty
a konvergence posloupnosti {f,},-; v bodé ¢ dostavdme

lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim f,(z)= lim f,(c) = f(c),

rx—c+ T—Cc+ n—0o0 n—o00 r—c+ n—00

tzn. f je v bodeé ¢ spojitd zprava. Podobné muzeme vzit libovolny bod ¢ z intervalu J takovy,
ze neni jeho levym hrani¢nim bodem. S vyuzitim Pozndmky dostavame

lim f(z) = f(e).

r—c—
7 téchto uvah také plyne, Ze je-li ¢ vnitfnim bodem intervalu J, pak f je spojita v c. O

Jak jsme vidéli v pfikladech na zacatku kapitoly, pokud posloupnost spojitych funkci
konverguje k limitni funkci pouze bodové a nikoliv stejnomérné, nemusi byt limitni funkce
spojita.
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Véta 6.20 (o zdméné limity a derivace). Necht {f,}- je posloupnost funkci definovanych
na intervalu J = [a,b] C R,

(i) posloupnost { fn}oo, konverguje alespori v jednom bodé z J,
(it) pro kazdé n € N existuje spojitd f), na intervalu J a

(iii) posloupnost {f}}>° | konverguje stejnomérné na J.

Pak
(a) posloupnost {fn}," | konverguje stejnomérné na J,

(b) oznacime-li lim f, = f, pak erxistuje derivace f' na J a plati
n—oo

/= lim f, nal. (6.4)

n—oo

Dikaz. ad (a): Staci ovérit splnéni Bolzanovy—Cauchyovy podminky z Véty pro po-
sloupnost funkei {f,} 2 ;. Zvolme libovolné ale pevné ¢ > 0. Z (i) plyne existence ¢ € [a, b]
takového, ze {fn(c)},—; je konvergentni posloupnost, takze spliuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku pro posloupnosti ¢isel. Tedy existuje n1 € N takové, ze pro vSechna m,n € N,
m,n > nq plati

INCEIAGIES (6.5)

Z predpokladu (iii) plyne zase existence ng € N takového, ze pro viechna m,n € N splaujici
m,n > no plati

1) — fL(8)] < 2(56— 5 pokdéielal], (6.6)

Polozime ng = max{ni,n2}. Pro kazdé m,n € N a kazdé x € [a,b], z # ¢ existuje & € [a,b]
lezici mezi body x a ¢ takové, ze
(fm(x) = fn(2)) = (fm(c) = fn(c))
r—c

= fm(&) = £2(6)

(vétu o stiedni hodnoté diferencidlniho poc¢tu jsme pouzili na funkci f,,, — f, na intervalu
o hrani¢nich bodech x a ¢). Upravou dostavame

fim(@) = fu(@) = fm(e) = fule) + (fr(&) — fu(§))(z — o).
Jsou-li m,n > ng pak z a vyplyva
() = Fu(2)] < 1) = Fule)] +11(O) = Fo(©)lle el < & + 575

Z Bolzanovy—Cauchyovy véty (Véta plyne, ze posloupnost {f,} -, je stejnomérné
konvergentni na [a, b]

ad (b): Ozna¢me limitu posloupnosti {f,},-; symbolem f. Z piedpokladu (iii) vyplyva
existence funkce g : R — R takové, ze f;, =% g na [a,b]. Dokazeme, ze g = f’ na [a,b].
Nejprve vezmeme x € [a,b) a dokdzeme rovnost g(z) = f (). Plati

Vi) — i JEFR = f@) L falz 4 h) — fa(2)
fil@) = hg& h B hlg& nh—{glo h

= lim lim fn(@ + 1) = fu(@)
n—00 h—0+ h

(b—a)=c¢.

= lim (fu)}(2) = g(=),
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kde jsme ve tfeti rovnosti pouzili Mooreovu—Osgoodovu vétu (Véta — opravnénost
jejtho pouziti bude zduvodnéno dale. Podobné se dé dokdzat rovnost g(x) = f’ (x) pro
kazdé x € (a,b]. Dukaz je tak hotov.

Ukazme jesté, ze pouZit{ Véty bylo vskutku oprdvnéné! Oznaéime

on(h) = fn(:c—l-h]i—fn(:z) . o(h) = f(x—l—h}i—f(:c)

pro kazdé n € N a h € (0,6), kde § > 0 a = € [a,b) jsou pevné dand ¢isla. Aplikujeme
Mooreovu—Osgoodovu vétu (Véta [6.15) na funkce ¢, ¢ : (0,d) — R. Pro vSechna n € N
existuji vlastni limity

. Y falz +h) — fu(x)
h1—1>r(€1+ onh) = hli>%1+ h

= (fn)} ().

Nyni ovéfme, ze ¢, = ¢ na (0,0). K tomu opét pouzijeme Bolzanovu—Cauchyovu vétu
(Véta|6.12). Nejprve pozorujme, ze pro kazdé m,n € N a h lze najit &, € (0,0) lezici mezi
body 0 a h tak, ze plati

@m(h) - Qpn(h) = fm($ i h})L — fm(l‘) — fn($+ h}z _ fn(l‘)

[(fm(z + h) = fu(z + h)) = (fm(2) = ful2))]
h(frn(&n) — fn(&n)) = Fin(n) — fr(&n)

S| ==

Zvolme £ > 0 libovolné. Protoze { f},}.- splituje Bolzanovu—Cauchyovu podminku na [a, b],
pak existuje ng € N tak, ze pro kazdé m,n > ng a kazdé y € [a, b] plati | f],(y) — f1(y)| < e.
Tedy pro kazdé m,n > ny a kazdé h € (0,9) plati

|om(h) = en(R)| = | fn () — Fr(&n)] <e.

Podle Bolzanovy—Cauchyovy véty kone¢né plati ¢, = ¢ na (0, 9). O
Véta 6.21 (o zméné poradi limity a integralu). Necht {fn},>, je posloupnost funkci na
intervalu [a,b], kde a, be R, a < b, f : R — R,

e fn, = f na intervalu [a,b] a
e f, je riemannovsky integrovatelnd na |a,b] pro kazdé n € N.

Pak existuje Riemanniv integrdl f: f(z)dz a plati

b b
/ Hade = T || fue)ds. (6.7)

n—o0

Diikaz. Provedeme ho ve dvou krocich: (a) dokdzeme, ze f € R([a,b]) a poté (b) dokdzeme

platnost rovnosti (6.7)).
ad (a): Zvolme libovolné £ > 0. Podle predpokladu stejnomérné konvergence existuje ny € N

tak, ze

@) = F@)] < 7
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pro kazdé x € [a,b]. Protoze fn, € R([a,b]), pak existuje déleni intervalu [a, b]

D ={xo,x1,...,2n}, a=zpg<z1<-"-<TQp=0>b
tak, ze
5
S(fnoaD) - S(fan) < 57
viz [13, Lemma 9.25]. Protoze pro kazdé x € [a, b] plati
fao (#) = T < f(2) < fuo @) + 7
x)— — x x
"o 4(b —a) "o 4(b—a)’
pak pro kazdé ¢ = 1,...,n také
£ E < inf f< sup f< sup fo +——
in - in up f < sup .
[xz 17$Z] "o 4(b - a’) [Il 1 '7:1] [l'i—lyl'i] [l'i_l,(l?i] " 4(b - CL)

Celkové dostavame

S(f, D) — s, =Z< sup f — mlf]f>( — 1)
i=1 wz 17w’L :B’ i
- €
< su no — inf  f,, — | (x; — x4—
‘§<%&f°xumh mww>( !
n c n
= Sup fn - Hlf fro | (i — xiz1) + (i — xi-1)
<§+£
5 T5=¢

Podle |13| Lemma 9.25] je i funkce f riemannovsky integrovatelnd na [a, b].
ad (b): Z pfedpokladu f,, = f na [a, b] plyne, ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze
pro kazdé n € N, n > ng a kazdé x € [a, b] plati

Pak pro vSechna n € N, n > ng plati

[ s [ rwad =

b
(fa(z) = f(z)) dz

/Wn 2)| do

b ¢ €
§/a2(b_a)dx—(b—a)2(b_a):2<5. O

Pokud posloupnost funkei nekonverguje stejnomérné ke své limitni funkei na [a, b], pak
nemusi platit rovnost (6.7) — viz nasledujici piiklad.

Ptiklad 6.22 Uvazujme posloupnost funkei {f,},-; definovanych na intervalu [0, 1] pfed-
pisem
0 x=0,
() =<n xe(0,1/n),
0 ze€[l/n,0],
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Yy
3
Y
2
f ) . 1f2 . 1 1f3 .
0 1 0 2 0 3
(a) Graf fi. (b) Graf fs. (c) Graf fs.

Obrézek 6.7: Grafy prvnich tiech ¢lenu posloupnosti z Piikladu

viz Obréazek [6.7 Pak )
/ fa(x)dz =1
0

pro kazdé n € N. Sice f, — 0 na [0, 1], ale pfitom f,, 72 0 na [0, 1] (pro ¢ = 1 zadny ¢len
posloupnosti nelezi v e-pasu nulové funkce). Protoze

/Olfn(x)dx:174>o:/olodx,

tedy neplati . Duvodem je pravé fakt, ze konvergence neni stejnomérné. O

6.4 Lokalné stejnomérna konvergence

Seznamme se jeSté s jednim typem konvergence posloupnosti. Jde o néco slabsi typ kon-
vergence nez je stejnomérnd. Pfesto bude v mnoha ohledech stacit k preneseni nékterych
vlastnosti z ¢lenu posloupnosti na jeji limitu, podobné jako tomu je u stejnomérné konver-
gence.

Definice 6.23 Necht f,, f : R — R pro n € N jsou funkce definované na mnoziné D C R.
Rekneme, ze posloupnost funkei {f,} - konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f na
intervalu J C D, jestlize stejnomérné konverguje na kazdém jeho kompaktnim podintervalu.

Znacime
loc

fan=f mnald.

Tak napiiklad posloupnost z Piikladu a nekonverguje stejnomérné na (—1,1),
ale konverguje na tomto intervalu alespon lokdlné stejnomérné.
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Poznamka 6.24 Lokalné stejnomérna konvergence na uzavieném a ohrani¢eném (tj. kom-
paktnim) intervalu splyva se stejnomérnou konvergenci na tomto intervalu. Proto je tento
pojem zajimavy jen pro oteviené, polooteviené ¢i neohranicené intervaly J.

Véta 6.25 (o spojitosti limity). Necht J C R je neprdzdny interval, { f,,}req je posloupnost
na J, f: R —R,
) loc
(i) fo5 f naJ a
(ii) frn jsou spojité na J pro viechna n € N.

Pak f je spojitd na J.

Diikaz. Necht ¢ € J neni pravym koncovym bodem intervalu J. Pak existuje ¢ > 0 tak,
ze [c,c+ €] C J. Podle piedpokladu f =% f na [c,c + €] a podle Véty [6.19] je f spojitd na
intervalu [c, ¢ + ¢]. Odtud plyne, Ze f je spojitd v bodé ¢ zprava. Podobné se dokaze, ze f
je spojita zleva v bodé ¢ € J, ktery neni pravym koncovym bodem intervalu J. O

Dtikaz néasledujici véty se vede podobné jako u véty predchozi, pfitom se vyuzije Véty

Véta 6.26 (o zdméng limity a derivace). Necht {f,}- je posloupnost funkci definovanych

na intervalu J C R,
(i) posloupnost { fn}o, konverguje alespori v jednom bodé z J,
(it) pro kazdé n € N existuje spojitd f), na intervalu J a
(iii) posloupnost {f}}>° | konverguje lokdlné stejnomérné na J.
Pak
(a) posloupnost { fn},2 | konverguje lokdlné stejnomérné na J,

(b) oznacime-li lim f, = f, pak erxistuje derivace f' na J a plati
n—oo

f'=lim f, nalJ.

n—oo

Daéle bychom potiebovali pracovat se zaménou integrace a limity posloupnosti, ktera
lokéalné stejnomérné konverguje. Nésledujici véta je vlastné téméei dusledkem Véty
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Véta 6.27. Necht {fn}o-, je posloupnosti funkei na intervalu J C R, f: R — R,

loc
e f, = f naintervalu J a

o f, je riemannovsky integrovatelnd na kaZdém uzavieném a ohraniceném podintervalu
intervalu J pro kaZdé n € N.

Pak f je riemannovsky integrovatelnd na kaZdém uzavreném a ohraniceném podintervalu
intervalu J a pro kazdé c € R plati

/fﬂ f(s)ds = lim xfn(s) ds, zelJ

n—oo c

Pravé uvedené véty vyuzijeme pro vysloveni analogickych tvrzenich o lokélné stej-
nomérné konvergentnich raddch funkci, viz dale.



Kapitola 7

Rady funkci

Nyni se kone¢né dostavame k fadam funkci. Ty maji Siroké vyuziti. Pfi hledani primitivnich
funkci, pii feSeni diferencidlnich rovnic, atd. My se budeme zabyvat zejména Taylorovymi
a Fourierovymi fadami. K tomu je ale tfeba uvést nékteré obecné vysledky z teorie funkénich
fad. Jak hned uvidime, spousta véci ndm jiz bude znama z pfedchozich dvou kapitol.

7.1 Zakladni definice a znaceni

Zacnéme klasicky definici.

Definice 7.1 Méjme danu posloupnost funkei {f,} >, na neprdzdné mnoziné D C R.

Radou funkei na mnoziné D (neboli funkéni fadou) chdpeme symbol

an nebo fi+ fo+ fz+---.
n=1

Posloupnost funkei {s,} -, na D definovanou predpisem

31:f17
s2 = f1 + fo,
s3 = f1+ fa+ f3,

nazyvame posloupnosti édstecnych soucti rady Y > | fn a jeji ¢leny édstecné soucty této

rady.

Jak asi tusime, konvergence rfady funkci bude definovana pomoci posloupnosti ¢astecnych
souctu, tedy s vyhodou vyuzijeme pojmy a vysledky z pfedchozi kapitoly.
7.2 Bodova konvergence

Protoze jsme jiz néasledujici pojmy definovali pro posloupnosti funkci, nebudeme se pi#ilis
zdrzovat motivaénimi piiklady a shrneme vSechny dilezité definice do jedné.

175
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Definice 7.2 Necht je ddna fada funkef Y >, f, na D C R a jeji posloupnost ¢dstecnych
soucti {sp}, ;.

(1) Rekneme, ze fada Yool fn konverguje v bodé T € D, jestlize je posloupnost (Eisel)
{sn(@)},2, konvergentni.

(2) Rekneme, ze fada Y vy fn bodové konverguje na mnoziné M C D, jestlize posloupnost
{sn}>2 | bodové konverguje na M.

(3) Jestlize M C D je mnozina vSech bodu, ve kterych fada konverguje, pak ji nazyvame
oborem konvergence a funkci s : M — R definovanou predpisem

s(z) = lim sy(x), zeM

n—oo

nazyvame souctem tady a oznaCujeme

Z fn=s.
n=1

(4) Rekneme, 7e fada > °° | f,, konverguje absolutné na A C D, jestlize fada 32 | fn(z)
konverguje absolutné pro kazdé x € A.

(5) Rekneme, ze fada Y02 fn konverguje relativné (neabsolutné) na R C D, jestlize fada
Y02 1 fu(x) konverguje relativné (neabsolutné) pro véechna z € R.

Poznamka 7.3

(a) Z predchozi definice tedy vyplyvd, ze symbolem Y > | f, rozumime také limitu po-
sloupnosti (pokud néjakd existuje!) ¢dstecnych souctu {s,}o | (tedy stejné jako u fad
redlnych cisel).

(b) Podobné jako u ¢iselnych tad je nékdy praktické indexovat ¢leny fady od jiného celého
¢isla nez od 1 — zejména od nuly. Napiiklad fadu

4o+ 4234
budeme misto Y"°° ; 2™ psdt jako > o0 2™, nebo i Y o0 | 2™t a podobné.

Piiklad 7.4 Uvazujme fadu funkei

[e.9]

Z(l —x)z".

n=1

Pak

l—2)z+(1—a) =z —2*+2% -2 =2 —2?,

»
[\
—
8
~
I
—~

sp(z) = o — 2",
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Je jasné, ze posloupnost {s,} -, konverguje pouze pro x € (—1,1], a to k funkci s majici
hodnoty s(z) =z pro z € (—1,1), s(1) = 0. Podle definice pak

an(az) _ { x pro z€(—1,1), o
n=1

0 pro x=1.

Poznamka 7.5 V Piikladu[7.4]jsme vysetfili konvergenci fady pomoci posloupnosti ¢dstec-
nych souc¢tu. Ve vétsiné piipadu tento postup nelze pouzit, protoze ¢asteéné soucty nejsme
schopni vhodné vyjadfit. OvSem Casto nas nezajiméa soucet fady, ale pouze to, ve kterych bo-
dech fada konverguje (absolutné, relativné) a kde nekonverguje (= diverguje). Pak muzeme
zvolit nasledujici postup:

1. Uréime defini¢ni obory vSech funkci f,, a provedeme prunik téchto mnozin

D = () D(fn)-
n=1

Na této mnoziné ma smysl vysetfovat konvergenci rady.

2. Uréime mnozinu
M, ={ze€D; lim f,(z)=0}
n—oo

o0
(viz nutnou podminku konvergence ¢iselné fady z Véty . Je jasné, ze rada Z fn(x)

n=1
diverguje pro = € D\ M, takze se sta¢i zaméfit pouze na mnozinu M.

3. Zvolime = € M; a vySetiujeme konvergenci ¢iselné rady

n=1

pomoci vhodného kritéria z kapitoly [5| (srovnévaci, d’Alembertovo, Cauchyho, Raa-
beho, jejich limitni verze, atd.). Uréime tak mnozinu

My ={zeM; 3 |fal)] < oo},
n=1

coz je mnozina bodu, na které fada konverguje absolutné (u skuteéného vypoctu
v tomto kroku najdeme pouze ¢ast bodu z této mnoziny a zcela ji uréime az v nasle-
dujicim kroku).

4. Jestlize My = M7, pak mame tplnou informaci o konvergenci nasi fady. Pokud tomu
tak neni, pak je jesté tfeba vySetiit chovani fady na dopliku M; \ Mo, coz byvé jen
konecénd mnozina. Vezmeme postupné vSechna z € M; \ My a vySetiime konvergenci
¢iselné tady > -7 fn(z) (opét pouzijeme piislusné kritérium — Leibnizovo, Abelovo,
Dirichletovo). Dostaneme mnozinu

[e.9]
Ms={zxe M\ My: Z fn(z) relativné konverguje}.

n=1
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5. Zéavér: Na mnoziné MoUM; fada konverguje. Na mnoziné D\ (MyUM3) fada diverguje.

Piiklad 7.6 Vysetiujeme konvergenci fady
o0 ;L'n
>
n=1
Budeme postupovat podle bodu z Pozndmky

1. Ztejmeé D(f,) = R pro vsechna n € N a tedy D = R.

2. Vztah

x?’L

lim — =0
n—oo N

je splnén pouze pro |z| < 1. Tedy M; = [-1,1].

3. Nyni pro libovolné x € M zjistime absolutni konvergenci fady, tedy vySetfujeme fadu

VysSetieme limitu

Podle d’Alembertova kritéria je fada absolutné konvergentni pro |z| < 1. Pro z = £1
jde o harmonickou fadu, ktera je divergentni — viz Piiklad V téchto bodech fada
nekonverguje absolutné. Tedy My = (—1,1).

4. Protoze M;\ M = {—1,1} je neprazdnd mnozina, musime jesté na ni vysetfit relativni

konvergenci. Pro x = —1 dostavame fadu
no n
n=1 n=1

o které je zndmo, zZe je relativné konvergentni (viz Piiklad [5.52)). Pro z = 1 dostdvame

harmonickou radu
o0

1
>
n=1
o které je zase znamo, ze je divergentni.

5. Zdver: Rada absolutné konverguje pro z € (=1,1), relativné konverguje pro x = —1
a diverguje pro z € (—oo,—1) U [1,00). O
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7.3 Stejnomérna konvergence

Stejné, jako jsme definovali bodovou konvergenci fad pomoci bodové konvergence posloup-
nosti, budeme definovat stejnomérnou konvergenci fad pomoci stejnomérné konvergence

posloupnosti.

Definice 7.7 Rikdme, ze fada Yoo fn konverguje stejnomérné na mnoziné M, jestlize
posloupnost jejich ¢dste¢nych souctu konverguje stejnomérné na mnoziné M.

Opét existuje varianta Bolzanovy—Cauchyovy véty pro tento typ konvergence.

Véta 7.8 (Bolzanova-Cauchyova). Rada Y oney fn konverguje stejnomérné na mnoziné M
pravé tehdy, kdyz pro kaZdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kaZdé nm € N, ng <n <m
a vSechna x € M plati

|frt1(z) + frao(m) + -+ + f(2)] < e

Diikaz. Tvrzeni plyne témér okamzité z Bolzanovy—Cauchyovy véty o stejnomérné konver-
genci posloupnosti funkei (Véta [6.12)) uvédomime-li si, ze stejnomérnd konvergence rady
je ekvivalentni se stejnomérnou konvergenci posloupnosti jejich édstecnych souctu {sy} -,

a rovnosti
$m(2) = sn(7) = fr1(2) + fay2(2) + - + fin(2)

pro kazdé m,n e Ny m>nax € M.

Jesté uvedeme tii kritéria pro stejnomérnou konvergenci fad funkei.

Definice 7.9 Necht je ddna fada funkei Y o> | f, na M C R a ¢iselnd fada s nezdpornymi
cleny Y>> | ap. Jestlize

|fr(2)| < ap pro vSechna n € N a vSechna x € M, (7.1)

itkdme, ze > ° | an je majorantni k funkénd fadé Y 07 fn.

Véta 7.10 (Weierstrassovo kritérium). Necht Y, ay, je konvergentni ¢iselnd rada majo-
rantni k funkénd radé Y 2 | fn na M. Pak ) 7 | fn je stejnomérné konvergentni na M.

Diikaz. 7 konvergence ¢iselné fady > a,, plyne, Ze spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku
(viz Vétu , tedy pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechna n, m € N takova,
ze m > n > ng plati

|an+1 +apy2 + - +Clm| <eE.

Z predpokladu (7.1)) a faktu, ze > > | a, je fada s nezdpornymi ¢cleny, plyne

|frot1(2) + frga(@) + - + [ (@)] < | frsr (@) + [frga2 (@) + - + [ fn ()]
Sapp1tapt2+ o+ am = lant1 tapp2 + Fap| <e

pro vSechnam,n € N, m > n > ng a vSechna x € M. Podle Véty je Y o2 fn stejnomerné

konvergentni na M. O
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Priklad 7.11 Dokazte, ze fada

0 2
Z COS™ nx
—n(n+1)
je stejnomérné konvergentni na R.
Reseni. Protoze plati
cos? nx 1 < 1
nn+1)| ~ n(n+1) ~ n?
pro kazdé = € R a kazdé n € N, a protoze fada > -, # konverguje, podle Weierstrassova
kritéria konverguje stejnomérné zkoumana fada. O

Tvrzeni nasledujici véty pfipomind stejnojmennou vétu z kapitoly o ¢iselnych fadéach
(Véta |5.44). Neni to ndhoda, jde o jejim zobecnéni. Jeji dukaz je pFenechdn ¢tendfi.

Véta 7.12 (Dirichletovo kritérium). Necht posloupnost funkei {e,},, a Tada funkci
Yoo fn definované na mnoziné M C R maji ndsledujici vlastnosti:
o pro kazdé x € M je posloupnost {e, ()}, monotdnni.

e ¢, =0 na M,

e posloupnost ¢dsteénijch soucti tady Y 2| fn je stejnomérné ohraniéend na M, tzn.

existuje K > 0 tak, Ze pro kaZdé n € N a x € M plati

> fil)
j=1

<K.

Pak fada Y7 | € fn stejnomérné konverguje na M.

Stejné lze zobecnit i Abelovo kritérium (Véta [5.46). Zde uvadime kritérium i pro stej-
nomérnou konvergenci fad funkei. Lze ji dokdzat podobné jako Vétu [5.46

Véta 7.13 (Abelovo kritérium). Necht funkénd posloupnost {e,}oo | a fada funkeid o2y fn
definované na mnoziné M C R maji ndsledujici vlastnosti:

o pro kazdé x € M je posloupnost {e,(x)},2, monotonni.

o {e,}7 je stejnomérné ohranicend na M, tzn. existuje K > 0 tak, Ze pro kazdé n € N
ax € M plati
len(z)] < K,

o 7ada y 2 fn stejnomérné konverguje na M.

Pak tada Y07 | en frn stejnomérné konverguje na M.

Vlastnosti stejnomérné konvergentnich fad funkci
V této casti nds bude zajimat, kdy lze zameénit poradi symbolu >~ ; se symboly lim+, d%ﬁ
Tr—C

nebo f; Pritom vyuzijeme znalosti o stejnomérné konvergentnich posloupnostech z minulé
kapitoly a linearitu limit, derivaci a integralu.
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Véta 7.14. Necht tada funkei Y oo | fn stejnomérné konverguje k funkci f na intervalu
(c,c+6), kde c € R, § > 0, a existuji vlastni limity

lim f,(x) =: B, pro kaZdé n € N.

T—rCc+

Pak existuge vlastni limita limg_cy f(x), 7ada Y 2 By, konverguje a plati rovnost

i 30 =3 lim o) 2

Diikaz. Uvazujme posloupnost éastecnych souctu {s,}o-; fady Y .-, fn. Z nasich predpo-
kladu plyne, ze s, = f na intervalu (c,c + §). Déle plati

a:ligl-‘,— n (.73) - :cligl—‘r Z fl Z xllg:l—‘r fn Z B“

tedy existuje vlastni limita lier sn(x) (oznacime ji by,) pro kazdé n € N. Aplikujeme nyni
T—C

Mooreovu—Osgoodovu vétu (Vétal6.15)) na posloupnost {s,, }. Pak existuji limity lim, .4 f(z)
a

JLH;obn—J:H;OZB >,

a jsou si rovny, z ¢ehoz vyplyva

[e.9]
S 3 ) = i i o) = Ji S0 =3B =3 i i O
n= n=

Dalsi véty ndm umozni prendset vlastnosti ¢lent fady na jeji soucet.

Véta 7.15 (o spojitosti souctu rady). Necht J C R je neprdzdny interval, f, : J — R jsou
spojité funkce na J a f:J — R. Jestlize Y 2| fn =% f na J, pak f je spojitd na J.

Diikaz. Oznacme {s,},- ; posloupnost ¢dstecnych souctu rady » .-, fn. Pak podle predpo-
kladu

sn:Zfi:{an:f na J pro n — oo. (7.3)

i=1 n=1

Protoze f,, jsou spojité funkce na J, pak zfejmé jsou na J spojité i vSechny funkce s,

(protoze s, je souctem funkei fi, ..., fn). Z (7.3) a Véty plyne, ze také f je spojitd
na J. O

Dukaz nésledujici véty je prenechdn ¢tenafi. VyuZije se linearita derivovani a Véta
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Véta 7.16 (o derivovani ¢len po ¢lenu). Necht Y o | fn je Fada funkci na intervalu J =
[a,b] C R,

(i) Tada Y o7 | fn konverguje alespori v jednom bode,
(ii) pro kazdé n € N existuje spojitd f), na intervalu J a
(i) Tada Y o2 fr konverguje stejnomérné na J.

Pak
(a) Fada Y .7 | frn konverguje stejnomérné na J,

(b) oznacime-li y >2 | fn = f, pak existuje derivace f' na J a plati
= Z:f,'1 na J. (7.4)
n=1

Poznamka 7.17 Poznamenejme, ze vztah (7.4) se dd napsat jako

(Z fn(x)> = i)
n=1 n=1

a chépat tak, ze derivace souctu fady je rovna souctu fady vzniklé z puvodni fady zderi-
vovanim jejich ¢lent — proto fikame, ze fadu muzeme ,derivovat ¢len po clenu®.

Véta 7.18 (o integraci ¢len po ¢lenu). Necht Y o2, fn je Tada funkci na intervalu [a,b],
kdea, be R, a<b, f:R— R,

(i) 001 fn =2 f na intervalu [a,b] a
(ii) fn je riemannovsky integrovatelnd na [a,b] pro kazdé n € N.

Pak existuje Riemannuv integrdl fff(a:) dz a plat?
b ot b

/ fa)dz=3" / ful) da. (7.5)
a n=1 a

Dikaz. Oznaéme {s, }, -, posloupnost ¢astecnych souctu fady » .~ ; fn. Pak podle predpokladu
n o0
Sn = ka =f= an na [a, b] pro n — occ.

k=1 n=1
Podle véty o zaméné limity a integrdlu (Véta[6.21)) plati

b b b n b n
/ f(z)dx = / an(ac) dz :/ lim Zfl(a:) dz = lim Zfl(a:) dz
@ a = o N0 et n—oo [, prt

n b 00 b
— i filw) da = fule) da. 0
nl—{go;/a X X T;/a X xr
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Poznamka 7.19 Poznamenejme, ze vztah (7.5) se dd napsat jako

/an dx—z/ fula

a chdpat tak, ze integrdl souctu fady pres interval [a,b] je roven souctu fady vzniklé
z puvodni fady zintegrovanim jejich ¢lenu pfes interval [a, b] — proto fikdme, ze fadu muzeme
mintegrovat ¢len po ¢lenu®.

Piiklad 7.20 Vypoctéte fo x)dz, kde f: R — R je definovana jako soucet fady
i cos® nx
ot n(n+1)

Reseni. 7 Piikladu jiz vime, ze funkce f je dobfe definovand, dokonce fada k ni kon-
verguje stejnomérné. Piimo tento integral spocitat nemuzeme, protoze ani nezname funkéni
predpis funkce f. Z véty o integraci (Véta [7.18)) ovsem vyplyvd, ze

f ) Q“i cosZnx Z 2T cos? nx
T =
n(n+1) n+1

0
2 ) 1

= _— d — —

> /0 cotnrde =3 ol
n=1 n=1
1 1 1
”Z< n+1> < 2 23T ) i
Ujasnéte si, kterych faktu jsme u kazdé rovnosti vyuzili. O

7.4 Lokalné stejnomérna konvergence

Se stejnojmennou konvergenci jsme se setkali jiz u posloupnosti funkci — pravé proto,
abychom ji zde pouzili k definici lokalné stejnomérné konvergence fad funkei.

Definice 7.21 Rekneme, 7e fada funkef Y02 fn konverguge lokdlné stejnomérné k funkci
f na intervalu J C R, jestlize jeji posloupnost ¢astecnych souctu lokdlné stejnomérné kon-
verguje k f na J; piSeme

e loc
> fo=f mal
n=1

Nyni jiz muzeme s pomoci Vét [6.25] [6.26] a [6.27] formulovat jejich analogie pro rady.
Dukazy jsou pienechany ¢tendii jako jednoduché cviceni.

Véta 7.22 (o spojitosti souctu fady). Necht J C R je neprdzdny interval, f, : J — R jsou
loc
spojité funkce na J a f:J — R. Jestlize Y 2 | fn =3 f na J, pak [ je spojitd na J.
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Véta 7.23 (o derivovéani ¢len po ¢lenu). Necht Y 07 | fn je fada funkci na intervalu J C R,
(i) Tada Y o7 frn konverguje alespori v jednom bodg,
(ii) pro kazdé n € N existuje spojitd f], na intervalu J a

(iii) Tada Y o2 | fl konverguje lokdiné stejnomérné na J.

Pak
(a) Fada Y 2 | fn konverguje lokdlné stejnomérné na J,

(b) oznacime-li Y > | fn = f, pak existuje derivace ' na J a plati

i = iﬂl na J.
n=1

Véta 7.24 (o integraci ¢len po ¢lenu). Necht Y 2| fn je fada funkci na intervalu J C R,
fR—>R,

loc
(i) 02y fn =2 f na intervalu J a

(ii) fn je riemannovsky integrovatelnd na kazdém uzavieném a ohranic¢eném podintervalu
itervalu J pro kazZdé n € N.

Pak f je riemannovsky integrovatelnd na kaZdém uzavieném a ohraniceném podintervalu
intervalu J a pro kazdé c € R plati

/C f(s)ds :;/C fu(s)ds, zeJ

Pravé uvedené véty zhodnotime v kapitolach o Taylorovych a Fourierovych radéach.



Kapitola 8
Taylorovy rady

V predchozi kapitole jsme si uvedli zaklady obecnych funkénich fad. Nyni se podivame na
specialni typ fady — mocninnou a jesté specidlnéji Taylorovu.

8.1 Mocninné rady

Mocninnou fadou budeme rozumét fadu funkei

o0

ch(:n —a)"=co+ci(r —a)+ ez —a)

n=0

2y,

kde ¢, € R pro n € NU {0}, a € R. Tyto fady maji velky vyznam pii aproximaci funkeci
— napf. pfi ur¢ovani pfibliznych hodnot funkci, pfiblizném feSeni diferencidlnich rovnic
(viz [4]), atd... Pokud nebude uvedeno jinak, ve vétach této kapitoly se na ni budeme
odkazovat jako na ,mocninnou fadu®.

Poznamka 8.1 Vsimnéte si, ze n-ty ¢len i ¢asteény soucet mocninné fady je polynom.
Tedy je to funkce spojité, kterou muzeme libovolné derivovat a na libovolném uzavieném
a omezeném intervalu ma Riemanntiv integral. Vyborné se tedy hodi k aproximaci funkei.
Jak déle uvidime, budeme schopni i leccos fict o (lokalné) stejnomérné konvergenci — bez
které by nam fady funkci k ni¢emu moc nebyly.

Definice 8.2 Mocninnou tadou o stredu a rozumime funkéni radu ve tvaru

oo
ch(:r—a)":co+01(x—a)+cz(x—a)2+---.
n=0

Cislo a nazyvame stied mocninné fady, ¢isla ¢, pron € NU {0} nazyvédme koeficienty rady,
¢islo ¢y nazyvame absolutni clen.

8.1.1 Obor konvergence mocninné rady

Nejprve se podivejme na mnozinu, na které mocninné rada konverguje.

Poznamka 8.3 Mocninna rada konverguje vzdy pro x = a (soucet je roven cy).

185
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Véta 8.4. Necht mocninnd tada konverguje pro x = T. Pak vada absolutné konverguje
v kaZdém bodé x € R, pro ktery plati

|z —af <[z —al,

tzn. x € (a — |T —al,a + |Z — al).

Duikaz. Piedpokladejme, Ze mocninné fada konverguje v bodé x = Z, pficemz T # a. Z nutné
podminky konvergence ¢iselné fady (Véta|5.7) plyne, ze

lim ¢, (Z —a)" =0,
n—oo

to znamend, ze (Ciselnd) posloupnost {c,(Z — a)"} je ohranicena, tedy existuje K > 0 tak,
ze

len(Z —a)"| < K
pro kazdé n € NU{0}. Vezmeme x € R takové, ze |z — a| < |Z — a| a dokdzeme, ze v ném
mocninng fada konverguje absolutné. Pro takové x ziejmé plati

Tr—a

<1,

r—a
a geometricka fada ) ° | K[£=2|" konverguje. Protoze

n

<K

n

r—a r—a

len(z = a)"[ = |en(T — )" )

r—a

T —a

i fada > |cp(z — a)”| podle srovnavactho kritéria (Véta |5.18)) konverguje. Tedy mocninnda
fada absolutné konverguje v bodé z. O

Dusledek 8.5. Jestlize existuje bod & € R takovy, Ze mocninnd tTada v T diverguje, pak
tato fada diverguje ve vsech bodech x € R takovych, Ze |x — a| > |T — a| (tedy na intervalu
(—00,a —|Z —al) a (a+|Z — a|,0)).

Dikaz. Kdyby mocninné fada konvergovala v nékterém bodé x € R takovém, ze |x — a| >
|Z — a|, pak z Véty vyplyva, ze by musela konvergovat i v bodé Z, coz je ve sporu
s predpokladem. O

Tvrzeni z Véty [8.4] a Dusledku [8.5] je schematicky ukdzéno na Obrazku

diverguje absolutné konverguje diverguje

\
' [ A
7 a z z

Obrazek 8.1: Tvrzeni z Véty a Dusledku

Véta 8.6. Mocninné radé lze priradit jednoznacné cislo p € [0,00) nebo p = oo tak, Ze
fada ve viech bodech x € R spliujicich |x — a| < p absolutné konverguje a ve vsech bodech
x € R spliugicich |x — a| > p diverguje.
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Diikaz. Jestlize a je jediny bod, ve kterém mocninné fada konverguje, pak polozime-li p = 0,
tvrzeni véty plati. Necht existuje bod Z # a takovy, Ze v ném mocninng fada konverguje.
Definujeme mnozinu

o
M={r>0; Z cn(z — a)” konverguje pro vSechna = € R takovd, ze |z — a| < r}.
n=0

Z naseho predpokladu (existence bodu z, ve kterém mocninnd fada konverguje) a Véty
plyne, ze M # (). Polozme p = sup M. Ziejmé p > 0 (tedy je mozny i piipad p = 00). Nyni
ovéfime, ze takto definované p m4 vlastnosti uvedené v tvrzeni véty. Necht tedy z € R je
takové, ze |x — a| < p. Z definice suprema plyne, Ze existuje r € M tak, ze |[x — a| <1 < p,
a tedy z definice mnoziny M vyplyvé, Zze mocninnd fada v bodé z konverguje (dokonce
absolutné — viz Vétu [8.4). Vezmeme nyni &islo 2 € R takové, ze |z — a| > p. Pak existuje
¢islo R > 0 tak, ze |z — a] > R > p. Z definice p plyne, ze fada diverguje napiiklad v bodé
Z = a + R (samozfejmeé diverguje i v bodé a — R). Pak plat{

|t —a|>R=|a+R—a|=1|T—al
Z Dusledku [8.5] tedy plyne, Ze mocninnd fada diverguje i v bodé z. O

Poznamka 8.7 Véta tedy iikd, ze pro kazdou mocninnou fadu muze nastat pouze
jeden z nésledujicich tii pripadu:

1. Absolutné konverguje pro x = a a diverguje na R\ {a} (pfipad p = 0).
2. Absolutné konverguje na celém R (piipad p = o0).

3. Absolutné konverguje na intervalu (a — p,a+ p), diverguje na intervalech (—oo,a — p)
a (a+ p,0), pricemz o konvergenci fady v bodech z = a—p a x = a+ p Véta nic
neiika — viz dale Piiklady (piipad 0 < p < 00).

Definice 8.8 Cislo p z Véty nazyvame polomér konvergence mocninné rady.

Oznaceni ,polomér® asi nepiekvapi, protoze v pripadé, ze je p kladné konectné ¢islo, jde
vlastné o polomér okoli, na némz mocninnd fada konverguje.

Poznamka 8.9 Pii vySetfovani oboru konvergence mocninné fady sta¢i pouze urcit po-
lomér konvergence a vySetfit body na hranici oboru konvergence a + p (v piipadé, ze
0<p<o0).

Nasledujici véta ndm dé navod, jak polomér konvergence efektivné vypocitat.
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Véta 8.10. Pro polomér konvergence p mocninné rady plati

P =7
kde
(a) A =limsup,,_,., V/|cn| nebo

(b) A= lim {/|cy|, pokud tato limita existuje, nebo
n—oo

Cn+1

(c) A= li_)rn , pokud tato limita existuje,
n o

n

pritom zde pokldddame % = 0.

vvvvvv

dukaz pripadu (b) je o dost jednodussi a pfitom velmi pouény. Predpoklddejme, Ze existuje
A= lim {/|cp).
n—oo

Pouzijme na vySetieni absolutni konvergence mocninné fady limitni odmocninové kritérium
(Véta . Pak mocninnd fada absolutné konverguje v bodé x € R, jestlize

lim {/|ca| |z —a* = lim {/|e.]|z —al = Az —a] < 1.

n—oo n—oo
Je-li A = 0, pak tato podminka je splnéna pro kazdé x € R, tzn. p = co. Je-li A = 00, tato
podminka je splnéna pouze pro z = a, tzn. p = 0. Necht A € (0,00). Pak v bodech z € R
splnujicich nerovnost |z — a| < % fada absolutné konverguje a v bodech x € R spliujicich
nerovnost [z—a| > % fada nekonverguje absolutné, tedy vzhledem k Vétév téchto bodech
fada diverguje. Proto ¢éislo % je polomér konvergence mocninné fady. Piipad (c) plyne z fak-
tu, ze pokud zde uvedend limita existuje, je rovna limité z (b) — viz Pozndmku [5.32] O

Piiklad 8.11 Vysetiete konvergenci fady

[e.e]

1

n=0

Resend. Konvergenci fady muzeme vysetfovat postupy z piedchozich kapitol, nebo muzeme
vyuzit specialnich vlastnost{ mocninnych fad. V nasem piipadé jde o mocninnou fadu o stie-
du a = 0 s koeficienty
1
Cn = 5 pro kazdé n € NU {0}.

Jak bylo feCeno, pro vySetfovani oboru konvergence mocninné fady bude pro nds mit
vyznam polomér konvergence. Ten vypocéitame podle Véty Pouzijeme tieba druhy
zésadni vztah ve zminéné vété, to znamend spocitame limitu

o Ry A T B |
g Vel = g Vo =25 = 3



8.1. MOCNINNE RADY 189

Podle Véty [B.10] dostdvame p = 2 a z Pozndmky [8.7] vyplyvé, ze uvedend mocninnd rada
konverguje absolutné pro vSechna x € (—2,2), diverguje pro vSechna x € (—oo, —2)U(2, 00).

Zbyva vysetiit konvergenci v bodech x = —2 a x = 2. Pro x = —2 dostavame
o 1 oo
> =Yy
n=0 n=0

coz je divergentni fada. Pro z = 2 dostdvame fadu, jejiz ¢leny jsou rovny 1, tedy rovnéz
divergentni ¢iselnou fadu.
Zaveér: Rada absolutné konverguje na intervalu (—2,2) a diverguje na (—oo, —2] U [2, 00).

O
Piiklad 8.12 Vysetiete konvergenci fady

1
5 Lia-ay
n?
n=1
Resgend. Stted fady je roven a = 2 a snadno se d4 spocitat, ze polomér této fady je p = 1.
Rada tedy absolutné konverguje na (2 — 1,2+ 1) a diverguje na (—00,2 — 1) U (2 4+ 1, 00).
Pro x =1 a z = 3 jde o absolutné konvergentni fady.

Zdver: Rada absolutné konverguje na intervalu [1,3] a diverguje na (—oo,1) U (3,00). O

Piiklad 8.13 Vysetiete konvergenci fady

o

1
S (z+1)"
n+1
n=0

Resend. Stied fady je roven a = —1 a snadno se d4 spocitat, ze polomér této fady je roven
p = 1. Rada tedy absolutné konverguje na (—1 — 1,—1 + 1) a diverguje na

(=00, —1 = 1) U (=1 + 1, 00).

Pro x = —2 tada relativné (neabsolutné) konverguje a pro x = 0 fada diverguje.
Zaver: Rada absolutné konverguje na intervalu (—2,0), relativné konverguje pro z = —2
a diverguje na (—oo, —2) U [0, 00). O
Piiklad 8.14 Vysettete konvergenci fady

oo 1 "

n!

n=0
Resent. Stied fady je roven a = —3 a snadno se dd spocitat, ze polomér této fady je roven
p =
Zaver: Rada absolutné konverguje na R. O

Piiklad 8.15 Vysetfete konvergenci fady

o0

Z nl(z —1)".

n=1

Resend. Stted fady je roven a = 1 a snadno se da spoéitat, ze polomér této fady je roven
p=0.
Zaver: Rada absolutné konverguje pro x = 1 a diverguje na (—oo, 1) U (1, c0). O
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8.1.2 Operace s mocninnymi radami

Mocninné fady maji tu péknou vlastnost, ze jejich soucet, rozdil, souc¢in dvou fad (o stejném
stfedu) a souéin s konstantou a souéin (o stejném stiedu) jsou opét mocninné rady.
Pritom souc¢inem budeme chapat Cauchyuv souéin, tzn. pro dvé mocninné rady

Z bp(z —a)" a ch(:z —a)"
n=0 n=0

je jejich sou¢inem tada Zflozl Tn(x —a)", kde
Yn = bocCp + brcp_1 + - + bpco

pro kazdé n € N.

Véta 8.16. Méjme ddny rady Y ;> o bp(z—a)" a Y 2 cp(@—a)™. Pak jejich soucet a rozdil
jsou mocninné tady s polomérem konvergence p > min{p1, p2} a plati

Z(b” tep)(z—a)" = Z bp(z —a)" + Z en(z —a)”
n=0 n=0 n=0

pro kaZdé x € (a — p,a+p). Je-li k € R, k # 0, pak k-ndsobek tady ;> o by(x — a)™* md
stejny polomeér konvergence jako tada Y o> bp(z —a)™ a plat?

i kb,(x —a)" =k i bp(z —a)”
n=0 n=0

pro kazdé x € (a — p1,a+ p1). (Cauchyiv) soucin fad Y )" o bp(x —a)™ a > 07 gcn(z —a)”
ma polomér konvergence roven p > min{p1, p2} a plati

Z%x—a (Zb z - a) )'<§:0n(x—a)">

n=0

pro kazdé x € (a — p,a+ p).

Piiklad 8.17 Urcete mocninnou fadu o stfedu a = —1, jejimz souctem je funkce
1
flw) = 22 +2x -3

Urcete polomér konvergence.

Resend. K tomu, abychom ji mohli uréit, provedeme nejprve rozklad funkce f na parcidlni
zlomky. Jednoduse se d& vypocitat, ze

pro kazdé x € R\ {1, —3}. Plati

1 1 11 1 (z+1
= - = —— - = — — = —— 1
r—1  2-(z+1) 21-=2d 2?3( ) Zozn”“r
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pro [(z+1)/2|<1a

1 1 1 1 1 z+1
x+3——_2_<x+1>——21_m——22( ) ——*Z (et

pro |(z +1)/(—2)| < 1. Z ptedchozi véty vyplyva, ze

11 1 (—1) > —1+(
- il nH" Ay n"
82::2 v 8;) 20 TR 2n @+ )

pro vechna |x+1| < 2, tzn. x € (—3,1). Nyni spocitame jeji polomér konvergence. Oznaéme
koeficient u n-tého ¢lenu posledni mocninné fady jako ¢,. Protoze

1

W pro kazdé m S N U {0},

Com = 0 a Com+1 = —

pak lim {/|c,| sice neexistuje, ale
n—oo
limsup V/|cn| = hm Y lcomrt| = =
n—oo

tzn. p = 2. Odtud také vidime, ze oborem konvergence je interval (—3,1).
Zaveér: Plati

[e.e]

—1+ 1
- 1" = — 1)2nH1
a? +2z - n=0 8 2” o ) r;) 4 .92n+1 (CC T )

pro kazdé z € (—3,1). O

8.1.3 Lokalné stejnomérna konvergence a jeji dusledky

Nyni vyuzijeme véty ze sekce o lokalné stejnomérné konvergenci. A to k tomu, abychom
dokazali spojitost sou¢tu mocninné fady a moznost derivovani a integrovani mocninné rady
¢len po ¢lenu.

Véta 8.18. Necht md mocninnd Fada nenulovyj polomér konvergence p. Pak tato rada kon-
verquje stejnomérné na intervalu [a — r,a + r] pro viechna 0 < r < p.
Diikaz. Vezmeme r € R takové, ze 0 < r < p. Ziejmé
len(z —a)”| < en|r” pro vechna = € [a — r,a + r] a vechna n € NU {0}.

Podle predpokladu mocninné fada absolutné konverguje v bodé = = r, tzn.

(o.9)
Z len|r™ < oco.
n=0

Podle Weierstrassova kritéria (Véta [7.10) pak mocninnd fada konverguje stejnomérné na
mnoziné [a — r,a + 7. O



192 KAPITOLA 8. TAYLOROVY RADY

Véta 8.19. Md-li mocninnd Tada nenulovy polomér konvergence p, pak tada lokdlné stej-
nomérné konverquje na (a — p,a + p).

Diikaz. Uvazujme libovolny kompaktni podinterval [a, 8] intervalu (a—p, a+p). Pak existuje
r € (0, p) tak, ze

[, B] Cla—7r,a+7r] C(a—p,a+p).

Podle Véty fada konverguje stejnomérné na [a —r,a + r| a tedy i na jeho podintervalu
[ev, B]. m

Je-li polomér konvergence kladny, pak lze ziejmé definovat soucet mocninné fady na
intervalu (a — p,a + p). Déle se budeme zabyvat vlastnostmi této funkce (souctu rady).

7 Véty okamzité dostdvame spojitost souc¢tu mocninné rady.
Dausledek 8.20. Soucet mocninné rady je spojitd funkce na intervalu (a — p,a + p).

V nasledujici vété se dozvime, ze pokud Fada konverguje i v x = a+ p (je-li p € (0, 00)),
pak je soucet mocninné fady v tomto bodé funkce spojita zleva.

Véta 8.21 (Abelova). Necht mocninnd tada md polomér konvergence p € (0,00)

o0
a Tada (redlnych cisel) chp” konverguje. Pak jeji soucet je spojitd funkce na intervalu
n=0

(a_p7a+p]'

Dukaz. Staci dokézat, ze mocninna fada stejnomérné konverguje na intervalu [a, a + p]. Pro
kazdé n € N a x € [a,a + p] muzeme psat

n
cn(T —a)" = cpp” (ac p a) .

Oznacéime

w0 = (20) a0 = ar

pro x € [a,a + p] a n € N. Lehce se ovéil, ze {e,}ro; a Y .~ fn spliuji predpoklady
Abelova kritéria (Véta . Z této vety pak plyne, ze fada 7 | cp(x —a)™ je stejnomérné
konvergentni na [a,a + p], tedy jeji soucet je spojitd funkce na tomto intervalu — zejména
v bodé a + p zleva. O

Daéle z Vét a dostdvame ndsledujici prakticks tvrzeni.
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Véta 8.22 (o derivovéani a integrovdni mocninné fady). Necht md mocninnd vada nenulovy
polomeér konvergence p a funkce f : (a — p,a + p) — R je jeji soucet. Pak funkce f md na
intervalu (a — p,a + p) derivaci a primitivni funkci a plati

fl(z) = Z neg(x — a)" ! (8.1)
n=1

(x —a)" ™! (8.2)

@ 0 c
t)dt = =
Jo Hos=3
pro kazdé x € (a — p,a+ p). Uvedené mocninné rady maji polomér konvergence roven p.

S pomoci této véty muzeme efektivné pocitat presné hodnoty souctu nékterych rad.
Piiklad 8.23 Vypoctéte soucet fady

= n
D g

n=1

Resent. Jde o fadu s kladnymi ¢leny a pomoci limitniho podilového kritéria (Véta [5.31)
se lze presvédcit, ze konverguje. Vypoctéme nyni jeji soucet. Uvazujme nejprve mocninnou
fadu

o
ann:1x+2x2+3x3+7

n=1

kterd konverguje na intervalu (—1, 1), ozna¢me f jeji soucet. Vytknutim x dostaneme fadu
oo
ann*l =14+22+32° 4,
n=1

coz je opét mocninnd fada s oborem konvergence (—1,1). Ozna¢ime-li jeji soucet pismenem
g, pak plati f(z) = zg(z) pro kazdé = € (—1,1). Podle Véty plati pro kazdé x € (—1,1)

xT xOO oo T
qg(t dt:/ § nt”_ldt:E z" = ,
/O <) 0 n=1 n=1 l-z

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili vysledki z Pifkladu N4sledné

o) — (/Oxg(t)dt),: (115)’: 1-(1 —(13:)_;;.(_1) _ (1_1x)2

pro v8echna z € (—1,1). Tedy

T

an” =zxg(z) = =2 xz e (—1,1).
n=1

V posledni rovnosti sta¢i dosadit z = % Vysledek je %. O

Vétu o derivaci ¢len po ¢lenu lze snadno zobecnit pro vyssi derivace.
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Disledek 8.24. Soucet f mocninné tady s kladnym polomérem konvergence p md spojité
derivace vSech Tadu na intervalu (a — p,a + p) a plati

fB@) = nn-1)n-2) - (n—k+1es(x —a)" "
n==k

pro kazdé x € (a — p,a+p), k € N.

8.2 Taylorovy rady
Zabyvejme se nésledujicimi otdzkami:
e Je dand funkce souc¢tem néjaké mocninné fady o daném stiedu?
e Jak tuto fadu najit, resp. jak najit koeficienty této mocninné rady?
e Jaké ocekavat vlastnosti této funkce?
e A k ¢emu je to dobré?

Zacnéme uzitecnou zkratkou.

Definice 8.25 Rekneme, Ze funkei f : R — R lze rozvinout na intervalu I C R, v mocnin-
nou Tadu se stredem a € I, jestlize existuje mocninné fada o tomto stfedu, jejimz souctem
je funkce f na intervalu I.

Poznamka 8.26 Z Disledku plyne, ze 1ze-li funkci na néjakém intervalu rozvinout
v mocninou fadu, pak ma na tomto intervalu funkce spojité derivace vsech tadu. Je tedy
jasné, ze nema smysl pokouset se rozvijet v mocninnou fadu funkci bez této vlastnosti.

Jak za chvili uvidime, na prvni dvé zde poloZené otdzky vlastné uz zname odpovéd
z [13] — konkrétné z povidédni o Taylorovych polynomech. Tam jsme se soustfedili pouze
na vypocet pfiblizné hodnoty funkce (vlastné souctu rady) v néjakém bodé. Zde budeme
schopni diky nasim znalostem mocninnych fad fict daleko vice.

Inspirovani vétou o koeficientech Taylorova polynomu (viz |13, Véta 7.7]) muzeme
snadno zformulovat a dokéazat nasledujici vétu.

Veéta 8.27. JestliZe lze funkci f : R — R rozvinout v mocninnou radu se stredem v bodé a,
pak pro jeji koeficienty plati
f™(a)

Cn = pro kazdé n € NU {0}, (8.3)

kde pokldddme f©(a) = f(a), 0! = 1.

Dukaz. Predpoklddejme, ze takova fada existuje, tzn. Ze existuje 6 > 0 takové, ze plati

fx)=co+ec(z—a)+clr—a)+cs(z—a)P + ez —a) +---
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pro kazdé x € (a—6, a+9). Specidlné dosazenim x = a dostavame f(a) = ¢o. Z Dusledku

plyne
f'(x) = c1 +2co(z — a) + 3e3(x — a)* + 4ea(z — a)® + - -

pro z € (a —d,a+ ) a tedy f'(a) = ¢1. Opét pouzitim Dusledku dostédvame
f(x) =2co +3-2c3(x —a) +4-3ca(x —a)* +---
pro z € (a — §,a+ 0) a tedy f”(a) = 2¢cy. Z Dusledku tedy vyplyva (8.3). Tedy plati

< f(n)
sy =3 W oy
n=0 ’
pro véechna z € (a — d,a + 9). O

Dusledek 8.28. FExistuje nejuyse jedna mocninnd tada se stredem v bodé a, kterd na
néjakém okoli tohoto bodu konverguje k funkci f.

Této fadé hned dame jméno.

Definice 8.29 Necht f : R — R je definovana na okoli bodu a € R a ma v bodé a derivace
vSech radu. Pak fadu ve tvaru

2 £(n)(q
> e
n=0

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f se stiedem a, jeji koeficienty nazyvame Tayloroviymi
koeficienty. Pro a = 0 tuto fadu nazyvame Maclaurinovou fadou.

Poznamka 8.30 Vsimnéme si, ze ¢astecny soucet Taylorovy fady neni nic jiného nez Tay-
lortv polynom!
Piiklad 8.31 Uvazujme funkci

flx) = —— pro kazdé =z € R\ {1}.
-
7 Prikladu jiz vime, ze pro kazdé ¢ € (—1,1) plati
o0 " 1
Zq - 1—¢g°
n=0 q
Odtud dostavame

1 [e.e]
f(z) = = Zx” pro kazdé =z € (—1,1).
n=0

1—x

Tedy funkci f lze na intervalu (—1,1) rozvinout v mocninnou fadu se stfedem v bodé 0.
Jak se d& snadno spocitat i piimo vidét, je polomér konvergence této fady roven p = 1.
Z Dusledku [B.28| vyplyvd, ze tato fada je Taylorova fada funkce f se stiedem v bodé 0, tedy
Maclaurinova fada funkce f. V tomto piipadé tedy nebylo nutné pocitat vsechny derivace
funkce f v bodé 0. Tento postup s vyhodou vyuzijeme i u jinych rozvoju, u kterych je
vypocet hodnoty f(™(a) obtizngjsi. O
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Jak uvidime v nasledujicim piikladé, souc¢tem Taylorovy fady nemusi byt vzdy dana
funkce!
Piiklad 8.32 Uvazujme funkci

(@) _{ 8_;2 pro z € R\ {0}.

pro x =0.
D4 se vypocitat (ovéite!), ze plati
F™Mo)y=0 pro kazdé n € NU {0}.

Z ptedchozi véty plyne, ze jestli by se dala funkce f rozvinout v mocninnou fadu o stfedu 0
na néjakém okoli tohoto bodu, pak jsou vSechny jeji koeficienty ¢, nulové. Soucet této fady
je ale nulova funkce, tedy fada konverguje k funkci f pouze v bodé 0. A to presto, ze
jeji polomér konvergence je co. Z tohoto piikladu lze vidét, ze i kdyz ma funkce spojité
derivace vSech fadu na celém R, neznamend to jesté, ze ji lze rozvinout v mocninnou fadu
v libovolném bodé jejiho definiéniho oboru. O

Poznamka 8.33 Uloha rozvinout funkci v mocninnou fadu je tedy ulohou aproximace
funkce f polynomem stupné nejvyse n v néjakém okoli bodu a. Jak je vidét z Ptikladu
neni vzdy zaruceno, ze Taylorova fada konverguje na néjakém okoli k ni pfislusné funkci f —
a to presto, ze mé funkce f spojité derivace vSech Ffadu na celém R. Jak uz vime z povidani
o Taylorovych polynomech (viz |13 Véta 7.16]), postacujici podminkou pro konvergenci je
,stejnomérnd ohrani¢enost“ vsech derivaci funkce f na prislusném intervalu. Tento vysledek
preformulujeme v fe¢i mocninnych fad v nasledujici vété.

Véta 8.34. Necht funkce f : R — R md na otevieném intervalu Us(a) = (a + 6,a + J)
derivace vSech Tadu takové, Ze existuje M € R, M > 0, pro které plati

Vo € Us(a) Vn e N : | (z)| < M.

Pak Taylorova tada prislusnd k funkci f o stiedu v bodé a konverguje na Us(a) k funkci f.

Priklad 8.35 Rozvineme funkci f(z) = e* do Maclaurinovy fady. Protoze plati
(") = ¢ pro vSechna z € R, n € NU {0},

pak po dosazeni x = 0 dostavame Taylorovy koeficienty ve tvaru ¢, = 1/n! a Maclaurinovu

radu
oo n

x
DT

n=0
Nyni nas bude zajimat, zda Taylorova fada konverguje k funkci f. Zvolme § € R, § > 0
libovolné. Protoze exponencidlni funkce je spojitd na intervalu [—6, ¢], je na ném ohranicen4,
tzn. existuje M € R, M > 0 tak, ze

Vo € [=0,0] : [e*] < M.
Pak také pro kazdé x € Us(0) a n € N plati

(@) = Je7] < o,
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je tedy splnén predpoklad z Véty 834 Podle ni pak Taylorova fada konverguje k expo-
nencidlni funkei na celém okoli Us(0). A protoze § bylo libovolné, konvergence je na celém R.

O

Pozndamka 8.36 Kromé exponencialni funkce si muzeme rozlozit do Maclaurinovy fady
i dalsi elementérni funkce — stejné jako napi. v [13]. Plati:

. _ 2 2d 27 R
SIHCIZ—.T—S'—FE—W‘F' , T €N,
2 4
T T
cosz =1 BTl + i , T €R,
2 3 4
T T T
In(1 =r— =4+ = - — -1,1
n(l4+z)==x 2+3 4+ , xe(-1,1),

atd.
Podivejme se nyni jak lze s vyhodou pocitat Taylorovy fady pomoci Véty

Piiklad 8.37 Naleznéte Maclaurinovu fadu funkce arctg.

Reseni. Oznaéme f(r) = arctgz, 2 € R. Nejprve pozorujeme, Ze

/ 1 1 S n - n,.2n
fi(x) = Rl ey ey :nZ:O(_m?) :;(_1) z?

pro kazdé | —22| < 1, tzn. |z| < 1, tzn. € (—1,1). Posledn{ fada je mocninna fada
s polomérem konvergence p = 1. Podle Véty pak pro kazdé z € (—1,1) plati

f(@) = f(z) = £(0) = /Ox Flyde=>"(-1)" /xt% dt=---=3Y"
n=0

(_1)71 2n+1
0 Z@n+nt O

Pomoci Taylorovych fad je mozné vyjadiit funkci

/e_$2 dx,

o niz vime, ze sice existuje, ale jeji predpis nelze zapsat pomoci elementarnich funkci.

Piiklad 8.38 Naleznéte Maclaurinovu fadu tzv. Gaussovy chybové funkce, tzn. funkce

2 xX
erf(z) = ﬁ/o edt, zeR.

Reseni. Protoze

pak



198 KAPITOLA 8. TAYLOROVY RADY

pro t € R. Pak podle Véty [8.22] plati

2 o [T 2 o~ (=)
f(z) = —= 2 dt = —= il
ert(®) = 7= 2 /0 nl VT 2= @n+ nt”
n=0 n=0
2 x> n 2T + z9
T 3 10 42 216
pro vSechna z € R. O

Piiklad 8.39 Vypoctéte soucet Leibnizovy fady.

Resend. Nejprve se podivdme na vzorec z Poznamky pro funkci In(1 + ), o kterém
vime, ze plati pro x € (—1,1). Dokazme, zZe plati i pro = 1. Podle Piikladu jiz vime,
ze fada konverguje v = 1. Pak podle Abelovy véty (Véta [8.21]) plati

oo 1
— nili = 1 =
ng_l( 1) - Ilil{lﬁ In(l1+2)=1n2,

kde druha rovnost plyne ze spojitosti funkce logaritmus v bodé 2. O



Kapitola 9

Fourierovy rady

V minulé kapitole jsme se bavili o mocninnych fadach, tj. o fadach ve tvaru

oo
Z CnPn (x)7
n=0

kde ¢, (x) = (x —a)™ pron € N\ {0}. A to proto, ze pravé tyto fady maji mnohé pékné
vlastnosti (lokélné stejnomérnd konvergence a z ni vyplyvajici vlastnosti) a daji se do nich
rozvijet funkce na okoli bodu a.

Dalsim velmi pouzivanym typem funkénich fad, jsou trigonometrické tady. Budeme je
pouzivat k rozvijeni periodickych funkeci.

Definice 9.1 Radu ve tvaru

ao

(o]
5 +Z(anc0sn$+bnsinnx) = % 4+ aicosx + by sinx + as cos2x + by sin 2z + - - -

n=1

nazyvame trigonometrickou tadou, ¢isla a; € NU {0}, b; € N nazyvame jeji koeficienty.

Trigonometrickymi fadami se nebudeme zabyvat tak podrobné jako mocninnymi fadami
— zminme pér zakladnich faktu.

Poznamka 9.2
e Protoze ¢leny trigonometrické rady jsou 2m-periodické funkce, pak pokud fada nékde
konverguje, jejim souctem je 2m-periodicka funkce.
e Cleny trigonometrické fady jsou spojité funkce (dokonce majici spojité derivace viech
fadu). Dokdzeme-li na néjakém intervalu (lokélné) stejnomérnou konvergenci, soucet
rady je na takovém intervalu spojita funkce. Podobné to plati pro derivace — viz obecné

Vety [7-15) a [716}

e Rady z Definice budeme pouzivat pro rozvinuti 2m-periodickych funkci. Mame-li
20-periodickou funkci, kde £ € R, ¢ > 0, kterou chceme rozvinout do trigonometrické
fady, zvolime obecnéjsi tvar:

[o¢]
% +nz::1 <an cos %x + b, sin %x) .

Teorii pro jednoduchost vylozime pro piipad £ = .

199
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e Nékomu moznd vrta hlavou, pro¢ absolutni ¢len je ve tvaru jedné poloviny koeficientu
ag. Duvodem je jednotnost vzorcu pro tzv. Fourierovy koeficienty — viz dale Vétu
Podivejme se nyni jak vypadaji koeficienty trigonometrické rady, jejiz soucet je zadana
2m-periodickd funkce. K tomu se ndm budou hodit nasledujici dvé tvrzeni zde uvedend jako
cviceni.
Cviceni 9.3 Necht f je 2m-periodickd funkce integrovatelnd na intervalu [0, 27]. Dokazte,
ze pak pro kazdé a € R je f integrovatelnd i na intervalu [a, a + 27| a plati

a+2m ™ 2
/ f(z)dz = flx)dx = f(z)d.
a —7 0
Cviceni 9.4 Ovéite, ze pro m,n € N plati
™ ™
1. / dr = 27, 5. / cosmx cosnxdxr = 7, pro m = n,
—r -
™ ™
2. / sinmax dx = 0, 6. / sinmax sinnx dx = 0, pro m # n,
—r —m
™ s
3. / cosmx dx = 0, 7. / sinmz sinnx dx = w, pro m = n,
—r —m
™ ™
4. / cosmz cosnx dx = 0, pro m # n, 8. / sinmx cos nx dxr = 0.
- -7

Nésledujici véta je analogii Véty Porovnejte predpoklady obou vét.

Véta 9.5. Jestlize lze funkci f : R — R rozvinout na [—m, 7] ve stejnomérné konvergentni
trigonometrickou Tadu, pak pro koeficienty této rady plati
™ 1 K
T = = f(z)cosnzdr, neNU{0}, bn:/ f(z)sinnxdzx, neN.
r 7r

T -7

Drikaz. Predpokladejme, ze f: R — R je takova funkce, ze

(0.9}

a

f(z) = 50 + Z (an, cosnz + by sinnx) , (9.1)
n=1

pricemz fada konverguje stejnomérné na [—, 7). K urceni hodnoty koeficientu ag si nejprve

uvédomime, ze fadu muzeme integrovat na intervalu [—m, 7] ¢len po ¢lenu, tzn. dostdvame

f(z)dz = % d:L“+Z <an/ cosnazderbn/ sinnmdx) = Tao,
n=1 -

—Tr —Tr — —Tr

kde jsme vyuzili rovnosti ze Cviéeni Zvolme k € N libovolné. Rovnost (9.1)) vyndsobime
funkei sin kz, integrujeme pies interval [—m, 7]. Vzniklou fadu (vzhledem ke stejnomérné
konvergenci) muzeme integrovat ¢len po ¢lenu a dostavame

f(x)sinkzdz = % sin kx dz

+Z<an/ cosm:sinkxdx—i—bn/
n=1 -

—T

™
sinnx sin kx dw) = 7by.
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Podobné, vynasobenim funkei cos kz a zintegrovanim pies interval [—m, | dostavame vzorec
i pro koeficient ay. O

Vsimnéte si predpokladu stejnomérné konvergence trigonometrické fady v tvrzeni Véty[9.5]
ktery se nevyskytuje v odpovidajici vété pro mocninné fady (Véta [8.27)).

Definice 9.6 Necht f : R — R je 2w-periodickd funkce na R. Pak trigonometrickou fadu
s koeficienty ve tvaru
™ 1 ™
ap = — f(z)cosnzdxr, neNU{0}, b,=— f(z)sinnxdx, neN

™ J_rx L
nazyvame Fourierovou radou funkce f na intervalu [—m, ). Jeji koeficienty nazyvame Fou-
rierovymi koeficienty.

Konverguji vzdy Fourierovy fady k nim piislusnym funkcim? Pokud je jejich konvergence
stejnomérnd, pak podle Véty je odpovéd kladna. Ovsem obecné — podobné jako u Tay-
lorova polynomu — tomu tak neni.

Ukazme si nyni pfedpoklady, za kterych Fourierovy fady konverguji, k jaké funkci a ja-
kym zpusobem. Dukazy k témto vétdm pro jejich pracnost nebudeme uvadét (zklamaného
¢tenére lze odkazat na [4L/11]). K tomu tcelu si nejprve predstavme pomocné pojmy.

Definice 9.7 Necht f : R — R je funkce definovans na intervalu [a, b]. Rekneme, ze funkce
f e
e po cdstech spojitd na [a,b], existuje-li déleni D = {zg,x1,...,z,} intervalu [a,b] ta-
kové, ze funkce f je na vSech intervalech (zp_1,xx) spojitd a ma v krajnich bodech
téchto intervalt vlastni derivaci,

e po castech derivovatelnd na [a,b], existuje-li déleni D = {xzg,z1,...,x,} intervalu
[a, b] takové, ze funkce f mé na vSech intervalech (xp_1, k) spojitou derivaci f’ a obé
funkce f i f’ maji v krajnich bodech intervalu (zx_1,zx) vlastni jednostranné limity,

e po édstech monoténni na [a,b], existuje-li déleni D = {xg,x1,...,2,} intervalu [a,d]
takové, ze funkce f je na vsech intervalech (xp_1,2x) monotonni.

Véta 9.8. Nechtf f:R — R je 2m-periodickd funkce takovd, Ze
e je po édstech spojitd a po ¢dstech monotonni na intervalu [—m, 7], nebo
e je po édstech derivovatelnd na intervalu [—m, ).

Pak jeji Fourierova tada konverguje na R k funkci f : R — R magjici funkéni hodnoty

2 t—x+

fla) = : (tgrg_f@) + lim f(t)) , zeR.

Navic, na kazdém intervalu (a,b), na kterém je funkce f spojitd, k ni jeji Fourierova tada
konverguje lokdlné stejnomeérné.
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Z Vety [0.8 tedy vidime, ze je-li funkce spliujici predpoklady této véty navic v daném
bodé spojitd, konverguje v tomto bodé Fourierova fada k jeji funkéni hodnoté a v bodech
nespojitosti k aritmetickému pruméru jednostrannych limit funkce.

Dusledek 9.9. Nechf funkce f : R — R je 2n-periodickd funkce, spojitd a po cdstech
derivovatelnd na intervalu [—m,m|. Pak k ni jeji Fourierova tada konverquje stejnomérné
na R.

Piiklad 9.10 Naleznéte Fourierovu fadu funkce 2m-periodické funkce pro niz plati

flz) = {0 pro x € [—m,0),

sinz pro x € [0,7].

Resend. Je tieba vypocitat Fourierovy koeficienty. Plati

1 [ 1 [ 1 1 9
= — d = — i d = — |— ™ = —(— — (= = —
ao = — . f(z)dx - /0 sinzdz = — [— cos x| 7r( cosT — (—cos0)) —

Déle pro n € N plati

1 (" 1 ("
an:/ f(a:)cosmsd:z:/ sin z cos nx dx
0

T ) 0
I —1)rt—1
1 (7 1
by = / sin®zdr =--- = =
™ Jo 2
apron € N, n > 1 plati
1 (7 1 (7
by, = / sin x sinnz dr = / (cos(n — 1)z — cos(n + 1)z)dz = --- = 0.
™ Jo 2 0
Pii vypoctech koeficientt a, a b, jsme pouzili goniometrické vzorce sinacosf = --- a
sinasin 8 = ---. Tedy Fourierova fada funkce f ma tvar
11 (-1t -1 1 1 2 2
24 T ) - — I8N — 2 o820 — —— cosdp — - .
- + 5 bmernZ::Q 7r(n2 1) CcOos nx - + 5 ST 37 COs 2% or cos 4x
Prvnich par ¢astecnych souctu fady je zobrazeno na Obrazku O

Piiklad 9.11 Rogzvifite 2w-periodickou funkci f nabyvajici hodnot
f(l’) =z, TCcC (_7?171-]
ve Fourierovu fadu na [—, 7.

Reseni. Podle vzorce snadno spoc¢itame

1 ™
an:/ xcosnxdx =0,
T

—T
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—T 0 s x

(a) Graf funkce f.

S~ S~ -
~c~——— 0 T ~——— T

—T

(b) Prvnf dva ¢dstecné soucty Fourierovy fady.
Yy

N N

—T 0 T x

(c) Ctvrty éastecny soucet Fourierovy fady.

Obrazek 9.1: Grafy funkce f z Piikladu a nékolika ¢dsteénych souctu jeji Fourierovy
rady.

protoze x cosnz jsou liché funkce a integrujeme na intervalu se stifedem 0. Déle

1 T ) ™ 2(—1 n+1
bn:/ :L"sinmsd:z:/ xsinnwdx:--~:¥.
s T Jo n

—Tr

Fourierova tfada je tedy ve tvaru

o0 2(_1)n+1 )

E — SINnNxI.
n

n=1

Graf funkce f spolu s nékolika prvnimi ¢dsteénymi soucty nalezené Fourierovy fady je na

Obrazku O

9.1 Rozvoj funkci s jinou periodou

Pochopitelné nds budou zajimat rozvoje funkei s libovolnou periodou. Hledejme tedy rozvoj
obecné 2¢-periodickych funkci, kde £ € R, £ > 0.
Jak jsme jiz zminili v Poznamce ma smysl zkoumat trigonometrickou fadu ve tvaru

oo
ag ™ . ™
> + Z (an cos 737 + by, sin 737) )
n=1
Plati podobné véty — s tim rozdilem, Ze vSude sta¢i psat misto m obecnéjsi £. Napf. pro
Fourierovy koeficienty plati nasledujici véta. Dukaz je viceméné vypocetniho charakteru a je
prenechan ¢tenafi.
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A

) Prvni tii édsteéné soucty Fourierovy fady
(a) Funkee f. funkce f

Yy
-7 0 W\[//x 470 us T

Elclzlklc)ss?ty castecny soucet Fourierovy fady (d) Soucet Fourierovy fady funkce f.

Obrézek 9.2: Grafy nékterych funkei z Piikladu

Véta 9.12. Jestlize lze funkci f : R — R rozvinout na intervalu [—¢,¢] ve stejnomérné
konvergentni trigonometrickou Tadu, pak pro jeji koeficienty plati

1 [t nmw
=7 f(w)cosTxda:, n e NU{0}, b,= f sm—xdx n € N.
—¢

Tvrzeni o konvergenci téchto fad jsou témér stejnd jako pro fady s periodou 27 — staci
v8ude zaménit 7 za obecnéjsi £.

9.2 Rozvoj funkci na ohraniceném intervalu

Uvazujme funkei f : R — R integrovatelnou (a definovanou) na intervalu [a,a + 27]. Pak
2m-periodické funkce f : R — R spliujici

f(z) = f(x) proz € (a,a+ 2m)

je definovand jednoznaéné na R az na hodnoty v bodech a + 2kw, k € Z. Fourierovy koefici-
enty této funkce pak zfejmé nezdvisi na téchto hodnotéch (vzpomeneme-li si na vlastnosti
Riemannova integralu).
Fourierovy koeficienty funkce f pak definujeme jako Fourierovy koeficienty funkce f,
tedy
a+2m 1 a+2m
an:/ f(z)cosnzdx, neNU{0}, anW/ f(z)sinnxdr, neN.
a a

s
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7 Véty pak muzeme vyvodit nasledujici dusledek.

Dusledek 9.13. Nechf funkce f : R — R
e je po cédstech spojitd a po ¢dstech monotonni na intervalu |a,a + 27], nebo
e je po cédstech derivovatelnd na intervalu [a,a + 2],

Pak jeji Fourierova tada konverguje na R k 2r-periodické funkci f : R — R majici tyto
funkénd hodnoty

t—xr— t—z+

o) = 3 (1 £)+ tim )

pro x € (a,a+2m) a

F(a) = fla+ 27) = % (zl_i>r(111+ fE) T )_f(x)) .

z—(a+27m

Navic, na kazdém intervalu, na kterém je funkce f spojitd, k ni jeji Fourierova Tada kon-
verguje lokdlné stejnomeérné.

A jesté dusledek Dusledku

Dusledek 9.14. Necht f : R — R je na intervalu [a, a+ 27| spojitd a md po cdstech spojitou
derivact a plati

£(a) = f(a+2m).

Pak jeji Fourierova tfada konverguje k funkci f stejnomérné na [a,a + 27].

Priklad 9.15 Rozvinte funkei

ve Fourierovu fadu na [—m, 7.

Resend. Dostavame stejnou Fourierovu fadu jako v Pifkladu Samoziejmé, stejnd je
i funkce, ke které tato fada (bodové) konverguje — viz Obrézek [0.2. O

Priklad 9.16 Rozvinte funkeci
(m* —2?), z€[-m ]

ve Fourierovu fadu na [—m, 7.

Resend. Funkee f je sudé, tedy b, = 0 pro kazdé n € N (viz dale Vétu [9.17). Déle plati

1 T, 5 2
= - b d e —_
a0 A |_. (W x ) € 3
a pro kazdé n € N mame
1 " 1 T -1 n—1
an:E _F(WZ_xQ)cosnxdx:% ; (72—$2)Cosnxdx:---:(n>2‘
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Fourierova rada je pak ve tvaru

2 oo n—1
-1
% + E (n)ZCOSTLLU.

n=1

Prvnich par ¢aste¢nych souctu je ukazano na Obrazku (9.3

)
—TT 0 s xT
(a) Funkce f (¢erné) a prvni ti ¢dsteéné soucty Fourieovy rady.
)
- 0 n x

(b) Soucet Fourierovy fady.

Obrazek 9.3: Grafy funkci z Piikladu

9.3 Sinové a kosinové rady

Podivejme se na nyni na Fourierovy fady lichych a sudych funkci.
Véta 9.17. Necht f je integrovatelnd na intervalu [—m,w]. Je-li f sudd funkce, pak
2 ™
ap = / f(x)cosnxdz, pron e NU{0}, b,=0, pron €N.
T Jo

Je-li f lichd funkce, pak

2 ™
an =0, pron € NU{0}, bn—/ f(z)sinnx dx pron € N.
T Jo

Dukaz. Staci si uvédomit, Ze sou¢in sudé funkce a liché funkce je lichd funkce (sou¢in dvou
lichych funkei je suda funkce; sou¢in dvou sudych funkei je sudd funkce) a fakt, ze integral
z liché funkce pres interval [—m, 7] je nulovy a integrél ze sudé funkce pres interval [—7, 7]
je roven dvojndsobku integrélu stejné funkce pres interval [0, 7]. O

A asi neni ptekvapivé, ze sudou funkci rozvineme v fadu se sudymi ¢leny (kosiny) a lichou

funkci v fadu s lichymi ¢leny (siny).
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Poznamka 9.18 Uvazujme libovolnou integrovatelnou funkci f na intervalu [0, 7]. Tuto
funkci vhodné rozsifme na interval [—m, 7] (na funkéni hodnoté v bodé 0 nezalezi) nésledu-
jicimi dvéma zpusoby:
(a) Funkci f rozsifime na interval [—7, 7] sudé, tzn. dodefinujeme
f(z) = f(—z) prokazdé x € [—m,0).
Fourierovu fadu této dodefinované funkce nazyvame rozvoj funkce f (tzn. té pivodni

funkce f) v kosinovou tadu na [0, r]. Pro Fourierovy koeficienty plat{

2 ™
an—/ f(z)cosnzdx, neNU{0}, b,=0, neN.
T Jo

(b) Funkci f rozsifime na interval [—, 7| lide, tzn. predefinujeme f(0) = 0 a dodefinujeme
f(z)=—f(—z) prokazdé x € [—7,0).

Fourierovu fadu této funkce nazyvame rozvoj funkce f v sinovou radu na [0, 7]. Pro
Fourierovy koeficienty plati

2 ™
ap, =0, neNU{0}, b,= / f(x)sinnxdz, neN.
T Jo
Priklad 9.19 Naleznéte sinovou fadu k funkci
f(x)=1, z€][0,x].
Resend. Podle Poznamky vypocitame

2 [T 2 Q 2
bn:/ 1-sinnzdr = — [7cosn:v} =——((-1)"-1).
T Jo ™ n Jo nm

Sinova fada k funkci f je tedy ve tvaru

o0
2 4 4 4
E ——((-1)™—=1) |sinnz = —sinz + —sin3z + —sinbz + - .
nm ™ 3m o

n=1

Neékolik prvnich édsteénych soucti fady je mozno vidét na Obrazku O
Piiklad 9.20 Naleznéte kosinovou fadu k funkci
f(z) =sinz, z€][0,n].

Resend. Podle Poznamky plati b, = 0 pro kazdé n € N,

2 [T 4
aoz/ sinxdxr = —,
0

T 7
2 [T
alz/ sinxcosrxdr=---=0
T Jo
apron € N, n > 1 spocitame
2 T 1 T _1 n—l_l
an:/ sinxcosnwdx:/ sin(n+1)x+sin(1—n)xdx:~-:2%.
T Jo T Jo (n?2— 17
Kosinova fada je pak ve tvaru
2 = (-t —1 2 4 4
7T%—z:22(712_1)7rcosmtt—7T—37Tcos2av—157T(:os4w—~‘.

Nékolik prvnich ¢asteénych souctt fady je mozno vidét na Obrazku 9.5 O
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Y

(b) Soucet sinové fady.

Obrézek 9.4: Grafy funkef z Pifkladu

—TT 0 ™ T

(a) Funkce f (Gerné) a prvnf tii ¢dsteéné soucty kosinové rady.

Y

—T 0 T x

(b) Soucet kosinové fady.

Obrézek 9.5: Grafy funkef z Piikladu
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