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Predmluva

Nebudeme si nalhavat, absolvovani zakladniho kurzu z pravdépodobnosti
se pro nejednoho studenta stdva nezdmérné noéni murou. Pti¢in muze byt
samoziejmé vice, ale tou hlavni je bezpochyby zcela novy pohled, jimz se
teorie pravdépodobnosti diva na svét kolem nas. S pojmy jako podminéna
pravdépodobnost, ndhodna veli¢ina ¢i korelace se vétsina studentu predtim
nesetkala, a pokud ano, tak predevsim jako s intuitivnimi koncepty v ramci
pruzkumové statistické analyzy, bez hlubsiho matematického (pravdépodob-
nostntho) pozadi. Zddny uceny z nebe nespadl, a v pravdépodobnosti to plati
dvojnéasob. Novou teorii je potieba budovat krok po kroku a peclivé skladat
jednotlivé dily do zakladu stavby tak, aby se potom mohl zacit budovat
samotny dum. Tedy v tomto ptipadé, aby bylo mozné ziskané védomosti
nasledné efektivné vyuzit v matematické statistice, pro kterou je dobré zna-
lost zakladu teorie pravdépodobnosti naprosto klicova. Vsichni vime, ze zna-
lost statistiky a jejich metod je v soucasné dobé zcela nezbytnd pro poro-
zumeéni svétu kolem nds, ovsem i teorie pravdépodobnosti samotné je klicem
k mnoha vyznamnym aplikacim. Nase porozuméni konceptum pravdépodob-
nosti by ovsem zustalo pouze formélni, pokud bychom si teoretické poznatky
neovérili (a neutvrdili) na konkrétnich piikladech.

A praveé k tomuto tucelu byla sestavena predkladand sbirka. Ta zahrnuje
priklady, které se obéma autorum osveédcily jako doplnéni cviceni k zakladni-
mu kurzu z pravdépodobnosti v uplynulych vice nez deseti letech. Az na vy-
ziskat rutinu pri feSeni standardnich tloh teorie pravdépodobnosti, ¢imz se
tato sbirka lisi od ji tematicky podobnych. Uvedeny soubor piikladu byl nyni
mirné rozsiten tak, aby byly rovnomérnéji pokryty vSechny tematické celky,
a nékteré metodicky vyznamné priklady byly podrobné vyteseny. Nadto byla
u kazdé kapitoly ve zjednodusené formé shrnuta prislusna teorie, aby bylo
mozné pracovat se sbirkou bez nutnosti uchylovat se casto k dalsim zdrojum.
Nové pojmy jsou piitom znaceny tuénou kurzivou, jejich vlastnosti jsou pak
zduraznény tuénou antikvou. Na druhou stranu, takto shrnutd teorie sa-
moziejmé nemuze nahradit uceleny vyklad, obsazeny pro ucely bakalarského
studia aplikované matematiky na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palacké-
ho v Olomouci predevsim ve skriptu [6]. Pro cely cvi¢eni potom doporucuje-
me téz potizeni sbirky [1], z niz jsou zde nékteré piiklady také uvedeny.

Radi bychom podékovali obéma recenzentum tohoto skripta, RNDr. Ma-
rii Budikové, Dr. a Mgr. Ondieji Vencalkovi, Ph.D.; za podrobné procteni



rukopisu a za cenné odborné pripominky, a dale studentum, ktefi pomohli
s prepisovanim textu. Podékovani nalezi také projektu Operacniho programu
Vyzkum, vyvoj a vzdélavani Univerzita Palackého jako komplexni vzdéldvact
instituce (CZ.02.2.69/0.0/0.0/16-015/0002337), s jehoz podporou byla skripta
vydana.

Je nasim vroucim pranim, aby se studentum se sbirkou dobte pracovalo
a dala jim svym dilem moznost nahlédnout do kras teorie pravdépodobnosti.
A aby jim pravdépodobnost a z ni vychazejici matematicka statistika ucarova-
la. Ostatné jako kdysi také autorim této sbirky.

Karel Hron a Eva Fiserova
Olomoug, tijen 2020
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1 Kombinatorika

Uvazujme mnozinu M, kterd obsahuje n prvku (objektu).

Permutace bez opakovdni: libovolné usporadani mnoziny o n prvcich,
kdy ve vysledném uspordadani (vysledné usporddané n-tici) se prvky
nesmi opakovat.

Pocet vSech ruznych permutaci (pocet vsech ruznych usporadanych n-tic)
prvku mnoziny M je roven ¢islu

Pn)=nl=n-(n—-1)---2-1.

Priklad: Uved'te dvé konkrétni usporddani na mnoziné M = {a, b, c,d} a ur-
¢ete pocet vSech moznych usporadani (permutaci).

Resend: Napiiklad ¢tvefice (a,b,d, c) a (a,c,b,d). Pocet viech moznych per-
mutaci je roven ¢islu P(4) = 4! = 24.

Permutace s opakovdnim: libovolnd usporadana k-tice sestavena
z prvku mnoziny o n prvcich tak, ze kazdy se v ni vyskytuje alespon
jednou (ve vysledné k-tici se prvky mohou opakovat).

Pocet vsSech ruznych k-Clennych permutaci s opakovanim sestavenych
z n-prvkové mnoziny tak, ze prvek a; se v nich vyskytuje ki-krat, pr-
vek ao se opakuje ko-krat, atd. az prvek a, se opakuje k,-krat, pricemz
ki+ ko + -+ k, =k, je roven

(k1 + ko + ...+ Ey)!
kilkol oo o- Kyl

Plkr, .. k) =

Priklad: Kolik ruznych ¢tyfmistnych ¢isel je mozné vytvorit z cifer ¢isla 12117
Resend: CtyFmistné ¢&islo je usporddand ctvefice ze Ctyf cifer, méme tedy

obecné 4! moznosti. Tii cifry jsou ovsem stejné (jednicky), tedy jejich pro-

hazovanim (3! moznosti) ziskavame stejna cisla. Cisel je takto 3! krdt méné
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nez kdyby byly cifry rizné, neboli

P'(3,1) = 4y
AT T

Variace bez opakovdni: libovolnd usporadana k-tice sestavena z prvku
mnoziny o n prvcich tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou
(zalezi na poradi prvku v této k-tici a zadny z jejich prvka se nesmi
opakovat).

Pocet vsech k-prvkovych variaci sestavenych z n-prvkové mnoziny je ro-
ven Cislu

V(k,n):n'(n—1)~~~(n—k+1):m.

Priklad: Urcete pocet véech 2-prvkovych variaci na mnoziné M = {a, b, c}.

Resend: Jedna se o dvojice (a,b), (b, a), (a,c), (c,a), (b, ¢), (c,b), to znamen4
_ 3

Pozndamka. Permutace je specidlnim pripadem variace bez opakovani, tj.

P(n)=V(n,n) = (nﬁ—'n)' = nl.

Variace s opakovdnim: libovolnd uspofadana k-tice sestavena z prvku
mnoziny o n prvcich (prvky se mohou opakovat a zilezi na jejich
potadi).

Pocet vsech k-prvkovych variaci s opakovanim sestavenych z n-prvkové
mnoziny je roven c¢islu

V'(k,n) = n".

Priklad: Urcete pocet vSech 2-prvkovych variaci s opakovanim na mnoziné
M = {a,b,c}.

Resent: Jednd se o dvojice (a,a),(a,b), (a,c), (b, a), (b,b), (b, c),(c,a), (c,b)
a (c,c), tedy V'(2,3) =32 =09.



Kombinace bez opakovdni: libovolna neusporadana k-tice sestavena
z prvku mnoziny o n prvcich tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse
jednou (prvky se nesmi opakovat a nezdlezi na jejich poradi).

Pocet k-prvkovych kombinaci sestavenych z n-prvkové mnoziny je roven
kombinacnimu ¢islu

Priklad: Urcete pocet viech a) 1-prvkovych kombinaci, b) 2-prvkovych kom-
binaci na mnoziné M = {a, b, c}.

Resend: Chceme-li z prvkit mnoziny M = {a, b, c} vybrat vzdy

a) jen jeden prvek, muzeme to udélat tfemi moznymi zpusoby, tzn. vybe-
reme a nebo b nebo ¢, tj. K(1,3) = (}) = 3.

b) dva prvky, pficemz ndm nezdlez{ na poradi a zaddny prvek nemuzeme
vybrat vicekrat, muzeme ziskat nésledujici tii dvojice prvkua: {a,b},

{a,c} nebo {b,c}, tj. K(2,3) = (}) = 3.

Kombinace s opakovdnim: libovolna neusporadana k-tice sestavena
z prvku mnoziny o n prvcich (prvky se mohou opakovat a nezdalezi
na jejich poradi).

Pocet k-prvkovych kombinaci s opakovanim sestavenych z n-prvkové
mnoziny je roven kombina¢nimu ¢islu

, n+k—1 n+k—1)!
K(k’m:( k ): (k!(n—m)‘

Priklad: Urcete pocet viech a) 1-prvkovych kombinaci, b) 2-prvkovych kom-
binaci s opakovanim na mnoziné M = {a,b}.

Resend: Chceme-li z prvki mnoziny M = {a, b} vybrat vidy



a) jen jeden prvek, muzeme to udélat dvéma moznymi zpusoby, tzn. vy-
bereme a nebo b, tedy K'(1,2) = (2+1_1) =2.

b) dva prvky, pficemz nam nezélezi na poradi a kazdy prvek muzeme
vybrat vicekrat, muzeme ziskat nasledujici t¥i dvojice prvku: {a,a},

{a,b} nebo {b,b}, tj. K'(2,2) = (2?*1) = 3.

Kombinatorické pravidlo souctu:
Necht mnoZina A; mé n; prvki pro ¢ = 1,..., k a necht jsou mnoZiny A;
po dvou disjunktni. Pak pro pocet prvku sjednoceni téchto mnozin plati

k k
i=1

i=1

Priklad: Mame Sest cervenych a osm modrych micki. Tyto micky dame do
jednoho klobouku. Kolik méme celkem moznosti, kdyz budeme z klobouku
losovat jeden micek?

Reseni: Ozna¢me symbolem A; mnozinu Cervenych micku, tj. ny = 6, a Ag

mnozinu modrych micku, tj. no = 8 (mnoziny nemaji zadny spole¢ny prvek).
Chceme-li vylosovat 1 micek, mame celkem n; 4+ ny = 6 + 8 = 14 moznosti.

Princip inkluze a exkluze:
Necht jsou dany mnoziny A; proi = 1,...,k a |A;| oznacuje pocet prvki
i-té mnoziny (i = 1,...,k). Potom pro pocet prvki sjednoceni mnozin

Ay, ..., Ay plati

U Zlm—zzmw

= 1<i<j<k

+ZZZ|A NANA] =+ (D A N AN Ayl

1<i<j<s<k

Princip inkluze a exkluze popisuje vztah mezi po¢tem prvku sjednoceni néja-
kych mnozin a pocty prvku vsech moznych pruniku téchto mnozin. Na rozdil
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od ptedchoziho kombinatorického pravidla souc¢tu tedy nemusi byt mnoziny
po dvou disjunktni. Specialné pro k£ = 2,3 takto dostaneme vztahy

|A1 UAQ’ - |A1| ‘|‘ |A2| - |A1 ﬂA2|,
| A1 U Ao U As| = |Ay| + |Aa| + |As] — |A1 N As| — |A1 N A
—|As N As| 4+ |[A1 N Ay N Al
Priklad: Ve mésté funguji dva sportovni kluby. Fotbalovy klub ma dvanact

¢lent, tenisovy klub devét. Pritom tii fotbalisté hraji i tenis. Kolik osob
celkem je ¢lenem néjakého klubu?

Resend: Pokud secteme poéty ¢lenti v jednotlivych klubech, dostaneme ¢islo
1249 = 21. Takto jsme ovSsem kazdého, kdo je ¢lenem obou klubu, zapocitali
dvakrat. Musime tedy odecist pocet lidi, ktefi jsou ¢leny obou klubu soucasné.
Hledany pocet osob tak je 21 — 3 = 18.

Kombinatorické pravidlo soucinu:

Necht mnozina A; ma n; prvka pro ¢ = 1,...,k. Pak pocet vsech
usporadanych k-tic (aq,...,ax), kde a; € Ay, ..., ax € Ay, jejichz prvni
¢len lze vybrat n; zpusoby az k-ty ¢len mn; zpusoby, je roven soucinu

k
1=1

Priklad: Mame tti zeny a ¢tyfi muze. Kolik ruznych part muz — zena muzeme
vytvorit?

Resent: Chceme vzdy k jedné zené pritadit néjakého muze. Pocet viech pért
ur¢ime nasledovné: vezmeme jednu zenu, fikejme ji tfeba Katka, a postupné
k ni pritadime vSechny muze. Dostaneme tak 4 ruzné pary, protoze k ni
muzeme priradit celkem 4 ruzné pany. Totéz udélame pro dvé zbyvajici zeny,
ty také vytvori vzdy dalsi 4 pary. A to je vSe, mame celkem 4 + 4 + 4 = 12
paru, tj. ny -ng =3 -4 =12.

Resené piiklady

Priklad 1. Ve vyzkumném tustavu pracuje 67 lidi. Z nich 47 ovlada angli¢tinu,
35 némcinu, 20 francouzstinu, 23 némcinu a anglictinu, 12 angli¢tinu a fran-
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couzstinu, 11 némcinu a francouzstinu a 5 lidi vSechny 3 jazyky. Kolik pra-
covniku ustavu neovlada zadny z téchto jazyku?

Resend. Oznaéme A mnozinu lidi, kteif ovladaji angli¢tinu, N mnozinu lidi,
ktefi umi némecky, a F' mnozinu lidi, ktefi umi francouzsky. Pocet pra-
covniku, ktefi neovladaji zadny z jazyku, je roven poctu pracovniku tstavu
zmenseného o pocet pracovniku, kteri ovladaji alespon jeden z jazyku. Pro vy-
pocet pouzijeme princip inkluze a exkluze a dostaneme

67— |[AUNUF|=67—(|A|+|N|+ |F|)
+ (JANN|+|[ANF|+|NNF|)=|ANNNF|
=67 — (47 +35+20) 4+ (23+ 12+ 11) — 5 = 6.

©)

Priklad 2. Ze skupiny sedmi muzu a ¢tyT zen se ma vybrat Sesticlennd sku-
pina, v niz budou alespon dvé zeny. Kolika zpusoby to lze provést?

Resent. Jestlize m4 Sesticlennd skupina obsahovat alespoii dvé zeny, obsahuje
bud pravé dvé Zeny a ¢tyfi muZe, nebo pravé tii Zeny a tii muZe, nebo
prave ¢tyti zeny a dva muze. Podivejme se, kolika zpusoby lze vybrat prave
dvé zeny a ¢tyti muze. Dvé zeny vybirdme ze ¢tyT a pti vybéru nezéalezi na
poradi. Pocet zpusobu, jak tyto dvé zeny vybrat, je roven poctu dvouélennych
kombinaci ze ¢tyt prvka, tj. (3) Analogicky, zbyvajici ¢tyfi muze ze sedmi
lze vybrat (D zpusoby. Podle kombinatorického pravidla sou¢inu muzeme
vytvorit skupinu, v niz jsou dvé zeny a ¢tyfi muzi (3) . (D zpusoby. Stejné
postupujeme i pro dalsi mozné Sesticlenné skupiny. Celkovy pocet moznosti,
jak sestavit pozadovanou Sesticlennou skupinu, ve které jsou alespon dvé
zeny, je podle kombinatorického pravidla souc¢tu roven

000 0-0-0
)00 60

-6-5 7-6
+1- = 371.

©)

Priklad 3. Sestavujeme vlajku ze ti{ ruznobarevnych vodorovnych pruh.
K dispozici jsou bily, cerveny, modry, zeleny a zluty pruh latky.
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a) Kolik vlajek lze sestavit?

b) Kolik jich m& modry pruh?

¢) Kolik jich nem4 cerveny pruh uprostied?
Resent.

a) Sestavujeme vlajku ze ti{ ruznych pruhu z péti ruznych barev, pficem?z
zalezi na poradi pruhu. Pocet vsech moznosti takto sestavené vlajky je
roven poctu tficlennych variaci z péti prvku, tj. V(3,5) = 5-4-3 = 60.

b) Modry pruh lze na vlajku umistit tfemi zpusoby (nahoru, doprostied,
doltt). Zbyvajici dva barevné pruhy vybereme jako usporadanou dvojici
z pruhu barvy bilé, cervené, zelené a zluté. Pocet moznosti, jak tuto
dvojici vytvorit, je roven poc¢tu dvouclennych variaci ze ¢tyi prvka, tj.
V(2,4) = 4-3 = 12. Dohromady dostaneme, ze pocet vlajek s modrym
pruhem je roven 3-V(2,4) = 3-12 = 36.

c¢) Dle ptredchozich iivah mé ¢erveny pruh uprostied V(2,4) = 12 vla-
jek. Potom pocet vlajek, které nemaji ¢erveny pruh uprostred, muzeme
spocitat jako pocet vSech vlajek zmenseny o pocet vlajek s cervenym
pruhem uprostied, tj. 60 — 12 = 48.

Priklad 4. V pétimistné lavici sedi pét studentu.
a) Kolika zptusoby si mohou sednout?
b) Co kdyz zdk A chce sedét na kraji?

c) Co kdyz zaci A a B chtéji sedét vedle sebe?

Resend. Ozna¢me si studenty pismeny A, B, C, D a E.

a) Vzhledem k tomu, ze zdlezi na poradi, jak se studenti do lavice po-
sadi, jednd se o permutace z péti prvkiu. Pocet vSech moznych zpusobu
rozmisténi péti studentu do lavice je tedy roven P(5) = 5! = 120.
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b) Chce-li zdk A sedét na kraji lavice, ma dvé moznosti, kam si sednout
(uplné vlevo nebo vpravo). Na zbyvajici ¢tyfi mista v lavici se usadi
studenti B, C, D a E. Pocet vSsech moznosti rozmisténi téchto ctyt
studentu je roven permutaci ze ¢tyt prvku. Dohromady je tedy pocet
vSech moznosti rozmisténi péti studentu do lavice, jestlize zdk A sedi
na kraji lavice, roven 2 - P(4) = 2 - 4! = 48.

¢) Sedi-li zéci A a B vedle sebe, muzeme si tyto dva zaky predstavit jako
jednoho hypotetického zaka AB. Pocet vSech moznosti usazeni zaku do
lavice, kde zaci A a B sedi vedle sebe je roven poctu vsech permutaci
ze ¢tyf prvku AB, C, D, E. Zéci A a B si vedle sebe mohou sednout
dvéma zpusoby, a to v poradi (A, B) nebo (B, A). Proto celkovy pocet
moznosti rozmisténi péti studentu do lavice, jestlize zaci A a B chtéji
sedét vedle sebe, je roven 2 - P(4) =2 - 4! = 48.

@)

Priklad 5. Kolik ruznych ,slov* lze vytvorit prehdzenim pismen ve slové
L<KOMBINATORIKA“?

Resend. K dipozici médme 9 riznych pismen A, B, K, M, N, O, I, R, T,
pricemz pismena A, K, O, I mdme dvakrat. Dohromady mame celkem 13
pismen. Pri tvorbé slov zalezi na poradi pismen, a proto je pocet slov, které
lze z téchto pismen sestavit, roven poctu 13-¢lennych permutaci s opakovanim
sestavenych z 9 prvku, kde pocet vyskytu jednotlivych prvka je postupné
2,1,2,1,1,2,2,1,1, tj.

2+1+2+1+14242+1+1)!
2111211112121

P'(2,1,2,1,1,2,2,1,1) =

o B 778377600
S 21212191 '

@)

Priklad 6. V kosicku je pét cervenych, sedm modrych a Sest zlutych veli-
konocnich vajicek. Kolika zpusoby lze z kosicku vybrat pét vajicek tak, aby
nebyla vSechna stejné barvy?

Resend. V kosfcku jsou celkem tii druhy vajicek (Cervend, modrd a zelend
vajicka). Pocet vSech moznych vysledku, jak z kosicku vybrat pét vajicek,
je roven poctu 5H-clennych kombinaci s opakovanim sestavenych ze tif prvki,
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tj. K'(5,3). V tomto poctu jsou ale zahrnuté i tii vysledky, kdy vsech pét
vybranych vajicek je stejné barvy (Gervend, modra nebo zlutd). Proto je
pocet moznosti, jak z kosicku vybrat pét vajicek tak, aby nebyla vSechna
stejné barvy, roven

5+3—1 7 7 7-6
K’(5,3)—3:<+5 )—3:(5)—3=<2>—3:7—3=18.

@)

[TTT1I

1. Studenti si ve skole mohou vybrat ze tii cizich jazyku (anglictina,
némcina a francouzstina). Kazdy student ze tiidy mé& alespon jeden
cizi jazyk. Anglicky jazyk navstévuje 18 studentl, némecky 19 a fran-
couzsky 16 studentu. Do anglického i némeckého jazyku chodi 12 stu-
dentu, do anglického i francouzského 9, a do némeckého i francouzského
jazyku chodi 8 studenti. Vsechny tfi jazyky soucasné se uci 5 studentii.

(a) Kolik studentt je ve tridé?
(b

) Kolik studentu se uéi pouze anglicky?
(c¢) Kolik studentu se uéi anglicky nebo némecky?
)

(d) Kolik studentu se uéi anglicky i némecky, ale nikoliv francouzsky?
[a) 29, b) 2, ¢) 25, d) 7]

2. Kolik prirozenych cisel do 1000 je délitelnych 2 nebo 37
[667]

3. Sectéte a vysledek zapiste jako kombinacni ¢islo:
24 n 24
9 8 )

15

4. 'V binomickém rozvoji vyrazu (% — \1/—25) zjistéte tfinacty clen rozvoje.

Ktery ¢len rozvoje je roven konstanté (tj. neobsahuje x)?

(455272 k = 6]
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10.

. Je dano k predmeétu, které se maji rozmistit do n rozlisitelnych prihra-

dek. Kolika zpusoby to lze provést, jsou-li predméty

(a) rozlisitelné,

(b) nerozlisitelné?
[a) n*, b) ("))

Necht n je libovolné piirozené &islo. Dokazte, Ze plati vyraz

- k " =n2" L
()
k=0

. Védecka spolecnost méa 25 ¢lenu. Z nich ma byt vybran predseda,

mistopredseda, jednatel a pokladnik. Kolika zpusoby lze vybér provést,
jestlize kazdy clen spolecnosti muze zastavat pouze jednu funkei?

[303600]

. Ve vlaku je kupé se ¢tyfmi misty v kazdém sméru jizdy. Z osmi ces-

tujicich tti chtéji sedét ve sméru jizdy, dva proti, ostatnim je to jedno.
Kolika zpusoby si mohou sednout, aby byli vSichni spokojeni?

[1728]

Kolika zpusoby muze nastoupit m chlapcu a n divek do zastupu tak,
aby

(a) nejdiive staly divky a pak chlapci,

(b) mezi zadnymi dvéma chlapci nestéla divka?
[a) nlm!, b) (n+ 1)lm!]
Osm pratel si v restauraci seda ke ,svému“ stolu o osmi mistech.

(a) Kolika zpusoby se mohou posadit?

(b) Co kdyz je stul kulaty a za jedno rozmisténi povazujeme ta, kdy
ma kazdy stejného levého i pravého souseda?

[a) 40320, b) 5040]
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Test se sklada ze 2 déjepisnych, 2 zemépisnych a 1 literarni otazky.
Pripraveno je 30 déjepisnych, 25 zemépisnych a 20 literarnich otazek.
Kolik variant testu lze vytvorit?

[2610000]

Na vecirku je n lidi. Ptitukne-li si sklenickou kazdy s kazdym, kolik
tuknut{ by mohlo byt slyset?

[n(n2—1)]

Kolika zpusoby muze m chlapcu a n divek vytvorit tanecni par?
[m - n]
Kolik SPZ existuje, jsou-li tvoreny 3 pismeny a 4 ¢isly (pismen je 28)7
[219520000]

Kolika zpusoby lze umistit vsechny bilé sachové figurky

(a) do dvou pevné zvolenych rad sachovnice,

(b) do libovolnych dvou rad?
[a) 64864800, b) 1816214400]
Kolik lze vytvorit ruznych znacek Morseovy abecedy, tvorime-li jedna
az ¢tyfmistné posloupnosti tecek a carek?
(30]
Kolika zptusoby muzeme ze sedmi kulicek (4 modré, 1 bild, 1 cervena,
1 zelend) vybrat a polozit do fady pét kulicek?
[135]
Klenotnik ma 3 rubiny, 2 smaragdy a 5 safiru. Kolika zpusoby muze
sestavit prsten se 3 kameny (mohou se opakovat)?
[9]
Kolik je kvadru s velikostmi hran rovnymi pfirozenym ¢islim rovnym
nejvyse 107 Kolik z nich jsou krychle?
220, 10]
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2 Nahodny jev a jeho pravdépodobnost
Oznacime {2 mnozinu vSech moznych vysledki ndhodného pokusu.

e Nahodnym pokusem rozumime pokus, kdy za danych podminek muze
jeho realizaci dojit k ruznym vysledkum.

e Jeden konkrétni vysledek nahodného pokusu znacime w, tj. w € €.

e Kazdou jednoprvkovou podmnozinu mnoziny €2 nazyvame elementar-
ni jev, tj. {w} C Q.

e Symbolem () oznacujeme jev jisty, symbolem () pak jev nemozny.

e Symbolem A¢ oznacujeme jev opacny k jevu A, neboli jev, ktery
nastane pravé tehdy, kdyz nenastane A.

Jev: Obecné podmnoziny A mnoziny 2 nazyvame jevy, tj. A C €). Plati,
ze {w} CA C Q.

Operace s jevy Aj,Ag,...: sjednoceni (koneéné |J!_,A;, nekonecné
U~ Ay), prunik (N7, A, (=, An), doplnek (A{), rozdil (A\B), atd.
Jevy A a B nazyvame neslucitelné (disjunktni), jestlize AN B = (.
Systém jevu Ap, Ay, ... nazveme disjunktni, jestlize jsou jevy tohoto

systému po dvou disjunktni, tj. A; N A; = 0 pro Vi # j.

Ndhodny jev: Jev A nazveme ndhodnym jevem, jestlize A € A, kde
A je tzv. jevové pole, tedy neprazdny systém podmnozin €2, kde

a) Ac A= A°e A,
b) Abe An=12...=_ A €A

Pokud provadime s nahodnymi jevy mnozinové operace, jaké byly zave-
dené u jevu, vysledek je opét nahodnym jevem. Stejné tak jsou nahodnymi
jevy také jev jisty a jev nemozny. Jevové pole je tedy vskutku ,rozumnym®
systémem podmnozin €2 (definice vyse vede obecné na tzv. o-algebru mnozin).
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Priklad: Pti hodu kostkou muze za danych podminek padnout jedno, dvé
az Sest ok. V takovém piipadé je mnozina vSech moznych vysledku tohoto
pokusu Sestiprvkova, tj. Q = {w,ws,...,ws}, kde napt. vysledek wy znaci
pocet ok na kostce rovny dvéma. Piikladem jevu muze byt elementarni jev
{ws} — ,padl pocet ok rovny dvéma® nebo {ws,ws,ws} — ,padl sudy pocet
ok“.

Pravdépodobnost (ocekdvatelnost) jevu: Kazda realnd funkce defino-
vana na jevovém poli, tj. P: A — R, kterd ma nasledujici vlastnosti

1. P(Q) =1,
2. P(A) > 0 pro vsechna A € A,

3. pro libovolnou posloupnost Aj, Ag, ... neslucitelnych nahodnych
jevu plati: P(U)Z A,) =D 07 P(A,).

Trojici (€2, A, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor.

Ze zakladnich vlastnosti pravdépodobnosti zde pripomenme alespon tyto
e P(0) = 0.
e P(A°) =1—-P(A).
e Pro neslucitelné jevy A, B plati P(AUB) = P(A) + P(B).

Klasicka definice pravdépodobnosti:

nA

kde n 4 je pocet vysledku nahodného pokusu ptiznivych jevu A a n znaci
pocet vSech moznych vysledku ndhodného pokusu. Predpokladéame, ze

1. Q je konecnd, tj. Q = {wy,...,ws},

2. vSechny vysledky ndhodného pokusu jsou tzv. ,stejné mozné*.
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Resené priklady

Priklad 1. Do vytahu osmipatrového domu nastoupilo 5 osob. Kazda z nich
vystoupi nezéavisle na ostatnich v libovolném poschodi. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze vSechny osoby vystoupi

a) v Sestém poschodi,
b) v témze poschodi,
¢) kazda v jiném poschodi.

Resend. Kazda osoba miuze vystoupit v jednom z osmi poschodi. Pravdépo-
dobnost vystoupeni jedné osoby v jednom libovolném poschodi je tedy %.

a) Pravdépodobnost vystoupeni jedné osoby pravé v Sestém poschodi je %.
Pravdépodobnost, ze vSech pét osob vystoupi spolecné pravé v sestém
poschodi je proto rovna

1
PAA)= . =.=. 2. = = — =0,0000305.
N=55s5s5s 5 °

b) P(B) =8-P(A) = 8- & = gr = 0,000244, nebot viech pét osob muze
spolecné vystoupit v kterémkoliv z osmi poschodi.

¢) Prvni osoba muze vystoupit v kterémkoliv z osmi poschodi. Protoze
druha osoba musi vystoupit v jiném poschodi, ma k dispozici uz jen
sedm moznych pater, ve kterych muze vystoupit. Takto postupujeme
pro dalsi osoby. Pro posledni, patou osobu zbyvaji uz jen ¢tyfi ruzna
poschodi, v nichz muze vystoupit. Proto

PO==-z-=->-— = 0,205078.

O

Priklad 2. Vojenskou kolonu tvoii dva terénni vozy Land Rover Defender, tii
obrnéna vozidla Iveco LMV a ¢tyti Tatry 810. Jaka je pravdépodobnost, ze
pri ndhodném setrazeni kolony pojedou stejné vozidla za sebou?

Reseni. Pocet moznych sefazeni vozidel je roven poctu permutaci s opa-
kovanim, protoze pfi fazeni nerozliSujeme mezi sebou vozidla stejného typu.
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Pokus ,ndhodné sefazeni vozidel“ mé tedy celkem =2— = 1260 vysledkii.

213141
Ptiznivych vysledku je celkem 3!, tolika zpusoby muzeme za sebou zaradit 3
typy vozidel. Proto P(A) = s = 515 = 0,00476. o)

Priklad 3. Jaka je pravdépodobnost, Ze slovem ndhodné sestavenym z pismen
AAAE LK, M, M, T, T bude MATEMATIKA?

Resend. K dispozici méame celkem 10 pismen, z toho 3 pismena A, 2 pismena
M, 2 pismena T, a pismena E, I a K. Pocet moznych desetipismennych slov se-
stavenych z téchto pismen je roven po¢tu permutaci s opakovanim, protoze pri
tvorbé slov nerozliSujeme mezi sebou stejna pismena. Muzeme tedy vytvorit

celkem ot = 151200 ritznych slov. Proto P(A) = 1= = 0,000006614. o

Priklad 4. Ve tridé je 28 zaku, z toho 12 divek. Ndhodné vybereme 4 zéky.
S jakou pravdépodobnosti budou ve vybrané skupiné

a) sami chlapci,

C

)

b) 3 chlapci a 1 divka,
) nejvyse jeden chlapec,
)

d) nejvyse dvé divky?

Resend. Ve vybrané skupiné ¢ty zakn uvazujeme pouze pocty chlapci nebo
divek a nezajima nés potadi, ve kterém byli vybirani. Pocet vsech moznych
vysledki tohoto ndhodného pokusu je proto roven poc¢tu 4-prvkovych kom-
binaci bez opakovani sestavenych z 28 prvku (vybér se déje bez vraceni), tj.
(248) = 20475. Pocet vysledku priznivych ptislusnym jevim uréime tak, ze
spocteme pocet moznosti, jak vybrat uvedenou skupinu chlapcu, resp. uve-
denou skupinu divek a tyto moznosti vynasobime, protoze kazdou vybranou

skupinu chlapctu je mozno doplnit libovolnou vybranou skupinou divek.

a) Jsou-li ve vybrané skupiné jen sami chlapci, pocet piiznivych vysledku
je roven (146) = 1820, nebot vybirdme 4 chlapce ze skupiny 16 chlapct.
Odtud dostaneme

P(A) = GG . 0,0889.

()
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b)

a)
b)

Jsou-li ve vybrané skupiné 3 chlapci a 1 divka, pocet priznivych vy-
sledku je roven (136) (112) = 6720, nebof vybirdme 3 chlapce ze skupiny
16 chlapct a 1 divku ze skupiny 12 divek. Hledana pravdépodobnost je

rovna (16) (12)
3 1 -
(28) = 0,3282.
4
Ma-li byt ve vybrané skupiné nejvyse jeden chlapec, potom je ve sku-
piné bud pravé jeden nebo Zadny chlapec. Odtud

o= D) oo

(%)

Jsou-li ve vybrané skupiné nejvyse dvé divky, ptiznivym vysledku od-
povidaji ¢tvefice, ve kterych bud neni Zaddnd divka, nebo v nf je prave
jedna nebo pravé dvé divky. Opaénym jevem je situace, kdy ve ¢tverici
budou bud’ pravé tii nebo pravé étyii divky, a k nim bud pravé jeden
nebo zadny chlapec. Tato situace ovsem predstavuje jev C. Dohromady
jsme tedy dostali

P(B) =

P(D) = 1 — P(C) = 0,8040.

©)

Priklad 5. V osudi je 15 listkui oznacenych ¢isly 1 az 15. Vypocitejte pravde-
podobnost, ze mezi tfemi ndhodné vybranymi listky bude

nejvyse jeden oznacen sudym cislem,

alespon jeden oznacen cislem vétsim nez 10.

Resent. V osudi je celkem 15 listki, z toho 7 se sudym ¢islem, 8 s lichym

¢islem. Z osudi losujeme tii listky. Protoze nas nezajima potradi, ve kterém
byly listky vybrany a listky do osudi nevracime, je pocet vSech moznych
vysledki tohoto ndhodného pokusu roven poctu 3-prvkovych kombinaci bez

opakovani sestavenych z 15 prvku, tj. (135) = 455.

a)

Je-li mezi vybranymi listky nejvyse jeden oznacen sudym ¢islem, zna-
mena to, Ze mezi tfemi vybranymi listky jsou bud vSechny tii listky
s lichym ¢islem nebo pravé dva listky s lichym a jeden se sudym ¢islem.
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V prvni situaci vybirdme tii listky z osmi lichych, v druhé situaci
vybirame dva listky z osmi lichych a jeden listek ze sedmi sudych listku.

Odtud o /7 o /7

+

P(A) — (3) (0) = (2) (1) - 0,554

(5)
Opacny jev k jevu ,alespon jeden listek je oznacen cCislem vétsim nez
10“ je jev, ze vSechny listky jsou oznaceny c¢isly v rozmezi jedna az
deset. V této situaci vybirame tii listky z deseti ruznych listku. Odtud
dostaneme

P(B)=1-— () - 0,736.

(¥)

[TTIIT

. Necht Q = {w;,wq,ws}. Vypiste vSechna moznd jevovd pole na této

mnoziné moznych vysledki, kterd obsahuji jev {wy, ws}.
[Al = {(Z)a {w1}7 {WQ}; {w3}7 {wla w2}7 {UJhUJg}, {WQ, w3}7 Q}7
-A2 = {®7 {WQ}; {wla w3}7 Q}]
Pro zkousku provozni spolehlivosti urcitého zatizeni je predepsan tento
postup: zarizeni je uvedeno v ¢innost pétkrat pri maximalnim zatizeni.
Jakmile pii nékterém z téchto péti pokusu zarizeni selze, nesplnilo
podminky zkousky. Oznacme A; jev: , pfi i-tém pokusu zarizeni selhalo®
proi=1,...,5. Pomoci jevii A; vyjadrete jevy:
(a) Zatizeni neproslo uspésné zkouskou.
(b) Prvni tii pokusy byly ispésné, ve 4. a 5. pokusu zafizeni selhalo.

(c) 1. a 5. pokus byly tspésné, ale zkouska byla netspésna.
[a) AjU---UA5; b) AfNASNASNALNA;; ¢) ASNASN (A UA3 UAY)

Nahodny pokus spoc¢iva v hodu kostkou. Jev A znamena, ze padne sudé
¢islo a jev B znamend, ze padne ¢islo vétsi nez 4. Pomoci operaci s jevy
vyjadiete nasledujici jevy:

(a) padne liché cislo,
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(b) nepadne ¢islo 1 ani 3,

(c) padne cislo 6.
[a) A°, b) AUB, ¢) AN B

. Délnik vyrobil étyii vyrobky. Necht jev A;, ¢ = 1,2, 3, 4, nastane tehdy,
jestlize ma -ty vyrobek chybu. Zapiste pomoci operaci prunik, sjedno-
ceni, rozdil a opacnych jevu jevy

(a) vSechny vyrobky jsou bez chyb,

(b) alespon jeden vyrobek ma chybu.

[a) AiﬂAgﬂAgmAiz(A1UA2UA3UA4)p, b) A1UA2UA3UA4]

. Jev A znamena, ze alespon jeden ze ¢tyi vyrobku je zmetek, jev B

znamend, ze alespon dva ze ¢tyt vyrobku jsou zmetky. Co znamenaji
jevy A¢ B¢?

[zddny vyrobek neni zmetek, zddny nebo jeden vyrobek je zmetek]

. Jev A nastane, je-li dané ¢islo délitelné 2, jev B, je-li délitelné 3. Popiste
jevy C=ANB, ANC, AUuC®aA°UB"-.

[¢islo délitelné 6, §), vSechna celd ¢isla, ¢islo nedélitelné 6]
. Dité dostalo sacek, v némz bylo pét cervenych a pét zlutych bonboénu.

Dité nahodné vybralo ze sacku Sest bonbont. Jaka je pravdépodobnost,
Ze mezi vybranymi bonbény budou pravé dva cervené?

[0,238]
. Jaka je pravdépodobnost, ze pii soucasném hodu Sesti kostkami padne:

na kazdé kostce jiné cislo,
samé Sestky,

praveé pét Sestek,

alespon ¢tyti Sestky;,

)
)
)

d) préve ctyti Sestky,
)
) samad sud4 ¢isla,
)

vSechna ¢isla stejna.
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[a) 0,01543; b) 0,0000214; ¢) 0,000643; d) 0,008037; €) 0,00870; £) 0,015625; g)
0,0001286]

9. Jaka je pravdépodobnost, ze pti hodu 2 kostkami bude soucet 87
[0,138]

10. 40 studentti m& byt rozdéleno na 4 stejné pocetné skupiny. Jakd je
pravdépodobnost, ze studenti Ales a Bretislav budou ve stejné skupiné?

[0,231]

11. Z kompletni sady 32 maridSovych karet vytdhneme ndhodné 4 karty.
Urcete pravdépodobnost, ze

a) vSechny karty budou esa,

o

vSechny karty budou kule,

o

o,

)
)
) vSechny karty budou stejné ,barvy*,
) mezi nimi bude praveé jedno eso,

)

e) mezi nimi bude alespon jedno eso.

[a) 0,0000278; b) 0,00195; ¢) 0,00779; d) 0,364; ) 0,431]
12. Hodime dvakrat hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) v prvnim hodu padne Sestka a v druhém Sestka nepadne,
b) padne pravé jedna Sestka,
¢) padne nejvyse jedna Sestka,
e) padnou cisla lisici se o 1,

f
g

)
)
)
d) v druhém hodu padne ¢islo o 1 vétsi nez v prvnim hodu,
)
) v prvnim hodu padne mensi ¢islo nez v druhém,

)

v prvnim hodu padne ¢islo vétsi nez 2 a v druhém mensi nez 47
5. 5. 1 _ 35. 5. 5 . 5.
[2) 55:P) 155 0) 1— 55 = 55:d) 555 ) 153 f) 135 8) 35l

13. Dodavka obsahuje 50 matic a 150 sroubu. Polovina matic a polovina
Sroubu je rezava. Jestlize nahodné vybereme jednu soucastku, jaka je
pravdépodobnost, ze to bude matice nebo ze to bude soucast rezava?

W=

[0,625]
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3 Podminéna pravdépodobnost

Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (€, A, P).

Necht A, B jsou ndhodné jevy, tj. A, B € A. Podminénd pravdépo-
dobnost jevu A za podminky, ze nastal jev B, je dana jako

P(ANB)

PAIB) = 5

, P(B)>0.

Véta o nasobeni pravdépodobnosti:
Necht Ay, Ay, ..., A, € AaP(AiNAyN...NA,_1) >0, potom plati

(ﬂA)_PAl P(Ay | A1) -P(As | AL NAy) - ( >

Véta o uplné pravdépodobnosti:

Je déna posloupnost {B,} (konetnd nebo nekonecnd) disjunktnich
nahodnych jevi, kde P(B,) > 0, P(lJ,, Bn) = 1 (tzv. dplny systém hy-
potéz). Potom pro libovolny jev A € A plati

=> P(A|B,)-P(B,).

Bayesova véta:
Necht plati piedpoklady piedchozi véty a navic méjme A € A, pro ktery
P(A) > 0. Potom

P(A|B.)-P(Bn)
2 P(A1B;)-P(B;)

P(B, | A) =
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Pozndmka. V kontextu Bayesovy véty se P(B,,) nazyva apriorni pravdépodob-
nost a P(B,, | A) aposteriorni pravdépodobnost.

Resené piiklady

Priklad 1. V populaci je 5 % diabetiku, 2 % populace jsou diabetici kufaci.
Ukazalo se, ze ndhodné zvolend osoba je kurdk. Jaka je pravdépodobnost, ze
ma diabetes?

Resend. Symbolem A oznacéme jev, ze ndhodné vybrand osoba je diabetik
a symbolem B jev, ze ndhodné vybrand osoba je kurdk. V populaci je 5 %
diabetiku, proto P(A) = 0,05. Déale vime, ze 2 % populace jsou diabetici
kuféci, neboli P(A N B) = 0,02. K vypoctu pravdépodobnosti, ze ndhodné
zvoleny diabetik je kutrak, pouzijeme podminénou pravdépodobnost. Jinak
feceno hledame pravdépodobnost, ze ndhodné zvolena osoba je kutak, vime-
li, ze je diabetik. Proto

PANB) 0,02
P(A) 005

P(B|A) = 0.4.

©)

Priklad 2. Ve studijni skupiné je 23 posluchacu. Pravdépodobnost slozeni
zkousky z teorie pravdépodobnosti a statistiky je pro 8 posluchacu 0,9; pro 12
posluchacu 0,6 a pro 3 posluchace 0,4. Urcete pravdépodobnost, ze nahodné
zvoleny posluchac tuto zkousku slozi.

Reseni. Oznac¢me symbolem A jev, ze ndhodné zvoleny posluchaé slozi zkou-
sku. Studijni skupinu muzeme rozdélit do tii disjunktnich mnozin, a to na
vyborné, dobré a slabé studenty. Symboly By, By a B3 postupné oznac¢me jevy,
ze nahodné vybrany student je vyborny, dobry a slaby. Pravdépodobnosti
vybrani studentu z jednotlivych skupin jsou rovny

8 12 3

P(B;) = 23 P(Bs) = 23’ P(Bs) = 23"

Néhodné jevy By, By a Bs tvori uplny systém jevu (neslucitelné jevy a pravde-

podobnost sjednoceni téchto jevu je rovna 1). Dale zname pravdépodobnosti
uspésného slozeni zkousky pro jednotlivé skupiny studentu. Jinymi slovy
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zndme podminéné pravdépodobnosti tspésného slozeni zkousky, vime-li, do
které skupiny nahodné zvoleny student patii

P(A|B;) =09, P(A|B2)=0,6 P(A|B3)=0,4.

Hledanou pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny student slozi zkousku bez
ohledu na to, do které skupiny patti, spocteme pomoci véty o uplné pravde-
podobnosti

P(A) = P(A[By)-P(B1) +P(A[By)-P(By) + P(A[Bs)-P(Bs)
8 12 3

— S L2 4.2 = .
0,9 23+0,6 23+0, 53 0,6783

©)

Priklad 3. U jistého druhu elektrického spotiebice se s pravdépodobnosti 0,1
vyskytuje vyrobni vada. U spotiebice s touto vyrobni vadou dochazi v zaruéni
dobé k poruse s pravdépodobnosti 0,5. Vyrobky, které tuto vadu nemayji, se
v zarucni dobé porouchaji s pravdépodobnosti 0,01. S jakou pravdépodob-
nosti

a) u ndhodné vybraného vyrobku nastane v zaruéni dobé porucha?

b) vyrobek, ktery se v zaruéni dobé porouchd, bude mit dotyénou vyrobni
vadu?

Resend. Oznaéme symbolem A jev, ze u ndhodné vybraného vyrobku z pro-
dukce nastane v zaruéni dobé porucha a symbolem B jev, ze ndhodné vy-
brany vyrobek ma vyrobni vadu. Potom ze zadani ptikladu zname tyto
pravdépodobnosti

P(B) = 0,1; P(B%) =0,9; P(A|B) = 0,5 P(A|B°) = 0,0l.

a) Pravdépodobnost P(A), ze u ndhodné vybraného vyrobku nastane v za-
rucni dobé porucha, spocteme pomoci véty o iplné pravdépodobnosti,
nebot muzeme vybrat bud vyrobek s vyrobni vadou nebo vyrobek bez
vady. Proto

P(A) = P(A|B)-P(B)+P(A|B)-P(BY)
= 0,5-0,1+0,01-0,9 = 0,059.
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b) Pro vypocet pravdépodobnosti, ze vyrobek, ktery se v zaruéni dobé
porouchd, bude mit doty¢nou vyrobni vadu, vyuzijeme Bayesovu vétu.
Hledana pravdépodobnost je rovna

P(A|B)-P(B) 05-0,1

P(A) 0,059

PB|A) = = (,8475.

©)

Priklad 4. Mezi Sesti puskami jsou pouze dvé zasttilené. Pravdépodobnost
zasahu je u zastiilené 0,9, u nezasttilené 0,4. Nahodné vybranou puskou se
podafilo cil zasdhnout. Jaké je pravdépodobnost, Ze §lo o zastiflenou (ne-
zasttilenou) pusku?

Reseni. Oznaéme symbolem A ndhodny jev, ktery znaci zasazen{ terce. Sym-
bolem B oznacme jev, ze nahodné vybrand puska je zastiilena. Mezi Sesti
puskami jsou pravé dvé pusky zastiilené, proto P(B) = % Déle zname
podminéné pravdépodobnosti zdsahu do terée v zavislosti na typu pusky.
Pravdépodobnost zasahu u zastiilené pusky je 0,9, tj. P(A | B) = 0,9; u ne-
zastiilené pusky je pravdépodobnost zasahu jen 0,4, tj. P(A | B) = 0,4. Pro
vypocet hledané pravdépodobnosti, ze se stiilelo ze zasttilené pusky, vime-
li, ze byl zasazen cil, pouzijeme Bayesuv vzorec dohromady s vétou o uplné
pravdépodobnosti a dostaneme

P(A|B)-P(B) P(A|B)-P(B)
PBIA) = P(A) " P(A|B)-P(B)+P(A|Be) - P(BY)
_ 01’9'% 5 = 0,6923.
09-14+04-2

Pravdépodobnost, ze se sttilelo z nezastiilené pusky, byl-li zasazen cil, je
rovna

P(B°|A)=1—P(B|A)=1-0,6923 = 0,3077.

[TIIIT

1. 7 péti vyrobku, mezi nimiz jsou tfi zmetky, vybirdme tiikrat bez vra-
ceni po jednom vyrobku. Vypoctéte pravdépodobnost, ze prvni vybrany
vyrobek je kvalitni a dalsi dva jsou zmetky.

[0,2]
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. Dvakrat hodime kostkou. Jaké je pravdépodobnost, Ze soucet presdhne
10, vime-li, ze padla (alespon jedna) Sestka?

(1]

. 'V prvni zasuvce jsou dvé zlaté mince, ve druhé jedna zlatd a jedna
sttibrna, ve treti dvé sttibrné. Zvolime nahodné zasuvku a vytahneme
minci. Jaka je pravdépodobnost, ze v zasuvce zbude zlata mince, jestlize
jsme vytahli stiibrnou?

(3]
. Pravdépodobnosti zavodniku A, B, C na vitézstvi jsou 0,4; 0,3 a 0,2.

Jestlize zavodnik A odstoupil ze zavodu, jaka je pravdépodobnost na
vitézstvi zavodniku B a C?

.V prvni urné je Sest bilych a dvé ¢erné koule, ve druhé jsou ctyti bilé
a dvé cerné koule. Ndhodné zvolime urnu a vytdhneme jednu kouli.
Jaka je pravdépodobnost, ze bude bila?

[0,708]
. Elektronka s pravdépodobnostmi 0,4, 0,3 a 0,3 nélezi k jedné ze tii
moznych partii. Pravdépodobnosti, Ze elektronka odpracuje stanoveny
pocet hodin, jsou u jednotlivych partii 0,8, 0,9 a 0,8. Jaka je pravdépo-

dobnost, ze ndhodné vybrand elektronka odpracuje stanoveny pocet
hodin?

[0,83]
. K vystupni kontrole prichézeji vyrobky, z nichz je 13 % zmetku. Vy-

stupn{ kontrola propusti 1 % ze vSech zmetku a vyradi 2 % dobrych
vyrobku. Kolik procent vyrobku kontrola vyradi?

14,61 %)

.V osudi je b bilych a ¢ ¢ernych kouli. Téhneme dvakrat bez vraceni.
Jaka je pravdépodobnost, ze

a) v prvnim tahu bude tazena bild koule?

b) ve druhém tahu bude tazena bild koule?
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10.

11.

12.

13.

14.

[2) 55 b) 5te]

Jeden ze tii strelcu s pravdépodobnostmi zasahu 0,3, 0,5 a 0,8 vystrelil
a zasahl. Jaka je pravdépodobnost, ze sttilel druhy strelec?

[0,3125]

Zavod produkuje 5 % zmetku se zdvadou typu A. Mezi nimi je 6 %
vyrobku, které maji i zavadu typu B. Mezi vyrobky bez vady typu A
jsou 2 % vyrobku se zavadou typu B. Jaky je podil zdvad typu B mezi
vsemi vyrobky?

[0,022]

Mezi 20 strelci jsou 4 vyborni, 10 dobrych a 6 prumérnych s pravdépo-
dobnostmi zasahu 0,9, 0,7 a 0,5. Jaka je pravdépodobnost, ze dva
nahodné vybrani stielci oba zasahnou cil?

[0,46]

Detekeni pristroj vadu materidlu odhali s pravdépodobnosti 0,95, bez-
vadny material oznaci jako vadny s pravdépodobnosti 0,01. Pravdépo-
dobnost vyskytu vady je 0,005. Ptistroj ukazuje vadu. S jakou pravde-
podobnosti je testovany material skutec¢né vadny?

[0,323]

Vime-li, ze pravdépodobnost odhaleni AIDS pfi testu je 0,999, Ze prav-
dépodobnost spravného otestovani zdravého jedince je 0,99, a ze AIDS
se vyskytuje u 6 lidi z 10 000, jaka je pravdépodobnost, ze clovék,
u kterého byl test pozitivni, AIDS skute¢né ma?

0,3762]

Manzel nepftisel vcas ze zaméstnani. Manzelka ze zkuSenosti vi, ze
s pravdépodobnosti 0,3 (resp. 0,6, 0,1) pracuje prescas (resp. odpociva
v hospodé, zdrzel se z jiné pticiny). Pravdépodobnosti, Ze manzel bude
ve 20 hodin doma, jsou podle toho, kde se zdrzel, 0,9, 0,2 a 0,9. Manzel
nakonec ve 20 hodin doma byl. Jaka je pravdépodobnost, ze pracoval
prescas (resp. byl v hospodé, byl jinde)?

[0,5625; 0,25; 0,1875]
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Je vyslana zprava slozend z nul a jedni¢ek. Vlivem ruseni muze dojit
k chybé. Pravdépodobnost ptijeti 0 (resp. 1), byla-li skute¢né vysldna,
je 0,97 (resp. 0,8). Ve vyslané zprave je 45 % nul. Jaka je pravdépodob-
nost, ze prijata 1 byla skuteéné vyslana? Jaka je pravdépodobnost
Spatné prijaté hodnoty?

0,97; 0,1235]

Nevytahne-li se letadlu podvozek, kontrolka se rozblika s pravdépodob-
nosti 0,999; s pravdépodobnosti 0,005 vsak signalizuje zavadu, i kdyz
vSe probéhlo v poradku. K selhani podvozku dochézi s pravdépodobnos-
t1 0,003. Jaka je pravdépodobnost, ze blikajici kontrolka predstavuje
plany poplach?

[0,6245]

V osudi je devét cervenych a sedm bilych kouli. Postupné vytahneme
ti koule. Jaka je pravdépodobnost, ze prvni dvé budou cervené a tieti
bude bila?

[0,15]

Mame ctyti krabice. V prvni jsou tii bilé a dvé ¢erné koule, ve druhé
jsou dvé bilé a dvé cerné koule, ve tfeti je jedna bila a ctyfi cerné
koule, ve ¢tvrté pét bilych a jedna c¢ernd koule. Nahodné vybereme
jednu krabici a vytahneme jednu kulicku. Jaka je pravdépodobnost, ze
kulicka je bila?

[0,53]

Hardware muze byt od tii vyrobcu s pravdépodobnostmi p; = 0,3;
p2 = 0,5 a p3 = 0,2. Pravdépodobnost toho, Ze nevydrzi bez poruchy
normou predepsany pocet hodin, je u hardware jednotlivych vyrobcu
postupné rovna 0,2; 0,4 a 0,3. Urcete pravdépodobnost, ze hardware
nevydrzi normou predepsany pocet hodin.

[0,32]
Ve spolecnosti je 45 % muzu a 55 % zen. Vysokych nad 190 ecm je 5 %

muzu a 1 % zen. Ndhodné vybrand osoba je vyssi nez 190 cm. Jaka je
pravdépodobnost, ze je to zena?

[0,196]
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21.

22.

23.

V prvni prepravce je 20 a v druhé 25 lahvi bilého vina. Na lahvich nejsou
etikety. V kazdé z ptepravek je 12 lahvi traminu. Nejdiive nahodné
vybereme jednu z piepravek a z ni pak vybereme jednu ldhev. Urcete
pravdépodobnost, ze ve vybrané lahvi bude tramin.

[0,54]

Je zndmo, ze 90 % vyrobku odpovida standardu. Byla vypracovana
zjednodusena kontrolni zkouska, kterd u standardniho vyrobku da klad-
ny vysledek s pravdépodobnosti 0,95, zatimco u vyrobku nestandardni-
ho s pravdépodobnosti 0,2. Jaka je pravdépodobnost, ze vyrobek, u né-
hoz zkouska dopadla kladné, je standardni?

[0,98]

Potiebu smrkovych sazenic kryje lesni podnik produkci dvou skolek.
Prvni skolka kryje 75 % vysadby, piicemz ze 100 sazenic je 80 prvni
jakosti. Druha skolka kryje vysadbu z 25 %, pricemz na 100 sazenic
pripada 60 prvni jakosti. Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrana
sazenice prvni jakosti je z produkce prvni skolky?

[0,80]
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4 Geometricka pravdépodobnost

Necht Q C R, n = 1,2, 3, je takovd mnozina, Ze jeji (Lebesqueovu) miru
p () umime uréit, tj. v R! délku, v R? obsah, v R3 objem. Necht A je o-
algebra podmnozin mnoziny (2 se stejnou vlastnosti. Je-li 0 < u (2) < oo,
geometrickou pravdépodobnost (funkci P na A) definujeme jako

p(A

P(A) = Q) Aec A

Resené piiklady

Priklad 1. Tyc¢ délky deset metru je ndhodné rozlomena na dvé césti. Jaka
je pravdépodobnost, ze kratsi cast bude delsi nez ¢tyti metry?

Resend. Nahodné rozdéleni tyce na dvé ¢sti je dano zlomem ve vzdalenosti
(v metrech) od po¢atku. Vsechny mozné vysledky rozlomeni tyce tvori body
intervalu Q = {z € R: 0 <z < 10}. Délka prvni ulomené ¢asti je x, druha
cast je délky 10 — x. Kratsi ¢ast ma délku vice nez ¢tyti metry, jestlize plati
min{z, 10 — z} > 4. Oznac¢ime-li symbolem A ndhodny jev, ze kratsi cast
tyce je delsi nez ¢tyfi metry, potom vysledky priznivé jevu A tvoii interval
A={reQ:4<x <6} Miramnozin 2 a A odpovida délce piislusnych
intervalu. Hledana pravdépodobnost je tedy rovna
p(A) 2

PIA) = ) = 15 = 2

@)

Priklad 2. Kazdy ze dvou parniki muze doplout do pfristavisté vzdy jednou
za den, a to se stejnou Sanci v kterykoliv okamzik a nezavisle na druhém
parniku. Prvni parnik se v ptistavisti zdrzi jednu hodinu, druhy dvé hodiny.
Jaka je pravdépodobnost, ze jeden parnik bude muset ¢ekat, az druhy opusti
pristaviste?

Resend. Oba parniky mohou pfijet do pifstavisté kdykoliv v dobé 0:00 az
24:00 hodin. Jednotlivé parniky si oznac¢me symboly P; a P,. Oznacme z,
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resp. y, casovy okamzik (v hodinach) piijezdu parniku P, resp. P,, do piista-
visté. Vsechny mozné vysledky piijezdu obou parniki tvoti body ¢tverce

Q={(z,y) €ER*: 0< <24, 0<y <24}

Parnik P; se v ptistavisti zdrzi jednu hodinu, parnik P, dvé hodiny. Piiznivé
situace pro to, aby jedna z lodi ¢ekala na pristani (jev A) jsou nésledujici:
jestlize prvni do pristavu prijede parnik P;, tj. © < y, parnik P, musi ¢ekat,
jestlize prijede v case y — x < 1. Prijede-li do pristavu nejprve parnik P, tj.
y < x, cekd parnik P v situaci, kdy x — y < 2. Vysledky ptiznivé jevu A
tedy tvori mnozinu

A={(z,y) eQ:z—-2<y<z+1}

Mira mnozin €2 a A odpovida plosnému obsahu ptislusnych mnozin. Hledanéa
pravdépodobnost je proto rovna

2 2
WA 2
P(A) = Q) o3 = 0,1207.

[TTIIT

1. Pacient se 1é¢i doma a od 7 do 20 hodin je mozné jej kontrolovat.
Vychazky ma od 13 do 15 hodin. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi 7
a 20 hodinou bude doma k zastizeni?

[0,8462]

2. Natahovaci hodiny, které nebyly ve stanovenou dobu natazeny, se po
urcitém case zastavi. Jaka je pravdépodobnost, ze se velkda rucicka za-
stavi

a) mezi 6. a 9. hodinou?

b) mezi 35. a 45. minutou?
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3. Na zastavku mistni dopravy piijizdi kazdych 7 minut néjaky autobus
a zdrzi se pul minuty. Jaka je pravdépodobnost, ze ptrijdeme a zastih-
neme autobus na zastavce?

0,0714]
4. Autobus pftijizdi na zastavku kazdé ¢tyri minuty, tramvaj kazdych Sest
minut. Cestujici prichazi na zastavku zcela ndhodné. Urcete pravdépo-
dobnost, ze se cestujici docka:
a) autobusu pred tramvaji,

b) autobusu nebo tramvaje v prubéhu dvou minut.

5. Dvalidé si dali schtizku mezi 17. a 18. hodinou. Jaka je pravdépodobnost
jejich setkani, prichazeji-li nezavisle a nahodné béhem domluvené doby
a ¢ekaji-li na druhého 15 minut?

[0,4375]

6. Dvoumetrova ty¢ je nahodné rozdélena na tii dily. Urcete pravdépo-
dobnost, ze alespon jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

[0,51]

7. Necht je zcela ndhodné rozlomena ty¢ na tii ¢dsti. Stanovte pravdépo-

dobnost, ze délka druhé (prostiedni) casti bude vétsi nez dvé tretiny
délky tyce ptred jejim rozlomenim.

[5]
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5 Nezavislé nahodné jevy

Méjme dén pravdépodobnostni prostor (€2, A, P).

Nezdvislost ndhodniych jevi: Nahodné jevy A, Ao, ... A, € A jsou
nezavislé, jestlize plati

P(A;NA;) = P(A)-P(A)) Vi<y,
P(ANANA) = P(A)-P(A)-P(A) Vi<j<k
PALN. NA) = P(A)-P(Ay)-P(A,).

Jevy Ay, Ag, As, ... jsou nezavislé, jestlize jsou pro Vn € N nezavislé
nahodné jevy Ay, Ao, ..., A,.

Za predpokladu nezavislosti jeva Ay, Ao, ..., A, plati:

p@;\i) S0P A)

i=1

Opakované nezavislé jevy (Bernoulliho schéma): Méjme n nezdvislych
nahodnych pokust, kde v kazdém pokusu muze nastat jev A (,ispéch*)
se stejnou pravdépodobnosti p € (0,1). Potom pravdépodobnost jevu By,
ze jev A nastane pravé k-krat z n pokusu, je rovna

n n—
P(Bk)z(k>pk(1—p) Fok=0,1,...,n.

Resené piiklady

Priklad 1. Dvakrat hodime minci. Oznac¢me jevy Ap, ze v 1. hodu padne lic,
A,, ze ve 2. hodu padne lic a A3, ze v obou hodech padne totéz. Jsou jevy
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A1, Ay a Az nezéavislé? Jsou tyto jevy nezavislé po dvou?

Resend. Pravdépodobnost padnuti lice na minci pii jednom hodu je 0,5, proto
P(A1) = P(A2) = 0,5. Pti dvou hodech minci méame celkem 4 mozné vysledky,
co na minci padne. Z nich dva vysledky jsou ptiznivé As, Ze na obou mincich
padne tot¢z (padne dvakrét lic nebo dvakrat rub), tj. P(Az) = 2 = 0,5. Jevy
Ar N Ay, AN A3 i Ay N A3 znaci, ze v obou hodech padl lic, tj.

P(A1NAy) =P(A1NA3) =P(A;NA;3) = 411

Jelikoz plati
P(A1 N A2) = P(Al) . P(AQ), P(Al N Ag) = P(Al) . P(/Ag)7
P(A; NA3) = P(Ay) - P(A3),
jsou jevy A1, As a Az po dvou nezavislé. Jev A; N A; N A3 znamend, Ze v obou
hodech padl lic. Jevy Ay, Ay a A3 nejsou nezavislé (skupinoveé), protoze plati

P(AlﬂAQOAS):%1#P(Al).P(AQ).P(Ag):1.3.1:1.

Priklad 2. Stielec sttili ttikrat nezavisle na sobé do terce. Pravdépodobnosti
zasahu pii prvnim, druhém a tietim vystfelu jsou postupné 0,4; 0,5 a 0,7.
Jaka je pravdépodobnost, ze stielec zasdhne cil

a) prave jedenkrat,
b) alespon jedenkrat.

Resend. Oznaéme symbolem A; jev, ze stelec pii i-tém vystielu zasdhne
ter¢, ¢+ = 1,2,3. Pravdépodobnosti zasahu terce v jednotlivych vystielech
jsou P(A;) = 0,4; P(A2) = 0,5 a P(A3) = 0,7. Tyto jevy jsou nezavislé.

a) Symbolem A oznac¢me jev, Ze pii tfech vystfelech stielec zaséhne terc
pravé jedenkrat. To znamend, Ze stielec teré zasahne bud pouze pii
prvnim vystielu, nebo pouze pii druhém vystielu, nebo jen pii tretim
vystielu. Hledanou pravdépodobnost proto spocteme nésledovné

P(A) = P(ALNASNAS) +P(AT N A NAS) + P(AT NAS N A3)
— P(A1) - P(AS) - P(AS) + P(AS) - P(Ay) - P(AS)
+P(AT) - P(AS) - P(AY)
= 04-0,5-0,3+0,6-0,5-0,3+0,6-0,5-0,7=0,36.
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b) Symbolem B ozna¢me jev, ze stielec pii tfech vystielech trefi terc ale-
spon jedenkrat. Jev B¢ znaci, ze stielec pti tfech vystielech ter¢ netrefil
ani jednou. Odtud

P(B) = 1—P(B%) =1—P(A{NA;NA)
= 1-0,6-0,5-0,3=091.

O
Priklad 3. Dvacetkrat nezavisle na sobé hazime tfemi mincemi. Jaka je prav-
dépodobnost, ze alespon v jednom hodu padnou tii lice?

Resend. Jednd se o opakované nezavislé pokusy (hod tfemi mincemi). Uspé-
chem v jednom pokusu rozumime, ze pii hodu tfemi mincemi padnou na
vSech tfech mincich lice. Pravdépodobnost padnuti lice na jedné minci je

5, pravdépodobnost padnuti lice na tfech mincich je P(A) = (3)° = %.

Ozna¢me symbolem B nahodny jev, ze pti dvaceti nezavislych hodech tifemi
mincemi padnou alespon jednou tii lice. Jev B¢ potom znamend, Ze pii dva-
ceti nezavislych hodech tfemi mincemi nepadnou ani jednou tii lice. Odtud
dostaneme

P(B)=1-P(B)=1—(1—P(A)" =1- (1 - é)m = 0,031,

[TITIT

1. Uvazujme dva ndhodné jevy A a B, pro které plati
P(A)=0,3; P(B)=0,5, P(AnB)=0,2.
Jsou jevy A a B nezavislé? Jsou jevy A a B neslucitelné?
[nejsou nezévislé; nejsou neslucitelné]

2. Necht mnozina vsech vysledku pokusu je Q = {1,2,...,12}. Jsou
jevy Ay = {4,5,6,7,8,12}, A, = {1,5,6,9,10,11} a A3 = {1,2,3,5}
nezavislé? Jsou tyto jevy nezavislé po dvou?

[nejsou nezavislé; nejsou po dvou nezdvislé]
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3. 7 balicku 32 mariasovych karet ndhodné vytahneme jednu kartu. Jev
A spociva ve vytazeni zaludové karty, jev B ve vytazeni esa. Urcete
pravdépodobnosti jevu A, B a rozhodnéte, zda jsou jevy nezavislé.

[P(A) = 1; P(B) = §; jsou nezdvislé]

4. V 1uctech je chyba. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon jeden z nezavis-
lych kontrolortu nachéazejicich chybu s pravdépodobnosti 0,9 a 0,95 ji
najde?

[0,995]
5. V rodiné je 10 déti. Za predpokladu, ze chlapci a divky se rodi s pravde-
podobnosti 0,5 a pohlavi se formuje nezavisle na sobé, urcete pravdépo-
dobnost, ze v této rodiné je
a) prave 5 chlapcu,

b) nejméné 3 a nejvyse 8 chlapcu.
[a) 0,246; b) 0,93457]

6. Je pravdépodobnéjsi vyhrat se stejné silnym souperem tii partie ze
¢ty nebo pét partii z osmi, kdyz nerozhodny vysledek je vyloucen
a vysledky jsou nezavislé?

[pravdépodobnéjsi je vyhrat 3 partie ze 4 (pravdépodobnost vyhry 3 partii ze 4 je
0,25; pravdépodobnost vyhry 5 partif z 8 je 0,219)]
7. Pétkrat nezavisle na sobé hazime tfemi kostkami. Jaka je pravdépodob-
nost, ze pravé dvakrat padnou tii jednicky?
0,0002]
8. Jev A nastoupi alespon v jednom z péti nezavislych pokusu s pravdépo-

dobnosti 0,9. Jaka je pravdépodobnost nastoupeni jevu A v jednom
pokusu, je-li pro vSechny pokusy stejna?

[0,369]

9. Jaka je pravdépodobnost, ze rodina se ¢tyimi détmi ma alespon tfi
chlapce, je-li pravdépodobnost narozeni chlapce i divky stejnd?

[0,3125]
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Test obsahuje deset otazek. Kazda otdzka ma ¢tyfi mozné odpoveédi,
pficemz pravé jedna odpovéd je spravna. Jaks je pravdépodobnost, ze
student odpovi spravné alespon na pét otazek, jestlize odpovédi voli
zcela nahodné?

0,0781]
U nemocného ¢clovéka odhali test onemocnéni s pravdépodobnosti 0,99.

Podrobi-li se testu 30 nemocnych, jaka je pravdépodobnost, ze nam
zaddné onemocnéni neunikne?

[0,740]
Firma dodava vyrobky v sadach po deseti kusech. Je-li v sadé vice nez

jeden vadny vyrobek, sada se neuctuje. Jestlize asi 2 % vyrobku jsou
vadn4, kolik asi procent sad nebude moci firma uctovat?

1,618 %]
Pravdépodobnost zasahu terce pti jednom vystrelu je 0,3. Kolikrat je

tteba stielbu opakovat, aby pravdépodobnost alespon jednoho zasahu
byla alespon 0,97

[7 vystielu]

Fotbalista proméni penaltu s pravdépodobnosti 0,9. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze z péti penalt proméni aspon ¢tyti?

(0,9185]

Dvanacti pacientum je podavan 1ék, ktery tispésné 1é¢i jejich onemoc-

néni v 95 % pripadu. Jakd je pravdépodobnost, ze alespon deset z nich
bude vyléceno?

0,9804]
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6 Nahodna veli¢ina

Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (£2,.4,P). Potom zobrazenf
X: Q — R se nazyvd ndhodnd veli¢ina (vzhledem k jevovému poli
A), jestlize plati

{fweQ: X(w)<z}eA VreR

Oznacme B borelovskou o-algebru, tedy nejmensi o-algebru nad systémem
podmnozin R obsahujicim v8echny intervaly typu (a,b), —0o < a < b < oc.
V praxi pak B obsahuje vSechny ,,rozumné“ podmnoziny R, oznac¢ované jako
tzv. borelovské mnoziny. Z definice nahodné veli¢iny vyplyva, ze je mozné
urcit nasledujici pravdépodobnosti:

e pravdépodobnost, ze se ndhodna velicina X realizuje na libovolné bo-
relovské mnoziné z borelovské o-algebry

VBeB PHwe: X(w)eB})=P(X €B),

e specidlné pak pravdépodobnost, Zze se ndhodna velicina X realizuje
hodnotami z intervalu (—oo, x), neboli hodnotu tzv. distribuéni funkce
v bodé x

VeeR PH{weQ: X(w) <z})=PX <ux).

Mnozinova funkce Py, kterd borelovské mnoziné B € B prirazuje pravde-
podobnost P(X € B), se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
veliciny X.

Funkce Fx: R — R definované jako Fy(z) = P(X < z), x € R, se
nazyva distribucéni funkce nahodné veliciny X.

Aby byla néjaka realna funkce redlného argumentu F' distribuc¢ni funkei,
musi platit, ze
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e funkce F' je neklesajici,
e funkce F' je zprava spojita,

e lim F(x)=0,lim F(z)=1.
T—00

T—r—00

Pro diskrétni nahodnou veli¢inu, majici koneéné ¢i spocetné mnoho
realizaci, lze distribuc¢ni funkci vyjadrit jako

Z P(X =z, = Z Pn, VreR.

n:xn, <x n:xy <x

Funkce p(x,) = p, se nazyvi pravdépodobnostni funkce.

Posloupnosti {x,}, {p,} uréuji rozdéleni pravdépodobnosti této veliciny.

Pro spojitou ndahodnou veli¢inu, majici nespocetné mnoho realizaci
(typicky z néjakého intervalu), lze distribuéni funkei vyjadrit jako

/ fX dt, VzreR.

Nezaporna borelovsky méritelnd funkce fx se nazyva hustota.

V pripadé spojité ndhodné veliciny lze taktéz hustotu vyuzit k urceni
rozdéleni pravdépodobnosti.
Pro diskrétni, resp. spojité, veliciny plati nésledujici:

i Zn Pn = 17
o [T fH)dt=1,
e hustota je derivaci distribucni funkce.

Vypocet pravdépodobnosti P(X € B), je-li B = (a,b), a,b € R (v ptipadé
spojité veliciny X s libovolnymi mezemi intervalu) lze provést pomoci

e distribuéni funkce: P(X € B) = Fx(b) — Fx(a),
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e pravdépodobnostni funkce: P(X € B) =} . g pn,
e hustoty: P(X € B) = fab f(x)dx.

V piipadé diskrétni ndhodné velic¢iny, kdy B = (a,b), postupujeme pii vy-
poctu pravdépodobnosti pomoci distribuéni funkce nasledovneé

P(X €B) = lim Fx(b) — Fx(a).

T—b—
Resené piiklady
Priklad 1. Muze byt funkce

c(l—v9)* prox=0,1,2,... ad e (0,1

R .
0 jinak

pri vhodné konstanté ¢ pravdépodobnostni funkci?

Resend. Aby funkce p(z) byla pravdépodobnostni funkei néjaké diskrétni
nahodné veliciny, musi byt soucet vSsech hodnot pravdépodobnostni funkce
roven jedné, proto

Zp(x) = Zc(l —9)* =1.

Uvedeny soucet predstavuje soucet geometrické rady, jejiz prvni clen je ro-
ven a; = ¢(1 — )% = ¢ a kvocient ¢ = 1 — 9. Za predpokladu 9 € (0,1)
splnuje kvocient nerovnost 0 < ¢ < 1, a proto uvazovana geometricka rada
konverguje. Soucet geometrické rady je dan vztahem

ax c c

1—q 1-(1-9) ¥

S =

Jelikoz tento soucet musi byt roven jedné, konstantu c¢ ziskdme fesenim rov-
nice ¢ = 1, neboli ¢ = 4.
O

Priklad 2. Sttelec sttili do terce az do prvniho zasahu. M& v zasobé ctyfti
naboje. Pravdépodobnost zasahu je pti kazdém vystielu 0,6. Nahodna veli-
¢ina X udava pocet nespotiebovanych naboju. Stanovte pravdépodobnostni

43



funkci ndhodné veliciny X, jeji distribuc¢ni funkci a urcete pravdépodobnost,
ze strelci zbudou alespon dva naboje.
Resend. Pravdépodobnost zdsahu terce je pii kazdém vystfelu rovna 0,6.
Oznac¢ime-li symboly A; jevy, ze pri i-tém vystielu stielec zasahl terc, po-
tom P(A;) = 0,6 pro i = 1,2,3, 4. Stelec prestane stiilet ve chvili, kdy trefi
ter¢ nebo po ¢tvrtém vystielu nezavisle na tom, zda terc trefil nebo netrefil.
Nahodn4 velicina X, udavajici pocet nespotiebovanych nédboju, tak nabyva
hodnot z € {0,1,2,3}.

Nejprve urc¢ime pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny X. Trefi-li
sttelec ter¢ hned pti prvnim vystielu, zbudou mu tii naboje. Proto

p(3) =P(X =3) =P(A;) = 0,6.

Trefi-li strelec ter¢ az pri druhém vystielu, zbudou mu dva naboje. Odtud
p(2) =P(X =2) =P(A]NAy) =P(A]) - P(A2) =0,4-0,6 = 0,24.
Trefi-li stfelec ter¢ az pfi tretim vystfelu, zbude mu pouze jeden naboj.

Pravdépodobnost tohoto vysledku je
p(1) = P(X =1)=PATNA;NA;s) = P(A]) - P(A7) - P(As)
= 04-0,4-0,6=0,096.

Jestlize se stielec pfi tretim pokuse netrefil, nezbude mu zadny nédboj. Tento
vysledek nezavisi na tom, zda ve ¢tvrtém pokuse terc¢ zasahne nebo ne. Proto

p(0) = P(X = 0) = P(AS N ASNAS) = 0,4-0,4-0,4 = 0,064.

Stejny vysledek samoziejmé dostaneme i v pripadé, ze budeme uvazovat
vysledek strelby ve ¢tvrtém pokuse (stielec ter¢ bud trefil nebo netrefil).
V tomto pripadé muzeme psat
p(0) = P(X =0)=PATNASNAS;NAL) + P(AT NASNASNAY)
= 04-04-04-06+0,4-04-0,4-0,4=0,064.

Pro libovolné = ¢ {0,1,2,3} je p(x) =P(X =2) =0 .

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veliciny X je zprava spojita, po
¢astech konstantni funkce se skoky o velikosti p(x) v bodech z € {0, 1,2, 3}.
Hodnoty distribu¢ni funkce ziskame ze vztahu

Fz)=P(X <z)= Y PX z €R.

n:xy <x
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Napriklad, hodnota distribu¢ni funkce v bodé x = 0 je rovna
F(0)=P(X <0)=P(X =0) =0,064.
Hodnota distribuéni funkce v bodé = =1 je
F1)=P(X<1)=P(X=0)+P(X =1)=0,064 + 0,096 = 0,16.
Je-li z € (0,1), potom
F(z)=P(X <z) =P(X =0) =0,064.

Podobné postupujeme dale a ziskdme predpis distribuéni funkce ve tvaru

(

0 pro x <0
0,064 pro0<z<1
F(r)=4¢0,16 prol<z<2
0,40 pro2<xr<3
1 pro x > 3.

\

Na zaveér spocteme pravdépodobnost, ze stielci zbudou alespon dva na-
boje. Maji-li stielci zbyt alespon dva nédboje, znamena to, ze mu zbudou
bud pravé dva nebo pravé tfi ndboje. Pravdépodobnost tohoto jevu je proto
rovna

P(X >2)=P(X =2)+P(X =3)=0,24+0,6 = 0,84.

Tuto pravdépodobnost lze spocitat i pomoci distribuéni funkce nasledovné

P(X>2)=1-P(X <2)=1- lim F(z)=1-0,16 = 0,84.

T—2~
Priklad 3. Najdéte konstantu ¢ tak, aby funkce

cx’(l1—z) pro0<xz<1
flx) = 1-2) )
0 jinak

byla hustotou pravdépodobnosti spojité nahodné veliciny X . Najdéte jeji dis-
tribucni funkci a vypoctéte pravdépodobnost, Ze se velicina X bude realizovat
v intervalu (0,2;0,8).
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Reseni. K urceni konstanty v hustoté uzijeme tvrzeni, ze ffooo f(z)dx = 1.
V nasem piipadé je hustota nenulova pouze na intervalu (0, 1), proto

1 1 3 471
1 1
/ch(l—x)dx:c/ (mQ—xS)dx:c r_r —cl =2 :ﬁ'
0 0 3 4 0 3 4 12

Konstantu ¢ ziskdme z podminky, ze tento integral ma byt roven jedné, tj.

C
Lol = =12,
12 ¢

Pti hledani distribuéni funkce vyuzijeme definici, kterd udava vztah mezi
distribu¢ni funkei a hustotou ve tvaru

F(x):/gc fH)dt, z€eR.

Pro x <0 je f(x) =0, a proto i F'(x) = 0. Pro x € (0,1) dostaneme
F(r) = / f(t)dtz/ 12t2(1—t)dt:12/ (12 — %) dt
o 0 ;

TR gt )
= 12— — | =125 —= ) =234 - 32).
|:3 4}0 (3 4) x( $)

Pro z > 1 je hustota f(z) nulova, proto stac¢i spocitat hodnotu distribuén{
funkce v bodé x = 1, tj.

F)=1*-(4-3-1)=1.

Dohromady jsme ziskali distribuéni funkci ve tvaru

0 proz <0
F(x)=<1234—-3z) pro0<z<1
1 pro x > 1.

Pravdépodobnost, Ze se velicina X bude realizovat v intervalu (0,2;0,8)
muzeme spocitat pomoci distribuéni funkce nebo hustoty. Pomoci distribu¢ni
funkce je vypocet nasledujici

P(0,2 < X <0,8) = F(0,8) — F(0,2)
=08-(4—-3-08)—02%-(4—3-0,2) =0,792.
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Vypocet pomoci hustoty provedeme takto

0,8 23 e 0,8
P(0,2< X <0,8) = / 122%(1 — x)do = 12 {— - —}

0,2 3 4 0,2
= [42® — 32] )0 =4-0,8° — 308" — (4-0,2° —3-0,2Y)
=0,792.

O
ITIIII
1. Necht
0 proxz <0
F(z) =< a+bsin(z) pro0<z<m/2
1 pro x > /2.

Urcete konstanty a, b tak, aby F(x) byla distribu¢ni funkei spojité
ndhodné veliciny X. Nakreslete graf distribu¢ni funkce F'(x).

[a=0,b=1]
2. Spojita ndhodna velicina X ma distribuc¢ni funkci
0 pro r < —a
F(z) = k1 + kparcsin(z/a) pro —a<z<a
1 pro x > a.

Urcete konstanty k; a ko, hustotu f(z) a jeji graf.
[kl = %7 ko = %7 f(x) = %\/a;_mz pro —a <z < a, f($) =0 jinak]

3. Auto musi projet ¢tyfi krizovatky fizené nezavislymi semafory. Na
kazdém ze semaforu sviti zelena nebo ¢ervend s touz pravdépodobnosti
0,5 (oranzovou neuvazujeme). Ndhodna veli¢cina X uddvé pocet pro-
jetych ktizovatek do prvni kiizovatky, kdy auto musi zastavit. Stanovte
pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny X.

[p(0) = 0,5, p(1) = 0,25, p(2) = 0,125, p(3) = 0,0625, p(4) = 0,0625, p(x) =0
jinak]
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. Pétkrat hodime minci. Pomoci distribuéni funkce nékterého rozdéleni
vyjadrete pravdépodobnost, ze alespon dvakrat padl lic.

[X ~ Bi(5;0,5); P(X > 2) = 13/16]
.V klobouku jsou tii ¢erné a ¢tyfti bilé koule. Pomoci distribuéni funkce

nékterého rozdéleni vyjadrete pravdépodobnost, ze pti vytazeni ti{ kou-
i budou alespon dvé ¢erné.

[X ~ Hg(7;3;3); P(X > 2) = 13/35]
. Najdéte distribucni funkci nahodné veliciny X, ktera ma hustotou

pro0 <z <1
prol <x <2
S pro2<x<3

W NI— N8

fz) =

l\')|

=}

jinak

[F(x)z()prox<0;F(z):"’”{proOSx<1;F(z)=i+%(z—1)pro
1§x<2;F(x):1—%pr02§x<3;F(x):1prox23]

. Nahodné velicina X ma& spojité rovnomérné rozdéleni pravdépodob-
nosti na intervalu (0, 2). Urcete jeji hustotu a distribuéni funkci a vy-
pocitejte P(0 < X < 0,5).

[f(z) =05 pro0 <z <2, f(z)=0 jinak; F(z) =0 pro z <0, F(z) = 1z pro
0<z<2 F(x)=1proz>2;P(0<X <0,5) =0,25]

. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X ma tvar

0, pro x < 0;
fl@)=2 cx(l—x), pro0<z<1;
0, proz > 1.

Urcete koeficient ¢, distribu¢ni funkci F'(z) a P(X > 0,2).

[c=6; F(z)=0prox <0, F(z) =322 - 223 pro0 <z < 1, F(z) = 1 pro = > 1;
P(X > 0,2) = 0,896]

. Nahodn4 velicina X m4é hustotu

fz) =

asin(z) pro0<z <
0 jinak.
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Najdéte konstantu a, distribuéni funkei a urcete P(0 < X < 7).
[a=0,5; F(z) =0proz <0, F(x) =[1 —cos(z)]/2 pro 0 <z <7, F(z) =1 pro

x>7r;P(O<X<§)=%—§]
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7 Ciselné charakteristiky ndhodné veli¢iny

Ma-li ndhodna veli¢ina X diskrétni rozdéleni, které je uréeno posloup-
nostmi {z,}, {pn}, pak

e stredni hodnota veliciny X :

E(X) = anpn = anP(X =1x,);

e stedni hodnota borelovsky méritelné funkce o(X) veliciny X :

E[p(X)] = Z @(Tn)pn = Z P(n)P(X = zy);

e speciélné pro p(X) = [X — E(X)]? obdrzime rozptyl veliciny X :

var(X) = E[X — E(X)* =) (2, — E(X))’pn.

n

Ma-li ndhodné veli¢ina X spojité rozdéleni s hustotou fx(x), pak

e stredni hodnota veliciny X :

£00) = [ afvla)d

—00

e stredni hodnota borelovsky méritelné funkce o(X) veliciny X :

Ee(0)] = [ pla)fx(opts
e specidlné pro p(X) = [X — E(X)]? obdrzime rozptyl veliciny X :

(e 9]

var(X) = E[X — E(X))* = / (z — E(X))? fx(z)dz.

—00
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Predpokladem pro existenci stiedni hodnoty a rozptylu je vzdy absolutni
konvergence piislusné nekonecné trady, resp. integralu. Obecné pro stiedni
hodnotu plati E(X +Y) = E(X) + E(Y); pro rozptyl pak plati nasledujic
vztah: E[X — E(X)]? = E(X?) — (E(X))?, ktery je uZitetny pti vypoctech.

Poznamenejme, Ze rozptyl je z definice nezdporné ¢islo.

Ciselné charakteristiky shrnuji podstatnou informaci o rozdéleni ndhodné
veliciny. Kromé téch vyse uvedenych se v praxi setkavame téz s nasledujicimi:

e kvantil: x, € R, pro které plati
P(X <z,) >« asoucasné P(X >x,) >1—a.

Pro spojité veliciny ptejdou nerovnosti za pravdépodobnostmi v rov-
nosti. Kvantil zo5 se nazyva median, xp95 dolni kvartil, xo7s horni
kvartil a zg, kde k = 1,...,9 pak k-ty decil.

e modus: © € R, pro diskrétni ndhodnou velicinu X se jedna o nej-
pravdépodobnéjsi hodnotu, pro spojitou ndhodnou velicinu X o lokalni
maximum jeji hustoty fx;

EX_EQOP az(X) € R;

o Sikmost: az(X) = Wk
var

o Spicatost: ay(X) = % — 3, au(X) € ([as(X)]2 = 2,00).

Stredni hodnota, rozptyl, Sikmost a Spicatost se pouzivaji jen u veli¢in, které
jsou intervalového ¢i pomérového typu.

Resené piiklady

Priklad 1. Pro ndhodnou veli¢inu X s pravdépodobnostni funkei p(1) = 1/3,
p(2) =1/4, p(4) = 1/6 a p(5) = 1/4 spoctéte jeji distribuéni funkci, stredni
hodnotu a rozptyl. Déle urcete modus, median a horni kvartil.

Resent. Nahodn4 veli¢ina X nabyvéd hodnot = € {1,2,4,5} s pravdépodob-
nostmi p(1) = 1/3, p(2) = 1/4, p(4) = 1/6 a p(5) = 1/4. Distribu¢ni funkce
diskrétni nahodné veliciny X je zprava spojitd, po ¢astech konstantni funkce
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se skoky o velikosti p(z) v bodech = € {1,2,4,5}. Predpis distribuéni funkce
je ve tvaru

~

oW >—‘|\, wi= O
N

proz <1
=033 prol<z<?2
=058 pro2<x<4
3-0,75 prod<z<5

pro x > 5.

F(x) =

Ve

Stredni hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny X je rovna

1 1 1 111
E(X)sznp(xn)=1~§+2-Z+4-6+5.Z:Z:2,75.

Pro vypocet rozptylu potfebujeme nejprve spocitat E(X?)

1 1 1 1
2):inp(xn):12~§+22-Z+42~6+52-Z:1:10,25.

Nyni muzeme vypocitat rozptyl ndhodné veli¢iny X

var(X) = E(X?) — [E(X)]* = % — (%) 112 = 2,6875.

Modus diskrétni nahodné velic¢iny je jeji nejpravdépodobnéjsi hodnota.
V naSem piipadeé je proto modus = = 1.
Median x5 je 0,5 kvantil a ur¢ime ho feSenim soustavy nerovnic

P(X <xp5) > 0,5 asoucasné P(X > xy5) > 0,5.

Z prvni nerovnice dostaneme x5 € (2,00), protoze

P(X <2) = lim Fz) =~ <05
T—2~ 3
P(X<2) = F(2):1—72 0,5.

Druhou nerovnici upravime vyuzitim pravdépodobnosti opacného jevu

1-— P(X < [L‘075) >05 & P(X < $075) <0,5.
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Z predchozich tvah vime, ze posledni nerovnost splituje x¢5 € (—00,2). Do-
hromady jsme ziskali medidn roven

Tos € (—00,2) N (2,00) = o5 =2.

Horni kvartil je 0,75 kvantil. Vypocet provedeme analogicky jako v pripadé
vypoctu medidanu feSenim soustavy nerovnic

P(X < xo75) > 0,75 asoucasné P(X > xg75) > 0,25,
nebo, ekvivalentné, po upravé druhé nerovnice, feSenim soustavy
P(X < 1’0,75) > 0,75 a soucasné P(X < 5(70’75) < 0,75.

Z prvni nerovnice dostaneme xg 75 € (4,00), z druhé g 75 € (—00,5). Dohro-
mady
To,75 € (—OO, 5> n <47 OO) = <47 5> :

Vidime, ze horni kvartil, na rozdil od medianu, neni urcen jednozna¢né. o

Priklad 2. Nahodna velicina X ma hustotu

fz) =

cx? pro0<z<1
0 jinak.

Urcete konstantu ¢ a najdéte distribu¢ni funkci, modus, stfedni hodnotu,
smérodatnou odchylku, median a 0,7 kvantil ndhodné veliciny X.

Resend. Nejprve uréime konstantu ¢ tak, aby platilo ffooo f(z)dz =1. V na-

Sem pripadeé
1 371
c/xde—cx— zle = c=3.
0 30 3

Dle definice, distribu¢ni funkce F(x) je ddna vztahem

/ f(t) x €R.
Pro 0 < z < 1 dostaneme

F(x):/ 3t dt = [*], = 2.
0



Pro libovolné = € R je proto distribuéni funkce ve tvaru

0 prox<O
Flx)=<2® pro0<z<1
1 proxz>1.

Podle definice, stfedni hodnota spojité ndhodné veliciny X je rovna

o) 1
E(X):/ :Ef(x)dx:/olx-3x2dx: {37364} :§:0,75.

oo , 4

Pro vypocet smérodatné odchylky nahodné veli¢iny X musime nejprve spo-
citat E(X?)
1

E(XQ):/OOIQf(x)dx:/1x2-3x2dx: {%xj =
—00 0

0

Odtud, rozptyl nahodné veliciny X je
2
wan(x) = £ - E0F =2 - () =

a tedy smérodatna odchylka nahodné veliciny X je rovna

Vvar(X) = \/g =0,19.

Modus ur¢ime jako bod, ve kterém ma hustota f(x) lokdlni maximum.
Funkce f(x) = 322 je na intervalu 0 < z < 1 rostouci, a proto nabyva svého
maxima v bodé x = 1. Modus nahodné veliciny X je tedy = = 1.

Medidn nahodné veliciny X je 0,5 kvantil. Protoze nahodné veli¢ina X
je spojitd, ziskdme median feSenim rovnice F(zo5) = 0,5. Dosazenim do-
staneme x5 = 0,5, a tedy o5 = /0,5 = 0,79. Analogicky vypocitdme 0,7
kvantil jako Feseni rovnice zf; = 0,7. Odtud z7 = /0,7 = 0,89. o

Priklad 3. Délka vyrobku (v mm) mé normalni rozdéleni pravdépodobnosti
se stfedni hodnotou 68,2 mm a smérodatnou odchylkou 0,2 mm. Jakd je
pravdépodobnost, ze délka ndhodné odebraného vyrobku bude v rozmezi
od 68 do 69 mm?
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Reseni. Nahodna velicina X, oznacujici délku vyrobku, ma normalni rozdéle-
ni pravdépodobnosti N(68,2; 0,2?). Normovana ndhodnd veli¢cina ma rozdélent

X —EX X — 68,2
U: ()_ U

= ~ N(0,1).
var(X) 0,2 (0.1)
Hledana pravdépodobnost je tedy rovna
— 68,2 — 68,2
P(68§X§69):P(680—268’§X§690%) =P(-1<U<4)
=P(4) —P(—1) =D(4) — [1 — P(1)] =0,9999683 + 0,8413447 — 1

= 0,8413131,

kde jsme pii vypoctu vyuzili platnosti vztahu ®(—u) = 1 — ®(u), ktery plati
pro distribu¢éni funkci normovaného normalniho rozdéleni. Tato uprava je
nezbytnd, hleddme-li hodnoty distribuéni funkce v tabulkach (®(u) je tabe-
lovana pouze pro u > 0). ¢}

Priklad 4. Ndhodnd velicina X ma distribuéni funkei

0 pro x < 2
F(z)=¢2x—4 pro2<x<25
1 pro x > 2,5.

Urcete hustotu a prvni tii decily. Urcete zaroven, o které znamé rozdéleni
pravdépodobnosti se jedna.

Resend. Hustotu f(x) spojité ndhodné veli¢iny vypoéteme derivovanim dis-
tribuéni funkce. V bodech z = 2 a = = 2,5, kde F’(x) neexistuje, definujeme
f(2) = f(2,5) = 0. Pro x € (2;2,5) je derivace F(z) rovna F'(x) = 2. Proto

2 prox € (2;2,5
flo)= {2 ProrEe @2
0 jinak.

Ndhodna velicina X méa tedy rovnomérné rozdéleni na intervalu (2;2,5), tj.
X ~Ro(2;2,5).
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Decily vypocteme tesenim rovnice F'(x,) = a. Odtud dostaneme nasledu-
jict vysledky:

4,1

21’0,1 —-4=01 = To1 = j = 2,05,
4,2

233'0’2 —4=02 = To,2 = ? =21,
4,3

21’073 —4 = 0,3 = Zo,3 = ? = 2,15.

[TTIIT

1. Lovec ma pét patron a pravdépodobnost zdsahu (v kazdém pokusu)
0,4. Stiili, dokud netrefi (a dokud m4 ¢im). Uréete rozdéleni, stfedni
hodnotu a rozptyl poctu vystieli.

[p(1) = 0,4; p(2) = 0,24; p(3) = 0,144; p(4) = 0,0864; p(5) = 0,1296; p(z) = 0
jinak; E(X) = 2,3056; var(X) = 1,9626]

2. 7 urny se tfemi bilymi a péti cernymi koulemi jsou vytazeny tii koule.
Najdéte rozdéleni a sttedni hodnotu poctu cernych kouli mezi vytazeny-
mi koulemi.

[X ~ Hg(8,5,3), E(X) = 1,875]

3. Néhodna velicina X nabyva hodnot —2, —1, 0, 1, 2 s pravdépodobnost-

mi (po fadeé) %, %, %, %, i. Urcete jeji sttedni hodnotu, rozptyl a Sikmost.

[E(X) =0,var(X) = %, az(X) = 0]
4. V zasilce 15 vyrobku je 5 nekvalitnich. Nahodna velicina X udava
pocet nekvalitnich vyrobku mezi ¢tyimi ndhodné vybranymi vyrobky.
Vypoctéte jeji stiedni hodnotu a rozptyl, jestlize byl vybér proveden

s vracenim.

X ~ Bi(4, ), E(X) = 4, var(X) = §]

5. Hazime kostkou. X necht oznacuje, kolik hodu predchédzelo hozeni prvni
Sestky. Jaka je pravdépodobnost, ze X bude nejvyse 37 Jaka bude
sttedni hodnota a rozptyl této veliciny?

[X ~ Ge(3), P(X <3)=0,52, E(X) =5, var(X) = 30]
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10.

.V partii je 100 soucastek, mezi nimiz je 10 zmetku. Z celé partie se

pro kontrolu jakosti nahodné vyberou dvé soucdstky. Urcete stiedni
hodnotu poétu zmetki obsazenych ve vybéru. (Navod: X ma hyperge-
ometrické rozdéleni.)

[X ~ Hg(100,10,2); E(X) = 0,2]

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je ddno hustotou

fx) =

20 +2 pro —1<z<0
0 jinak.

Najdéte P(—2 < X < —0,5), P(—2 < X < —1) a E(X).

P(-2< X <-05)=025P(-2< X <-1) =0; E(X) = —3]

Nédhodné velicina X m4é distribuéni funkeci

0 prox<O0

F(z) = % pro0 <z <2
1 prox>2
Najdéte jeji hustotu, modus, median, stfedni hodnotu a stanovte prav-
dépodobnost P(0,5 < X < 1,5).

[f(x) =& pro 0 < <2, f(z) =0 jinde; & = 2; xo5 = V2; E(X) = ;
P(0,5 < X < 1,5) = 0,5]

. Najdéte median, horni kvartil a 0,1-kvantil ndhodné veliciny X urcené

hustotou

1—2 prol0<xr<?2
- {1t
0 jinak.

[T05 =2 — V/2; 2975 = 1; 70,10 = 0,103]
Nédhodn4é velicina X m4é hustotu

ax? pro0 <z <2
f(x) = .
0 jinak.

Urcete konstantu a a pravdépodobnost, ze X se od své sttedni hodnoty
nelisi o vice nez 0,5.

[ee][V)
ool

la =
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11.

12.

13.

14.

15.

Néhodna velicina X ma spojité rovnomérné rozdéleni. Jaka je jeji hus-
tota, jestlize E(X) =1 a var(X) = 3.

[f(z) =% pro =2 <z < 4, f(x) =0 jinak]

Zivotnost (v letech) jistého druhu vyrobki se #df exponencidlnim rozde-
lenim s distribuc¢ni funkei

0 proxz <0
1 —exp(—%) proz > 0.

Jakou zaruéni dobu stanovi vyrobce, nemé-li pocet reklamovanych vy-
robku piekrocit 10%7

[0,5268 roku]

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je ddno hustotou

241 pro0<z<2
fx) = { ? .
0 jinak.
Urcete pravdépodobnost P(X < 1), P(X > 1) a E(X).
[P(X < 1) =0,75; P(X > 1) = 0,25; E(X) = 2]

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je ddno hustotou

1 pro0<z<0,5
fl)=91% prol<z<2
0 jinak.
Urcete stiedni hodnotu a pravdépodobnost P(0,25 < X < 1,5).
[E(X)=1; P(0,25 < X < 1,5) = 0,5]

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je ddno hustotou

3(x—1)2 pro0<xz<1
f(ﬂﬂ)—{( ) .
0 jinak.

Urcete stredni hodnotu a hodnotu distribu¢ni funkce v bodé 0,5.

[E(X) = 35 F(0.5) = g]
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16.

17.

18.

19.

20.

Spojita nahodna velicina X je zadana distribucni funkci

0 prox<0
Fz)=<2® pro0<x<1
1 proz>1.

Urcete jeji hustotu, stfedni hodnotu a pravdépodobnost F’(}1 <X < %)
[f(z) =32% pro 0 < z < 1, f(z) =0 jinak; E(X) =0,75; P(§ < X < 3) = 0,406]

Rozdéleni pravdépodobnosti spojité nahodné veliciny X je dano hus-

totou
f(q:) _ x% proxz > 1
0 prox<l.

Najdéte distribuéni funkci této ndhodné veliciny a pomoci ni vypoci-
tejte pravdépodobnost toho, ze X nabude hodnoty z intervalu (1,5).
Nakonec urcete median tohoto rozdéleni.

[F(z)=0prox <1, F(z) =1—1 prox >1; P(X € (1,5)) = %; x5 = 2]

Spojitd ndhodna velicina X ma distribu¢ni funkci

1 pro z > a,
F(z) =< 3+ tarcsin(%) pro —a<z<a
0 pro x < —a.

Urcete medidn tohoto rozdéleni.
[z0,5 = 0]
Doba bezporuchového chodu zafizeni ma exponencidlni rozdéleni se

sttedni hodnotou 700 hodin. Urcete dobu, béhem niz nedojde s pravde-
podobnosti 0,8 k poruse.

[156 hod]

Vypoctéte modus nahodné veliciny X s normalnim rozdélenim danym
hustotou.

F@) = —— exp {—@_—W},xeﬂz{.

oV 2w 202

(Navod: vyuzijte znalosti z vySetfovani prubéhu funkce.)
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21.

22.

Vysledky meéteni jsou zatizeny norméalné rozdélenou ndhodnou chybou
s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou 3 mm. Jaka je
pravdépodobnost, ze pii 3 mérenich bude alespon jedna chyba v inter-
valu (0, 2,4) mm?

[0,63926]

Néhodna velicina X ma exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti se
stfedni hodnotou A, tj. X ~ Ex(\). Vypoctéte P(X > 3)).

[0,04979]
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8 Funkce nahodné veliciny

Nahodnou velicinu Y nazveme funkci ndhodné veliciny X, jestlize
plati Y = ¢(X), kde ¢ je borelovsky méfitelna funkce, jejiz definiéni
obor obsahuje obor hodnot ndhodné veliciny X.

Z toho také vyplyvd, ze oborem hodnot ndhodné veli¢iny Y = ¢(X) je obor
hodnot funkce .

Pravdépodobnostni funkce a hustota funkce nahodné veliciny
Y = p(X):

Necht ¢ je prosta funkce. Inverzni funkei k ¢ ozna¢me 7.

Je-li X diskrétni ndhodné velicina, je také Y diskrétni ndhodna velicina
a pro jeji pravdépodobnostni funkci plati

py(y) =P(Y =y)=P(p(X) =y) =P (X =7(y)) = px (7(y)) -

Je-li X spojita ndhodnd veli¢ina a jestlize existuje derivace funkce 7, je
také Y spojita nahodna veli¢ina a pro jeji hustotu plati

dr(y) ’ ‘

fr(y) = fx (7(y)) iy

(Néstin odvozeni. Pro ¢ rostouct: fy( ) = =[P(Y < y)]' = [P(p(X)
y)] = [P(X < 7(9))) = Fx(r(y) = fx(7(y)) 52, Pro ¢ Klesajict: fy(y)
(y) = [PY <p)) = [Ple(X) <) = [P(X = 7(y))] = 1 - Fx(7(y))
—f () “5>)

( )

<

V praxi se nejcastéji setkdvame s linedrni funkei (nékdy hovorime téz
o linedrni transformaci).
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Pravdépodobnostni funkce a hustota nahodné veliciny vzniklé
linearni transformaci:
Uvazujme takovou ndhodnou veli¢inu Y = a + 0X, kde a,b € R, b # 0.
Potom plati, Ze je-li X diskrétni, pak py = px(¥%3%). Je-li X spojita,
pak fy(y) = 3] A (45%).

Poznamka. Pro b = 0 je nahodna velicina Y konstanta, tj.

pla) =1, p(y) =0 proy #a.

Stfedni hodnota a rozptyl nahodné veliciny vzniklé linearni
transformaci:

Uvazujeme takovou ndhodnou veli¢inu Y = a + bX, kde a,b € R. Potom
plati, ze E(Y) = a + bE(X) a var(Y) = b var(X).

Resené piiklady

Priklad 1. Nahodna velicina X ma& rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti
na intervalu (0,a), to znamend, ze jeji hustota pravdépodobnosti mé tvar

- pro0<z<a
-
0 jinak.

S pouzitim vlastnosti sttedni hodnoty a rozptylu urcete
a) E(2X + 3),
b) E(3X? —2X + 1),
c) var(2X + 3).

Reseni. Pro vypocet hledanych charakteristik si nejprve spocitdme E(X),

E(X?) a var(X) ) -
E(X) _/O x%dx— [%h =3
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E(X?) = /Oa:z,zédm = E_:L]Z = %27
var(X) = E(X2) — [E(X)2 = & - (9)2 _ e
Uzitim vztahu pro stfedni hodnotu linearni transformace
E(a +bX)=a+bE(X), a,beR,
dostaneme

E(2X+3):2-E(X)+3:2-g+3:a+3,

(12

E(3X2—2X+1):3-E(X2)—2-E(X)+1=3-3—2%“
=a®—a+1.
Pro rozptyl linearni transformace plati vztah
var(a + bX) = b*var(X), a,b€R,

a tedy

©)

Priklad 2. Sledovana zelezni¢éni trasa vykazuje velké nerovnosti, takze zatizeni
jednotlivé vozové napravy nahodné kolisa, teoreticky spojitym zpusobem.
Prakticky jsou znamy jen castecné informace, takze uvazujeme o diskrétni
ndhodné veli¢iné X (ndhodné zatizeni v tunéch), kterd nabyva hodnot 6, 30
a 70 s pravdépodobnostmi 0,15; 0,65 a 0,2. Pti kalkulaci nakladu se ekonom
zajima o stfedni opotiebeni ndprav dané vzorcem Y = 1,15X2. Vypoctéte
stfedni hodnotu opotfebeni.

Resend. Stfedni hodnotu opotiebeni vypocteme uzitim vztahit pro vypocet
stfedni hodnoty (funkce) diskrétni ndhodné veliciny a linedrni transformace

E(1,15X%) = 1,15-E(X?) =1,15-(6°- 0,15+ 30%- 0,65 + 70> - 0,2)
= 1,15-1570,4 = 1805, 96.
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Priklad 3. Nahodna veli¢ina X je dana pravdépodobnostni funkei

1
px(z) =P(X =x) = ﬂxQ, r € {1,2,3}.

Urcete pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny Y = 2X — 3.

Resend. Nejprve uréime obor hodnot ndhodné veliciny Y tak, ze do trans-
formace y = 2z — 3 dosadime za x postupné vSechny realizace nahodné
veliciny X. Nédhodn4 veli¢ina Y tedy muze nabyvat hodnot y € {—1,1,3}.
Pravdépodobnostni funkei ndhodné velic¢iny Y ziskdme pfimym vypoctem

2

y+3 1 (y+3)?
= bx <T):ﬁ%’ ye{-1,1,3}.

pri) = P =y =Px —3 =) =P (x =11

©)

Priklad 4. Nahodnéa velicina X ma spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu
(1,2). Najdéte hustotu a distribuén{ funkci ndhodné veli¢iny ¥ = +.
Resend. Nejprve uréime hustotu a distribuéni funkei ndhodné veliciny X.
Hustota nahodné velic¢iny se spojitym rovnomérnym rozdélenim na intervalu
(a,b) je tvaru

pro z € (a,b)

J(@) = {ST jinak.

V nasem piipadé je tedy hustota ndhodné veliciny X dana predpisem

)1 proxe(1,2)
Fxle) = {0 jinak.

Spocteme distribuéni funkei ndhodné veli¢iny X pro z € (1,2)

FX(:c):/lxldt:[t]f:x—l.

Odtud
0 prox <1

Fx(x)=qzxz—-1 prol<z<?2
1 pro x > 2.
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Nyni uréime nenulovou ¢ast hustoty nahodné veliciny Y = % Funkce 1/x
je na intervalu (1, 2) spojita a ryze klesajici. Funkéni hodnoty 1/z v krajnich
bodech intervalu (1,2) jsou 1 a % Hustota nahodné veliciny Y je tedy nenu-
lova na intervalu (%, 1). Krajni meze vysly v opacném pofadi, protoze funkce
% je klesajici. V piipadé rostouci funkce by meze vysly v puvodnim poradi.

Distribué¢ni funkci transformované nahodné veliciny Y vypocteme z defi-
nice distribuéni funkce s vyuzitim vztahu pro pocitani s pravdépodobnostmi
a znalosti distribuéni funkce Fx. Pro y € (%, 1) plati

Fy(y) = P(YSy)ZP(%gy)ZP(X21>:1_P(X<1)

Y Y

en )G

Odtud dostaneme

Hustotu ndhodné veli¢iny Y spocteme jako derivaci distribuéni funkce Fy (y).
Pro y € (3,1) plati

o) = Fy ) = (2- 1)/ - Ly=L

Y Y Y

Dohromady
1

1
_ y_2 proy € (5, 1)
Fr() {0 jinak.

Hustotu fy (y) muzeme vypocitat i bez znalosti distribuéni funkce Fy (y)
pomoci véty o hustoté transformované nahodné veliciny. V nasem ptipadé
¢(z) = L pro x € (1,2). Inverzni funkce k funkci ¢(z) je 7(y) = i pro

/

y € (3,1) a derivace funkce 7(y) je (7(y)) = y% Dosadime a pro y € (3,1)

dostaneme .

y2

1
_2.

Fr(y) = fx(z @) [(r(y))[ =1 ;
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Priklad 5. Nahodna veli¢ina X mé& hustotu pravdépodobnosti

k(x —3)* pro —2<z<1
0 jinak.

Vypocitejte koeficient k& a hustotu ndhodné veli¢iny ¥ = In(X + 3) — 2.

Reseni. K vypoctu koeficientu k vyuzijeme vlastnosti, ze integral z hustoty
pres celou realnou osu je roven jedné, tedy v nasem piipadé

1 23 1 1
1:/ k(x—3)2dx:k{——3x2+9x} =3% = k=_—.
2 3 L 39

Transformaci y = In(x + 3) — 2 se zméni meze pro nenulovou ¢dst hustoty
nahodné veli¢iny Y. Do transformace dosadime krajni body intervalu (—2, 1),
na kterém je nenulovd hustota fx(x), a ziskame interval (—2,In(4) —2),
na kterém je nenulovd hustota fy(y). K nalezeni hustoty fy(y) pouzijeme
vétu o hustoté transformované nahodné veli¢iny. V nasem piipadé je mono-
tonni funkce p(x) ve tvaru p(z) = In(z + 3) — 2, kde z € (—2,1). Inverzni
funkce k p(z) je 7(y) = exp(y +2) — 3, kde y € (—2,In(4) — 2), a derivace
funkce 7(y) je rovna (7(y)) = exp(y+2), kde y € (—2,In(4) — 2). Dosazenim
dostaneme

1 2

fry) = Sx@)IEW)| = 55| (exply+2) =3) =3/ |exp(y +2)]
= %(exp(y +2)— 6)2 exp(y +2), ye(—2,In(4)—2),
jinak je fy(y) = 0. o)
ITIIII

1. Pocet ruznych druhu zbozi, které zdkaznik nakoupi pii jedné navstéve
obchodu, je nahodna velicina X . Dlouhodobym sledovanim bylo zjisté-
no, ze X nabyva hodnot 0,1,2,3,4 s pravdépodobnostmi 0,25; 0,55;
0,11; 0,07 a 0,02. Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl poc¢tu nakou-
penych druhu zbozi. Jakou stfedni hodnotu bude mit ndhodné veli¢ina
Y =2X?+17

[E(X) = 1,06; var(X) = 0,8164; E(Y) = 4,88]
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. Najdéte pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny Y = 4.X, jestlize
X ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A > 0.
[y (¥) = 27 exp(=A) pro y € {0,4,8,12,...}, py () = 0 jinak]

. Urcete pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny Y = 2X +1, jestlize
X ma pravdépodobnostni funkci

1
_ )3 proze {1, 2,3}
Px(@) {O jinak.

[py (y) = % pro y € {3,5,7}, py (y) = 0 jinak]

. Najdéte pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny Y = X3, jestlize
X ma pravdépodobnostni funkci

(3)" =1,2,3,...
— 2 pro x )=y
px(2) {0 jinak.

3 ..
[pY(y) = (%)y/ pro y = 17 8a 27a 647 ST} pY(y) =0 Jlnak]

. Najdéte hustotu ndhodné veliciny Y = X?2, jestlize X mé spojité rov-
nomérné rozdéleni na intervalu (0, 3).

[f(y) = gy Pro 0 <y <9, f(y) = 0 jinak]
. Najdéte hustotu ndhodné veliciny Y = In(X), jestlize X ma spojité
rovnomerné rozdélenf na intervalu (0, 1).

[f(y) = exp(y) pro y <0, f(y) =0 jinak]

. Najdéte hustotu ndhodné veliciny Y = —In(X), jestlize X ma spojité
rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

[f(y) = exp(—y) pro y = 0, f(y) = 0 jinak]
. Najdéte distribuéni funkci a hustotu ndhodné veliciny Y = X2, jestlize
X ma spojité rovnomeérné rozdéleni na intervalu (—2,0).

[f(y) = 1% pro 0 < y < 4, f(y) = 0 jinak; F(y) =0 pro y <0, F(y) = % pro
0<y<4, F(y)=1proy > 4]
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10.

Najdéte hustotu ndhodné veliciny Y = 51n(X), jestlize X ma spojité
rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

[f(y) = £ exp(¥) pro y <0, f(y) =0 jinak]

Néhodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti

I %x pro0 <z <2
€Tr) =
0  jinak.

Vypocitejte hustotu ndhodné veliciny ¥ = exp(—X).

[fy) = —% pro exp(—2) <y < 1, f(y) = 0 jinak]
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9 Nahodné vektory

Ndhodny vektor je usporadana n-tice nahodnych velicin
X =(Xy,...,X,) definovanych na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P).

Sdruzena (simultdnni) distribuéni funkce nahodného vektoru X je zob-
razeni Fx: R" — R dané predpisem

Fiio (@1, ) = P [{w € Q1 Xj(w) < ;)]
j=1

=P(X;<x1,..., X, <z,) Vx=(r1,...,2,) € R".

Pozndmka. V praxi uzivame oznaceni P(X; < xy,..., X, <z,) = P(X <x).

Diskrétni ndhodny vektor nabyva konecné nebo spocetné mnoha hod-
not a jeho rozdéleni pravdépodobnosti (pfirazujici pravdépodobnost re-
alizaci ndhodného vektoru v borelovské mnoziné v R") je uréeno dvojici
{xm}, {pm}, kde x,, = (Tim, .-, Tnm) jsou realizace ndhodného vek-
toru a p,, = P(X = x,,,),>_,,Pm = 1. Funkce p(x,,) = p», se nazyva
pravdépodobnostni funkce. Distribucni funkce diskrétniho nahodného
vektoru je dédna jako

Fx(zq,...,2,) = Z D Vx = (z1,...,1,) € R™

Rozdéleni pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru je urceno
hustotou fx(x1,...,x,), nezdpornou borelovsky méfitelnou funkei. Dis-
tribuc¢ni funkce spojitého nahodného vektoru je dana jako

1 Tn
Fx(xl,...,xn):/ / Fx(ty, b)) dty . d,

Vx = (21,...,2,) € R".
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Pro pravdépodobnostni funkce a hustoty nahodnych vektoru plati:

o f(x1,...,2,) = % v bodech, ve kterych tato parcidlni deri-

vace existuje;

e > ... > plry,...,x,) =1, kde My, i = 1,...,n je obor hodnot
1EMy €My,
veliciny X;;

o [T T fay,.. . ay)day . dey, = 1

Necht a;,b;, —00 < a; < b; < 00, i =1,...,n, pak plati

Plar < X1 <biy.oyan < X, <by) = Y (-1)ZFFx(cr,... ¢0) 20,

kdeej; =0neboe; =1, (j=1,...,n), ¢; = aje; + b;(1 — ;). Specidlné, pro
dvourozmérny nédhodny vektor (X,Y’)" dostaneme vyraz

Pla< X <bc<Y <d)=F(,d)— F(a,d) — F(b,c) + F(a,c).

Néhodny vektor (X, ...,X;, )", jehoz slozky jsou vybrané z ndhodného
vektoru X = (Xi,...,X,), se nazyvd margindlni ndhodny vektor
prislusny vektoru X prok=1,...,.n—1lal < <. - <1 < n.

Margindlni distribu¢ni funkei/hustotu/pravdépodobnostni funkeci ziskdme
z ji odpovidajiciho simultdanniho protéjsku limitou/integraci/scitanim pres
vSechny proménné x; odpovidajici ,zbylym® velicindm X, j # iq,. .., .

Resené priklady

Priklad 1. Nahodny vektor (X,Y")’ mé sdruzenou pravdépodobnostni funkci
zadanou tabulkou

x\v| 1] 2] 3
~1 ]0,15]0,05]0,0
0 |010]0,10]0,15

0,05 | 0,10 | 0,20
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Ovérte, ze se opravdu jednd o pravdépodobnostni funkci, a urcete
a) P(X=0,Y =3),
b) P(X < 0,5, Y <2,5),
c) P(X >0,5,Y >2p5),
)

d) marginélni rozdéleni (ovéite, ze se opravdu jednd o rozdéleni prav-
dépodobnosti),

e) sdruzenou distribuéni funkci.

Resend. Jedn4 se o pravdépodobnostni funkei, protoze viechny funkéni hod-
noty jsou kladné a jejich soucet je roven jedné.
Z tabulky sdruzenych pravdépodobnosti vidime (tfeti radek, ctvrty slou-
pec), ze
P(X=0,Y =3)=0,15.
Pravdépodobnosti b) a ¢) vypocteme jako soucet pravdépodobnosti vysledku
priznivych danému jevu, tj.

P(X<05Y<25)=PX=-1,Y=1)+P(X=-1,Y =2)
+P(X=0,Y=1)+P(X=0,Y =2)
= 0,15+ 0,05+ 0,10 + 0,10 = 0,40.
P(X>05Y>25)=P(X=1,Y =3)=0,20.
Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X, resp. Y, zi-

skame souctem radku, resp. sloupcu, tabulky hodnot sdruzené pravdépodob-
nostni funkce

x | -1 0 1 Y 1 2 3
px(z:) 10,30 0,35 0,35| | py(y;)]0,30 025 0,45

Jedna se o rozdéleni pravdépodobnosti, protoze vSechny funkéni hodnoty
px(x), resp. py(y), jsou kladné a jejich soucet je roven jedné.
Sdruzenou distribuéni funkci F'(x,y) ndhodného vektoru (X,Y) vypo-
¢teme podle definice

Flz,y)= > > P(X =u,Y=y), Y(zy) cR”

w2 <w Jiy; <y
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Distribuéni funkce diskrétniho ndhodného vektoru je schodovita funkce de-
finovand na R2. Defini¢n{ obor distribuéni funkce lze rozdélit na kartézsky
sou¢in disjunktnich zprava uzavienych intervali, na kterych je distribuéni
funkce konstantni. Hrani¢ni body téchto intervalu tvori jednotlivé realizace
ndhodnych velicin X a Y. Vse lze souhrnné zapsat do tabulky

€z \ Yy (—OO, 1) <1>2) <273) <3’ OO)

(—o0, —1) 0 0 0 0
(—1,0) 0 0,15 0,20 0,30
(0,1) 0 0,25 040 0,65
(1, 00) 0 0,30 0,55 1

Podrobné si vysvétlime, jak byly spocteny nékteré nékteré hodnoty z tabulky
(vyznaceny tucné). Napf. v bodé (—1,5, 1,8)" € (—oo, —1) x (1, 2) je hodnota
distribu¢ni funkce rovna nule, protoze

F(-15,18) =P(X < -1,5,Y <18) =P(0) = 0.
Pro (0,5, 3,4)" € (0,1) x (3,00) dostaneme

F(0,5,34) =P(X <05, Y < 34)
—P(X=-1,Y=1D+4PX=-1,Y=2)+P(X=-1Y =3)
FP(X=0,Y =1)4P(X=0,Y=2)+P(X =0,Y =3)
= 0,15 + 0,05 + 0,10 + 0,10 + 0,10 + 0,15 = 0,65.

©)

Priklad 2. Necht ndhodny vektor (X,Y)" md spojité rovhomérné rozdélen{
pravdépodobnosti soustfedéné na trojihelnikové oblasti

G={(r,y) eR*:0<2<1,0<y<1—2a}.

Vypoctéte sdruzenou hustotu a obé marginalni hustoty. Déle urcete pravde-
podobnosti

P(X <05,Y<05), P(X<05,Y >0,5), P(X>05,Y <0,5).
Resend. Nahodny vektor (X,Y)" mé spojité rovnomérné rozdéleni pravde-
podobnosti na trojihelnikové oblasti GG, proto je hustota na této oblasti kon-

stantni, f(z,y) = ¢, a mimo tuto oblast nulova. Pfi vypoctu konstanty c
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vyuzijeme vztah

/Z/(:f(w,y)dxdyzl

Odtud

Déle ur¢ime marginalni hustoty. Uvazujme nejprve ndhodnou veli¢inu X. Pro
x ¢ (0,1) je fx(z) =0. Pro z € (0,1) dostaneme

y=1—x

= [ ray=a) =200

Analogicky vypocteme margindlni hustotu ndhodné veli¢iny Y. Proy ¢ (0, 1)
je fy(y) =0. Proy € (0,1) dostaneme

fr(y) = / odr = 202) Y =201 —y).

Na zavér vypocteme hledané pravdépodobnosti

0,5 0,5 0,5 —05
P(X <05,Y <05) = / / 2dzdy :/ (2] )" dy
0 0 0
0,5 =05
— 1 dy — |:yj| y:() — 0757
0

0’5 ]_7x 0,5 1z
P(X <05,Y >05) = / V 2d3~/} dz = / [211}3;35 de
0 0 0 ’

5

o g1z=05 1 1
= 1 — 2 d = — T = - - =
/o ( x)dx [x x ]x:O 5~ 1 ,

1 1-x 1
P(X >05,Y <05) = / { / 2dy} dz = / [29],", "da
0 0,5

0,5

1
B - 27z=1 o 1 _1

5
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Priklad 3. Necht (X,Y")’ je ndhodny vektor, jehoZ sdruzend distribuéni funkce
F(z,y) je dana tabulkou

r\y |(=00,0) (0,3) (5,00
(—00,0)| 0 0 0
(0,%) 0 sinzsiny sinx
(5,00) 0 siny 1

Urcete sdruzenou hustotu ndhodného vektoru (X,Y)" a margindlni hustoty
nahodnych velicin X a Y.

Resend. Sdruzend hustota f(z,y) ndhodného vektoru (X,Y)’ je pro libovolné
(x,y) € (0,7/2) x (0,7/2) rovna

O*F(z,y)
0y

Margindlni hustota nahodné veli¢iny X je pro x € (0,7/2)

[, y) =

= COS T COS Y.

3
fx(z) = / cosx cosydy = cosx [siny]g/2 = Cos .
0

Obdobné vypoéteme hustotu ndhodné veliciny Y. Pro y € (0, 7/2) plati

2
frly) = / cos x cosy dx = cosy [sin m]g/Q = cosy.
0
Na jinych oblastech jsou vSechny uvedené hustoty nulové. o

Priklad 4. Hustota ndhodného vektoru (X,Y)" je ddna vztahem

_ 1—x+y, pro (I,y)'€<0,1> X <071>a
fay) = { 0, jinak.

Urcete sdruzenou distribuéni funkei F(z,y) a vypoctéte pravdépodobnost
P(0,25 < X <0,5,0,25 <Y <0,5).

Resend. Je-li (z,y)" € (0,1) x (0,1), dostaneme

o= [[[[0-urnaanm [ omw= 2]

x 2 2 2 qu=z
y U Y Ty
-~ cuy+ L) du= -y 1 Lu] =% aty)
/0 <y uy 5 > U [yu y 5 5 u} 5 ( T +y)

u=0
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Pro (z,y)" € (1,00) x (1,00) dostaneme

F(z,y) // (1 —u+v) dudv—i—//Odudv_l

Pro (z,y) € (0,1) x (1,00) plati

1

F@w):[fLA%L—u+Md4du:KfP—m@+%1:;m

“ w1 1" oz
— [ (1- du=|u—L 4> T
/0 ( u+ 2) U = {u 5 + QULO 2(3 x)

Je-li (z,y)" € (1,00) x (0,1), pak

F(az,y):/ol {/Oy(l—u—i—v)dv} du:/ol [_u+—}du

2

z yz u2 y2 u=1 y
_/ (y—uy+ >du— {yu—y——l——u} =Z(1+vy).

; 2 2 2

u=0

V jinych oblastech roviny je distribu¢ni funkce rovna nule. Vysledky zapiseme
prehledné do tabulky hodnot distribu¢ni funkce

v\y (0,00  (0,1) (1,00)
(—00,0) 0 0 0
(0,1) 0 W2 —-r+y) I(3-u)
(1,00) 0 s(1+y) 1

Nyni uré¢ime hledanou pravdépodobnost

0,5 0,5
P(0,25 < X <05, 025 <Y <0,5) = / U (1—xz+4vy) dx} dy
0 0

25 25

0,5 2 z=0,5 0.5
’ x 25y
= x——+xy] dy:/ < —i——)dy
/0:25 [ 2 £=0,25 025 \32 4

{5 y? y=05 1
T
32/ 78] gas 16
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Pravdépodobnost muzeme vypocitat i pomoci sdruzené distribuéni funkce.
V tomto pripadé plati
P(0,25 < X <0,5, 0,25 <Y <0,5)

= F(0,5,0,5) — F(0,25, 0,5) — F(0,5, 0,25) 4+ F(0,25, 0,25)
1 9 7 1 1

161 61716 16

Doséhli jsme stejného vysledku, pocitali jsme tedy spravneé. o

[TTIIT

1. Spojity ndhodny vektor X = (X,Y)’ ma hustotu
1

w2 (1+a?)(1+y?)

Vypoctéte pravdépodobnost P(X € G), kde

f(l',y): (-T,y)IER2.

G={(r,y) eR*: 0<x<1,0<y<1}

[1/16]

2. Nezavisle na sobé hodime dvéma kostkami. Nahodna veli¢ina X udava
pocet ok, kterd padla na prvni kostce a nahodna velicina Y udava
maximum z poctu ok, ktera padla na obou kostkach. Najdéte sdruzenou
pravdépodobnostni funkci p(z, y) a obé marginalni pravdépodobnostni
funkee p (z) a py ().

[p(a,a) = 55 proa=1,2,...,6; p(a,b)zg—l6 pro
a,b=1,2,...,6, a < b; p(z,y) = 0 jinak; px (a) = % proa=1,2,...,6; px(z) =0

jinak; py (a) = Q%gl proa=1,2,...,6; py(y) = 0 jinak]

3. Necht ndhodny vektor (X, Y)’ md spojité rovnomérné rozdéleni pravde-
podobnosti soustiedéné na ctvercové oblasti

G={(z,y) eR*: 0<2z<1,0<y<1}.

Vypoctéte sdruzenou hustotu a obé marginalni hustoty.

[f(l’,y) =1 pro (xay)/ € G7 f(x7y) = Ojlnakv fX(x) =1 pro 0 <z< ]-7 fX(x) =0
jinak; fy(y) =1 pro 0 <y <1, fy(y) =0 jinak]

76



4. Necht X = (X,...,X,)" je ndhodny vektor, p = (pi1, ..., it,) redlny

vektor a 3 = (0y;);;2; je redlnd ¢tvercovd symetrickd pozitivné defi-
nitnf matice. Rekneme, ze ndhodny vektor X mé n-rozmérné normalni
rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p a 3 | tj. X ~ N, (u, %),
pravé kdyz jeho hustota pravdépodobnosti méa tvar

1 1 Iy—1
0 = s (<5 mwr=c- )

Polozme n = 2 a zavedme oznaceni o1, = 07, 09y = 03, 019 = 091 =

00109, t.]
E — 0-% 00102
o010y 05 )

Odvod'te explicitni tvar hustoty v tomto piipadé.
[f(l'lyl'Q) = m exp <_W), kde
2 2
q(z1,22) = 17192 {(mlg—lm> — Zera_ll‘l -"’32g—2ﬂ2 + (TEQU—;L2> }]

. Je ddn ndhodny vektor X = (X, Xy, X3)" se sdruzenou hustotou

2
f(z1, 20, 13) = ﬁl’g(fﬁl + o) pro x1 € (0,1), xs € (0,2), x3 € (0,3),

a nula jinak. Spoc¢téte vsechny dvourozmérné a jednorozmérné mar-
gindlni hustoty (u nich ovéite, ze jde opravdu o hustoty).

[f12(z1,22) = 3 (1 + @2), fos(w2,w3) = 5= (222 + 1)x3,
fi13(z1,m3) = 55 (x1 + Vs, fi(z1) = 2(z1 + 1), fo(w2) = §(222 + 1), f3(x3) = 223
na oblastech odpovidajicich obortim hodnot jednotlivych veli¢in a nula jinak.]

. Néhodny vektor (X,Y)" ma konstantni hustotu na obdélnikové ob-
lasti G = (1,2) x (2,4) a nulovou jinde. Najdéte sdruzenou hustotu,
sdruzenou distribuc¢ni funkci, margindlni hustoty a marginédlni distribu-
¢ni funkce. Dale vypocitejte pravdépodobnosti

(a) P(1< X <2,2<Y <3),
(b) P15 < X <2,3<Y <4).

[f(z,y) =
pro (z,y) € (1,2) x (2,4), f(z,y) = 0 jinak; fx(z) =1 pro z € (1,2), fx(x) =

O NI
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jinak; fy(y) = 0,5 pro y € (2,4), fy(y) = 0 jinak; F(z,y) = 0,5(z — 1)(y — 2)
pro (z,y) € G, F(z,y) = 0,5(y — 2) pro (z,y)" € (1,2) x {(4,00), F(z,y) =x — 1
pro (z,y) € (2,00) x (2,4), F(x,y) =1 pro (z,y)" € (2,00) x (4,00), F(z,y) =0
jinak; Fx(z) =0proz <1, Fx(z) =2 —1proz € (1,2), Fx(z) =1 pro z > 2;
Fy(y)=0proy <2, Fy(y) =0,5(y —2) proy € (2,4), Fy(y) =1 proy > 4; 1/2;
1/4.]

. Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X,Y)" je ddna tabul-
kou

X\Y|4|5]|6
1 5 | L3

27 | 27 | 27

4 [ 3] 4

2 27 | 27 | 27

2 |3 ]2

3 27 | 27 | 27

Urcete sdruzenou distribuéni funkei F'(z, y), marginalni rozdéleni prav-
dépodobnosti nahodné veliciny Y a vypocitejte pravdépodobnost

(a) P(X >2,Y > 5),
(b) P(X <2,V >5).

[F(z,y) = 5/27 pro

,y) € (1,2) x(4,5), F(x,y) = 6/27 pro (z,y)" € (1,2)x(5,6), F(z,y) = 9/27 pro

( y) € (1,2) x (6,00), F(z,y) =9/27 pro (x,y)’ € (2,3) x (4,5), F(x,y) = 13/27

pro (z,y)" € (2,3) x (5,6), F(z,y) = 20/27 pro (z,y)" € (2,3) x (6,00), F(z,y) =

11/27 pro (z,y) € (3,00) x (4,5), F(z,y) = 18/27 pro (z,y) € (3,00) x (5,6),

F(z,y) = 1pro (z,y) € (3,00) x (6,00), F(z,y) = 0 jinak; py (4) = 3%, py (5) = 57,
py (6) = 57, py (y) = 0 jinak; 4/9; 11/27]

/
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10 Nezavislé nahodné velic¢iny

Nezadvislost n-tice nahodngch veli¢in: Nahodné veliciny Xy, ..., X,
jsou (stochasticky) nezdvislé, jestlize pro libovolnd redlnd ¢isla x4, ..., z,
jsou nezavislé ndhodné jevy (X7 < xq),..., (X, < z,).

Kriterium nezavislosti: Ndhodné veliciny X,..., X, jsou nezavislé

pravée tehdy, kdyz

F(Xl,...,Xn)(xb . ,iUn) = FX1 (351) s Fxn (ﬂﬂn),
Vx = (2171, c. ,ﬂfn)/ S Rn,

tzn. sdruzend distribuéni funkce ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,,)’
je rovna sou¢inu marginalnich distribu¢nich funkci nahodnych veli¢in
Xi,...,X, pro libovolnd redlna ¢isla zq, ..., x,.

Analogicka kritéria nezavislosti pak dostaneme i pro diskrétni, resp. spojité
nahodné veliciny Xy, ..., X,:

o diskrétné rozdélené nahodné velic¢iny:
Pt X) (T @) = P(Xa =21, Xy = ) = pi(@1) -+ - pa(@n),

to znamena, ze sdruzend pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru
X = (Xjy,...,X,) jerovna souc¢inu marginalnich pravdépodobnostnich
funkei ndhodnych veli¢in Xy, ..., X, pro libovolnd x = (z1,...,z,) €
M; x -+ x My, kde M; je obor hodnot veliciny X;;

e spojité rozdélené nahodné velic¢iny:

f(X17~--,Xn)(x1’ cee 75571) = fl(xl) v fn($n)>

tj. sdruzend hustota ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,) je rovna
soucinu marginalnich hustot nahodnych velicin X1,...,X,, pro skoro
vsechna! x = (x1,...,1,) € R".

A7 na mnozinu Lebesgueovy miry nula, tedy v R? nemusi byt splnéno napiiklad
pro piimku, koneény pocet bodu atp.
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Resené priklady

Priklad 1. Diskrétni ndhodny vektor (X,Y) mé& danu pravdépodobnostni
funkci tabulkou

X\v|-1]0]1
1 0 |1/8]1/2
2 |1/8]1/4]| 0

Rozhodnéte, zda jsou veliciny X a Y stochasticky nezavislé.

Resend. Nejprve spocteme marginglni pravdépodobnostni funkce ndhodnych
velicin X a Y, kterd ziskame souc¢tem tadku a sloupcu tabulky hodnot
sdruzené pravdépodobnostni funkce

px(z;) | 5/8 3/8 py(y;) | 1/8 3/8 4/8
Ndhodné veliciny X a Y nejsou stochasticky nezdvislé, nebot pxy(1,—1) = 0,
a proto nemuze byt splnéna nutna podminka pro nezavislost. Je nutné

_o 15

8 8 64

pxy(l,—1) =0# px(1) - py(-1)
Priklad 2. Spojity ndhodny vektor (X,Y)" ma hustotu

24r*y(1—xz) pro0<z <1, 0<y<l

flz,y) = y
0 jinak.

Rozhodnéte, zda jsou ndhodné veliciny X a Y stochasticky nezavislé.

Resend. Nejprve vypocteme marginalni hustoty. Hustota nahodné veli¢iny X
jepro 0 < x <1 rovna

1 27v=1
fx(@) = 24/ 21— 2)ydy = 242%(1 — ) [y—] = 122%(1 — =),
0 2 y=0
t.

Felr) = {12x2(1 —x) prox € (0,1)

0 jinak.
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Analogicky, pro 0 <y < 1 plati

! 3 gt
fr(y) 224/ yIz(l—x)dx:24y l——_] = 2y,
0 3 41,
a tedy hustota ndhodné veli¢iny Y je

2y proy € (0,1
fy(@) = . 0.
0 jinak.

Protoze plati f(z,y) = fx(z) - fy(y) pro V(z,y)" € R?, jsou veliciny X a YV
stochasticky nezavislé. o

[TTIIT

1. Diskrétni ndhodny vektor (X,Y) méd danu pravdépodobnostni funkci
tabulkou

X\v| o] 1]2
0 |1/4]1/8] 0
1 [1/4]1/4]1/8

Rozhodnéte, zda jsou veliciny X a Y stochasticky nezavislé.

[nejsou]

2. Hodime tfikrat jednou minci. Necht ndhodn4 veli¢ina X je rovna poctu
licu, které padly a ndhodna veli¢ina Y udava pocet zmén ve vysledcich
téchto tif hodu. Rozhodnéte, zda jsou veliciny X a Y nezavislé.

[nejsou]

3. Necht ndhodny vektor (X, Y)’ mé spojité rovnomeérné rozdéleni pravde-
podobnosti soustfedéné na ¢tvercové oblasti

G={(z,y) eR*: 0<2z<1,0<y<1}.
Rozhodnéte, zda jeho slozky X, Y jsou stochasticky nezavislé.

[jsou]
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4. Necht ndhodny vektor (X,Y")’ ma spojité rovnomérné rozdéleni pravde-
podobnosti soustiedéné na trojihelnikové oblasti

G={(z,y) €eR?*: 0<2<1,0<y<1—2a}
Rozhodnéte, zda jeho slozky X, Y jsou stochasticky nezavislé.
[nejsou]

5. Nahodny vektor (X,Y)" ma konstantni hustotu na obdélnikové oblasti
G = (1,2) x (2,4) a nulovou jinde. Zjistéte, zda jsou slozky X a Y
stochasticky nezavislé.

[jsou]
6. Necht ndhodny vektor (X,Y)’ ma sdruzenou hustotu
1,2, 2 T
Flay) = 51Ty exp(—y— 5) Pro z>0,y>0
0 jinak.
Oveérte, zda jsou veliciny X, Y stochasticky nezavislé.
[jsou]
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11 Podminéné rozdéleni

Necht X a Y jsou diskrétni nshodné veliciny se simultdnni
pravdépodobnostni funkei p(x,y) a margindlnimi pravdépodobnostnimi
funkcemi px(z) a py(y) definovanymi a nenulovymi pro z € My
ay € My. Podminénou pravdépodobnostni funkci veli¢iny X
p7i daném Y =y (kde y € My) definujeme jako

x?
hx(x | y) = p(Y v) r € My, y € My.

Necht X aY jsou spojité ndhodné veliciny se simultanni hustotou f(x,y)
a marginalnimi hustotami fx(z) a fy(y) definovanymi a nenulovymi pro
r € Mx ay € My. Podminénou hustotu veli¢iny X pii daném
Y =y (kde y € My) definujeme jako

f(z,y)

hx(z |y) = r(y)

xr € Mx, y € My.

g

Podminéné ciselné charakteristiky:

Podminénou stredni hodnotu veliciny X vzhledem k Y definujeme
v diskrétnim pripadé jako

E(X[Y =y;) = inhx(% | ;)

a ve spojitém pripadé jako
EX|Y =y) = / xhx(z | y)de.

— 00

Podminény rozptyl je pro oba piipady definovany jako

var(X | Y =y) = E{[X —E(X |Y =¢)] | Y =y} .
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Resené priklady

Priklad 1. Uréete podminéné rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny Y
pii daném X = z, pokud maji veliciny X, Y sdruzenou pravdépodobnostni
funkci danou tabulkou

xX\v| o] 1]4
0 0 |1/8]1/2
1 |1/8/1/4] 0

Déle urcete podminéné sttedni hodnoty a podminéné rozptyly ndhodné veli-
¢iny Y pii daném X = z.

Resend. Nejprve uréime marginélni pravdépodobnostni funkci ndhodné veli-
¢iny X
5 3 ..
px(0) = §§ px(1) = g? px(z) = 0 jinak.

Néhodna veli¢ina X nabyva dvou ruznych hodnot, a proto existuji dvé pod-
minéna rozdéleni nahodné veliciny Y pii daném X = x, a to rozdéleni Y
pii daném X = 0, tj. hy(y | £ = 0), a rozdéleni Y pii daném X = 1, tj.
hy (y | z = 1). Podminéné rozdéleni vypocteme uzitim vztahu

hy(y | 2) = 2EY) e 0.1y, ye {0.1,4).

px(x)’
Odtud dostaneme
hy(y:O\x:O):iS)(’g; :%:0,
vy =112 =0) =Ml = 4 4
=10 =0 =

a analogicky postupujeme dale. Vysledné podminéné pravdépodobnostni fun-
kce hy(y | x =0) a hy(y | x = 1) shrneme piehledné do tabulky

X\Y| O 1 4 1>, hy(yl2)
0 | 0 [1/5]4/5 1
1 1/3]2/3] 0 1
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Pro kontrolu secteme hodnoty v tadcich, abychom ovérili, ze se skutecné
jedna o pravdépodobnosti funkce, neboli ovérime, ze je soucet roven jedné.
Podminéné stiedni hodnoty a podminéné rozptyly ndhodné velic¢iny Y
pii daném X = z, E(Y | X = z) a var(Y | X = x), vypocitdme pomoci
podminénych rozdéleni pravdépodobnosti hy (y | 0) a hy (y | 1) nésledovné

1 4 17
E(Y | X = = . 1-244.- =22
(Y| 0) 0-0+ 5+ E 2
1 2 2
EY|X=1) = 0--4+1-244.0=2
(Y| ) g tl gt 1
17\ 2 17\? 1 17\? 4
Y|IX=0 = (0==—) -0+(1-=—") - Z4(4a-2) .2
ey [ =0) = (0-5) 0s (1-5) g (1)
_ 3
925
2\? 1 2\? 2 2\ ? 2
Y|iX=1 = (0=2) 24 (1-2) - Z24(4-2) .0=2.
v (X =1) = (0-3) g (13) 5 (1-3) 0=

Priklad 2. Spojité nahodné veliciny X a Y maji sdruzenou hustotu pravde-
podobnosti

12z +9) pro0<az<1,0<y<?2
fx,y) = il ) ¥
0 jinak.

Urcete podminénou hustotu Y pii X = 0,25 a podminénou hustotu X
pii Y = 1. Déle urcete podminénou stiedni hodnotu a podminény rozptyl
nahodné veliciny X pii Y = 1.

Resend. Nejprve uréfme marginalnf hustoty pravdépodobnosti

f (x)—/21(2x+ )d —E—l—1 v 2—1(1:4—1) rod<z<1
@)= [ 7 Mdv=5+713] =3 P ,

11 y 1[221" 1
fy(y):/ Z(?x—l—y)dﬁ:—%——[—] =—(y+1) pro0<y<2.
0 0

4 2|2 4
Podminéné hustoty vypocteme uzitim vztahu
f(z,y) f(z,y)
hy(y | z) = ;o hx(x|y) = , O<ae<l, O0<y<2.
WD =%t =)
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Odtud dostaneme
f025;y)  3ly+05) 2

hy(y | x=0,25) = = T5E =—-2y+1) pro0<y<2
Fx(0,25) 1% 5
1) fr+1) 1
hX(x|y:1):f($1):4( . ):§(Qx+1) pro 0 <z < 1.
fr(1) 3

Vné vyse uvedenych mezi jsou vSechny hustoty nulové. Na zaveér jesté spocte-
me podminénou stfedni hodnotu a podminény rozptyl ndhodné veliciny X
piiY =1

1 1 3 271
E(X|Y:1):/ x§(2x+1)dx:[m—+%} _ L
0

! 7\’ 1

! 25 7 49
3 2
- - ——x+ —|d
/0 (x 144”12t 288) g

1
Fx4+25 s T, 49 }

17 T3 T Tagg”

[ITI1I

1. Diskrétni nahodné veliciny X a Y maji sdruzenou pravdépodobnostni
funkci danou tabulkou

X\Y| o 1

0 |1/18]3/18
4/18 | 3/18
2 |6/18]1/18

Urcete podminéné stiedni hodnoty a podminéné rozptyly ndhodné veli-
¢iny Y pii daném X = xz.

[E(Y|X:O):%, E(Y|X:1):§,E(Y|X: ):%,var(Y|X:0):i
var(Y [ X =1) = 2, var(Y | X =2) = 5 |



2. Necht X a Y jsou diskrétni ndhodné veli¢iny se sdruzenou pravdépo-
dobnostni funkci

&ty proze{l,23}ye{l2}
p(x,y) = 0 g
jinak.

Urcete podminéné rozdéleni YV pii X = 1.
[hy (y [ 1) = 5(1 +y) pro y € {1,2}]

3. Spojity ndhodny vektor (X,Y)" ma sdruzenou hustotu pravdépodob-
nosti

2dzy prol0<z<l,0<y<l,x4+y<l1
flz,y) = y
0 jinak.

Urcete podminénou hustotu X pii Y = 0,5.
[hx (x| 0,5) = 8z pro z € (0;0,5)]

4. Necht sdruzena hustota ndhodného vektoru (X,Y) je ddna predpisem

2 pro0<ax<y<l1
f(z,y) = .
0 jinak.

Urcete podminéné sttedni hodnoty a podminéné rozptyly nahodné veli-
¢iny Y pii daném X = x, respektive X pfi daném Y = y.

2

[E(X |V =y) = 4§ var(X | Y = y) = &, E(Y | X = 2) = 52,

var(Y | X =2) = %]

5. Mys je uvéznéna v mistnosti s tremi vychody v centru bludisté. Prvnim
vychodem se dostane ven z bludisté v pruméru za tfi minuty, druhy
vychod ji zavede zpét do pokoje, a to v pruméru za pét minut, a kone¢né
tretim vychodem se v prumeéru za 7 minut opét dostane zpét do po-
koje. Predpokladame, ze mys si vybira jeden ze tii vychodu se stejnou
pravdépodobnosti. Jaka je stfedni doba toho, ze mys opusti bludisté?

[15 minut]
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12 Ciselné charakteristiky ndhodného
vektoru

Méjme nahodny vektor X = (X1, Xo,...,X,)’, jehoz slozky jsou definované
na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P).

Jestlize plati |E(X;)| < oo pro i = 1,...,n, pak stiredni hodnota
nahodného vektoru X je definovana takto

Pokud jsou nadto veliciny X; nezavislé, plati pro stfedni hodnotu jejich
soucinu

E (X1 - Xy X,) = E(X1) - E(Xy) -~ E(X,), (1)

tj. stfedni hodnota sou¢inu veli¢in se rovna soucinu jejich stfednich hodnot.

Jestlize |E(X?)| < oo a |[E(Y?)| < 0o, potom
e kovariance dvou ndhodnych velicin X a Y je definovana vztahem
cov(X,Y) = E[(X —E(X)) - (Y —E(V))] = E(X-Y) —E(X)-E(V);

e je-li navic var(X) # 0 a var(Y) # 0, definujeme korelaéni
koeficient dvou nahodnych velicin X a Y takto

_ cov(X,Y)
Vvar(X) - var(Y)

Oxy

Kovariance i korelacni koeficient jsou charakteristiky sily linedrniho vzta-
hu mezi velicinami X a Y. Kovariance nabyva libovolné rediné hodnoty,
korela¢ni koeficient pak hodnoty z intervalu (—1,1). Hodnota oxy = 1
odpovida piimé linedrni zavislosti, hodnota pxy = —1 zavislosti nepfimé.
Jestlize jsou veliciny X a Y nezavislé, potom kovariance, potazmo korela¢ni
koeficient jsou nulové, nebot z (1) dostaneme E(X -Y) = E(X) - E(Y).
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Pozndmka. Opacnd implikace plati pouze za predpokladu normalniho rozdéleni
nédhodného vektoru (X,Y’). Velicindm s nulovym korela¢nim koeficientem
fikdme nekorelované.

Dalsi vybrané vlastnosti:

e korelace pfi linearni transformaci nahodnych velicin:
QaerX,chdY = QX,Y . Sgn(bd) pro a, b7 C, d € Ra b 7& 07 d 7é 07
e pro kovarianci obdobné plati cov(a + bX,c+ dY) = bdcov(X,Y);

e rozptyl souctu ndhodnych velicin:

Var(in) = ivar(Xj)—l—ZZZCov(Xi,Xj)

i<j
= Z var(X;) + Z Z cov(X;, X;).
i=1 i
Varianéni matice nahodného vektoru X:
cov(Xy, X1) -+ cov(Xy, Xp)
var(X) = {cov(X;, X;)},_, = : :
cov(X,, X1) - cov(X,, X,)
var(X;) -+ cov(Xy, X,)
cov(X,, X1) -+ var(X,)

Korelaéni matice ndhodného vektoru X :

0x1,Xx1 " 0X1,Xn
n .
cor(X) = {QXivXj}i,jil -
QXnyXl U QX’naXn
1 e QXth
QXn,Xl e 1
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Resené priklady
Priklad 1. Spojity ndhodny vektor (X,Y)’ ma sdruzenou hustotu

l—x4+y prol0<z<l O<y<l
flz,y) = g
0 jinak.

Vypoctéte stiedni hodnotu, varianéni a korelaéni matici ndhodného vektoru
(X,Y).

Resend. Pro vipocet éiselnych charakteristik ndhodného vektoru (X,Y) po-
trebujeme znat rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych velicin X a Y. Proto
nejprve uré¢ime marginalni hustoty

= [a-erna=[a-my L] <2 reon
1
2

fr(y) 2/01(1—x+y)dx: {(1+y)x_%2r_l -

Jinde jsou hustoty fx(z) a fy(y) nulové. Nyni uz muzeme vypocitat stiedni
hodnotu ndhodnych velicin X a Y

! 1 y o1 q? ¢
- [oo-o- 51 -5
0 2 3 2 2], 12

Pro vypocet rozptylu nahodnych velicin X a Y potiebujeme nejprve spocitat
stiedni{ hodnotu ndhodnych veli¢in X? a Y?

1 3 471
1
E(X2>:/x2(§_x>dx:lw_.§_af_] _L
0 2 3.2 4], 4

1 1 y4 1 y31 5%
E(Y?) = [ 4 Nay=|L4+2.4] =2,
() /Oy (y+2)dy {4 2 3]0 12

Odtud, pro rozptyly nahodnych velicin X a Y dostaneme

1 5\% 11 5 7\? 11
var(X) = 7 (12) e = 33 (12) 144
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Zbyva spocitat kovarianci a korelaci nahodnych velicin X a Y. Vypocteme
E(X-Y)

EX-Y) = /le{
|

22 5 1 BT 3
26 2 3], 12
a tedy
3 5 7 1 1 1
cov( X, V)= — — — - — = . oxy = 1?4 _ 1

Dohromady muzeme psat
5 uoa .
E <§> = (E) ;ovar (if() = <ﬁ ﬁ) ;  cor <§£> = (i 111> _
12 144 144 L

Priklad 2. Diskrétni nahodny vektor (X,Y)" je zaddn tabulkou sdruzenych
pravdépodobnosti

X\Y| 1 0
1 ]0,005] 0,01
0 0,02 |0,965

Vypoctéte sttedni hodnotu, varianéni a korelacni matici ndhodného vektoru

(X.Y).

Resend. Pro ndzornost piepiseme tabulku sdruzenych pravdépodobnosti a vy-
pocitame marginalni rozdéleni pravdépodobnosti

X\v| 1 0o | =
1 [0,005 001 [0015
0 |0,02 |0,965] 0,985
S 100250975 | 1
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Nyni spoc¢itame stfedni hodnoty ndhodnych velicin X a Y

E(X)=0-0,985+1-0,015=0,015;
E(Y)=0-0,975+1-0,025 = 0,025.
Abychom mohli vypocitat rozptyly ndhodnych velicin X a Y, musime nejprve
spocitat stfedni hodnoty ndhodnych velicin X2 a Y?. V tomto pfipadé je
E(X?) = E(X) a E(Y?) = E(X), nebot plat{
E(X?) =0%-0,985 + 1% - 0,015 = 0,015;
E(Y?) =07?-0,975+ 1% - 0,025 = 0,025.

Rozptyly ndhodnych velicin X a Y jsou proto rovny

var(X) = 0,015 — (0,015)* = 0,014775;
var(Y) = 0,025 — (0,025)% = 0,024375.

Zbyva spocitat kovarianci a korelaci ndhodnych veli¢in X a Y

E(X-Y)=1-1-0,0064+1-0-0,01+0-1-0,02+0-0-0,965= 0,005;
cov(X,Y) = 0,005 — 0,015 - 0,025 = 0,004625;

B 0,004625

~ /0,014775 - 0,024375

oxy = 0,244.

Dohromady, stfedni hodnota, varian¢ni a korela¢ni matice ndhodného vek-
toru (X, YY) jsou rovny

e (XY _ (0015 (X _ (0014775 0004625
v ) = \0,025)° v ) = \0,004625 0,024375)
X\ [ 1 024
O\y) T \o244 1 )°
[ITIII

1. V urné jsou tii bilé, dvé modré a pét cervenych kouli. Nahodné vy-
bereme z urny jednu kouli. Ndhodné veliciny X7, X5 a X3 definujeme
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nasledujicim zpusobem:

X, - 1 jestlize vytahneme bilou kouli
"o jestlize vytdhneme modrou nebo cervenou kouli

X, — 1 jestlize vytahneme modrou kouli

7o jestlize vytahneme bilou nebo cervenou kouli
P 1 jestlize vytahneme ¢ervenou kouli

’ 0 jestlize vytahneme bilou nebo modrou kouli

Vypoctéte varianéni a korelacni matici takto vzniklého ndhodného vek-
toru X = (Xl, Xg, Xg)/.

3 3

21 —6 15 L —om =

var(X) = 155 -6 16 —10 |, cor(X) = —% 1 -3
3 1

~15 10 25 % - 1

2. Kovariance nahodnych velicin X; a X5 je rovna 12. Vypoctéte kova-
rianci nahodnych veli¢in Y7 = -8 4+ 11X a Y5 =6 — 4.X5.

[—528]

3. Ndhodnd velicina X mé E(X) = 0, var(X) = 1. Najdéte korela¢ni koe-
ficient oxy, kde ¥ = 3X.

1]

4. Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X = (X,Y)" je ddna
tabulkou

a)

X\v| o 1 2 3
0 |0,008 0,036 | 0,054 | 0,027
1 [0,060]0180 [0,135| 0
2 0,150 ]0225] 0 0
3 10125] 0 0 0
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X\v| 1] 2] 3] 4
0,01 | 0,02 | 0,03 0,25
0,04 | 0,16 | 0,18 | 0,05
0,12 | 0,07 | 0,06 | 0,01

Jak budou vypadat varianéni a korela¢ni matice?

0,75 —0,45 1 0,654
) var(X) = ( —045 0,63 >; cor(X) = (—0 654 1 );

2,27  —1,048 1 0,645
b) var(X) = < ~1,048 1,162 )? cor(X) = (0,645 1 > }

. Vy¢itejte stfedni hodnotu a varianéni matici dvourozmérného nahod-
ného vektoru X = (X,Y)’; jehoz hustota pravdépodobnosti je

B %(m—l— 2y) pro (z,y) € (0,1) x (0,1)
fay) = {0 jinak.

Spoctéte téz hodnotu korelacniho koeficientu nahodnych velicin X a Y.

13 1
| .
[E<x><3’1;> var(X) = ( o ),W ﬁg.%]
162 324

. Nahodné velicina X mé& normované normalni rozdéleni. Urcete ko-
rela¢ni koeficient ndhodnych veliéin X a Y = X3,

[QX,Y = \/%—5]
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13 Centralni limitni véty

Necht X7, X, ... jsou ndhodné veli¢iny definované na stejném pravdépodob-
nostnim prostoru (€2, A, P).

Centralni limitni véta (CLV):

Necht {X,,}°°, je posloupnost nezdvislych ndhodnych velicin se stejnou
stfedni hodnotou p a se stejnym koneénym, nenulovym rozptylem o?
(tedy E(X,) = u a var(X,,) = o%). Pak posloupnost distribuénich
funkci ndhodnych veli¢in (normovanych souctu)

Z:'L:l (Xi — )
ov/n

konverguje k distribuéni funkci ®(x) normovaného normalniho roz-
déleni, tj.

Ly =

1 z 2
lim P(Z,<z)= —"- ez dt = d(x), Vr € R.
lim P (Z, <o) = —— /_OO ()

Moivreova-Laplaceova véta (dusledek CLV):

Necht ndhodné veliciny X,, maji pro vSechna n € N binomické rozdéleni
Bi(n,p). Oznac¢me F, (z) distribuéni funkci ndhodné veliciny

Xn_np

Vnp(1=p)

Potom plati

x t2
lim F,(r)=—" e 2 dt = P(z), Vz € R.
tm o) = —=- [ (@)

Pozndamka. Nahodna velicina X,, v Moivreové-Laplaceové vété predstavuje
soucet n nezavislych nahodnych veli¢in majicich alternativni rozdéleni. Apro-
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ximace binomického rozdéleni pravdépodobnosti normzﬂnim normovanym

rozdélenfm je vyhovujici, jestlize np(1 — p) > 9 a soucasné -5 <p < 5.

Resené piiklady

Priklad 1. Pravdépodobnost, ze zakoupeny elektrospotiebi¢ bude vyzadovat
opravu béhem zaruéni doby, je rovna 0,2. Jaka je pravdépodobnost, ze behem
zaruéni doby bude nutno ze 400 prodanych spotiebi¢u opravit vice nez 967

Resend. Oznaéme Y; ndhodnou veli¢inu s alternativnim rozdélenim Alt(0,2),
ktera nabyva hodnoty 1, jestlize i-ty zakoupeny elektrospotiebi¢ potiebuje
opravu béhem zaruéni doby, ¢ = 1,2, ...,400. Veliciny Y; muzeme povazovat
za nezavislé. Potom néhodnd velicina X,, = Y2720V, ~ Bi(400;0,2) znacf
pocet spottebicu, které vyzaduji opravu, mezi vsemi (n = 400) prodanymi
elektrospottebici. Jelikoz X,, ma binomické rozdéleni, pro stfedni hodnotu
a rozptyl plati

E(X,) =np=400-0,2 = 80;
var(X,,) = np(1 — p) =400-0,2- (1 —0,2) =80-0,8 = 64 = 8°.

Ovérime podminky, ze pro vypocet hledané pravdépodobnosti muzeme uzit
aproximaci binomického rozdéleni normalnim rozdélenim (Moivreova-Lapla-
ceova véta):

1. np(1 —p) >9:400-0,2- (1 —0,2) =64 > 9,

= 0,0025 < 0,2 < 490 - ( 9975,

2. <p < g 401 201

n+1

Obé podminky jsou splnény, a proto podle Moivreovy-Laplaceovy véty ma
normovana veli¢ina

X, —EX,)  X,—280
var(X,) 8

priblizné normované normélni rozdéleni. Muzeme tedy psat

P(Xn>96) = 1—P(Xn§96):1_P(Xn;80§96g80)
= 1-PU<2)=1-2(2) =1-0,97725 = 0,02275.
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Hledanou pravdépodobnost lze samoziejmé spocitat i piimym vypoctem bez
pouziti aproximace. Plati

P(Xn > 96) = 1-— P(Xn < 96) =1- FBi(400;0,2) (96)
= 1-0,97861 = 0,02139.

Vidime, ze v tomto pripadé je rozdil mezi presnym a pribliznym vypoctem
v Fadu tisicin. o

Priklad 2. Hodime 420 krat pravidelnou Sestistrannou hraci kostkou a s¢itame
vysledky hodu. Odhadnéte pravdépodobnost, ze soucet bude lezet mezi hod-
notami 1400 a 1550.

Resend. Oznaéme X; ndhodnou veli¢inu, kterd udéva hodnotu, ktera padla na
kostce v i-tém hodu, i = 1,2, ...,420. Potom ndhodn4 veli¢ina X = Ziol X;
znadci soucet hodnot, které padly v 420 hodech kostkou. Veli¢iny X; muzeme
povazovat za nezavislé. Stfedni hodnota a rozptyl nahodné veliciny X; jsou
roviny

1 1 1 1 1 1
EXzzl— 2. — .= 4. — i .= =3,5;
(X)) 6+ 6+3 6+ 6+5 6+6 G 3.5

1 1 1 1 1 1 91
E(XH) =12 —+22. - 43%. - +4*. 245 — 46 - = —
(X7) 6+ 6+ 6+ 6+ 6+ 6 6’

91 35
var(X;) G (3,5) T

Hledanou pravdépodobnost P(1400 < X < 1550) spoc¢teme pomoci centralni
limitni véty. Pro vypocet potiebuje znat stfedni hodnotu a rozptyl nahodné
veliciny X

E(X) =) E(X;) =420-35 = 1470;

35
var(X) = ) var(X;) = 420 - o = 1225 = (35)2.

Potom podle centralni limitni véty plati, ze normovana nahodna veli¢ina

var(X) 35

g X—EQX) X 1470
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ma priblizné normované normélni rozdéleni. Odtud

1400 — 1470 _ X — 1470 _ 1550 — 1470
P(1400 < X < 1550) = P ( < < )

35 - 35 - 35

1 1 1
—p(2<u< ) 2o (1) _ora o (19) )
7 7 7
= 0,98886 + 0,97725 — 1 = 0,96611.

[TTIIT

1. Pravdépodobnost, ze se anketni listek vrati vyplnény, je 0,7. Jaka je
pravdépodobnost, ze ze 160 rozeslanych se jich vrati alespon 100 vy-
plnénych? Kolik jich je tfeba rozeslat, aby se tato pravdépodobnost
zvysila na 0,997

[0,98078 (pFesny vypocet bez aproximace 0,98303); 163 listku]
2. Jaka je pravdépodobnost, ze pti 100 hodech pravidelnou kostkou padne
Sestka nejvyse dvacetkrat?
[0,81327 (pfesny vypocet bez aproximace 0,84811)]
3. Dveéstékrat hodime minci. Jaka je pravdépodobnost, ze podil lict bude
vétsi nez 0,557
[0,07927 (pfesny vypocet bez aproximace 0,06868)]
4. Kolikrat nejméné musime hodit pravidelnou kostkou, aby s pravdépo-
dobnosti alespon 0,995 padla Sestka alespon desetkrat?
[125 hod]
5. Sledovany jev se vyskytuje s pravdépodobnosti 0,2. Jaky je nejmensi

pocet nezavislych pokusi, aby s pravdépodobnosti alespon 0,95 pti nich
sledovany jev nastal alespon desetkrat?

[80 pokust]
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6. Vyska muzu (urcitého véku) je ndhodné veli¢ina se stfedni hodnotou
180 cm a smérodatnou odchylkou 10 cm. Urcete pravdépodobnost, ze
prumérna vyska 100 ndhodné vybranych muzu bude v intervalu od
175 cm do 185 cm.

[0,9999994]

7. Hmotnost jedné soucastky v kilogramech je nahodna veli¢ina se stredni
hodnotou 5 kg a smérodatnou odchylkou 3 kg. Kazdé soucéastka je za-
balena do krabice o hmotnosti 2 kg. Urcete pravdépodobnost, ze auto
nalozené 150 takovymi (plnymi) krabicemi bude ptetizené, je-li ma-
ximalni mozné zatizeni auta 1100 kg.

[0,08679)]

8. Nahodné veli¢ina X oznacujici pocet déti ve skolnim véku v jedné ro-
diné ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ = 0,8. Ve mésté bydli
10000 rodin. Jaky pocet mist ve Skolach bude postacovat s pravdépo-
dobnosti alespon 0,95, predpokladame-li, ze vsechny déti chodi do skoly
v obci, ve které bydli?

[8148 mist]

9. Letecka spole¢nost prodava letenky a chce co nejvice utrzit. Letadlo
méa 216 mist, ale vi se, ze zhruba 5 % lidi se k odletu nedostavi.
Kolik muze spoleénost prodavat letenek na jeden let, chce-li drzet
pravdépodobnost, ze se k odletu dostavi vice nez 216 lidi pod hladi-
nou 0,17

[222 letenek]
Poznamka. Vysledky ptikladu v této kapitole se mohou drobné lisit v zavislosti

na zaokrouhleni diléich vypoctu a pouziti tabulek nebo softwaru pro vypocty
hodnot distribuc¢ni funkce.
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