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Mili étenafi,

predkladdme Vam sbirku ptikladi, se kterymi se setkavali studenti kurzu KMA/MIN Mate-
matika 1 v nejriznéjsich pisemnych testech na cesté za zapoctem ¢i zkouskou. Kurz byl vyucovan
na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci primarné pro obory Matematika-
ekonomie se zaméfenim na bankovnictvi/pojistovnictvi a Aplikovana statistika. Jednalo se o je-
den ze zékladnich kurzi, které studenti prvnich ro¢niki zminénych obort museli absolvovat.

Meély jsme tu cest po dlouhych 15 let v tomto kurzu prednaset a cvicit a délaly jsme to
s laskou. Kazdy rok jsme vytvarely nékolik sad pisemnych testi s nejriznéjsimi typy zapoctovych
a zkouskovych tloh. Za ta léta se priklady nastiadaly a nam pfislo lito je dale schovavat ve stole,
v Sanonech ¢i v pocitacovych souborech, na které se casem zapomene. Proto jsme s radosti vyuzily
moznost tyto priklady vydat v podobé sbirky.

Shirka obsahuje ty nejzajimavéjsi tlohy z poslednich nékolika let, které jsme pro studenty
vytvorily a usporadaly do tematickych celkti. Shirka obsahuje t¥i hlavni kapitoly. Prvni kapitolu
tvori zadani vybranych tloh rozdélenych podle jednotlivych temat a ve druhé kapitole najdou ¢te-
nari jejich vysledky. Treti kapitola je tvorena podrobné fesenymi priklady. Nékteré tlohy z prvni
kapitoly (ptiklady oznacené hvézdickou) jsou zde vzorové vyfeSeny, pficemz jednotlivé kroky fe-
seni jsou detailné vysvétleny a okomentovany. Prevazna vétsina prikladia je vsak ponechana bez
takto podrobného Teseni a predstavuji tak pro ¢tenare moznost najit si svou vlastni cestu feseni
a tésit se z nové nabyté dovednosti.

Vétime, Ze touto sbirkou trochu pomiizeme (nejen) studenttim, ktefi nemaji tu odvahu polozit
pfimo v prednaskové mistnosti pfed vSemi svymi vrstevniky tu zasadni otazku: Co bude na
pisemce?

Hodné stésti a zabavy pfi feseni!

Iveta Bebcakova a Pavla Koufilova

Autorky dékuji recenzentiim Mgr. Jané Burkotové, Ph.D. a Mgr. Zdenku Halasovi, DiS.,
Ph.D. za podrobné precteni rukopisu a cenné pripominky a v neposledni fadé také Z. Vapenikové,
K. Kralové a K. Drastichové za pomoc pti kontrole spravnosti vysledkt u nefesenych piikladii.

PS: Podobna sbirka pokryvajici piiklady z pisemek k navazujicimu kurzu KMA /M2N Mate-
matika 2 vysla v roce 2018 pod nazvem Co bylo na pisemce? Sbirka prikladi ke kurzu Matema-

tika 2.

Publikace vznikla za podpory projektu OP VVV s nazvem Univerzita Palackého jako kom-
plexni vzdélavaci instituce, reg. ¢. CZ.02.2.69/0.0/0.0/16-015/0002337.
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Prehled pouzitého znaceni

AUB sjednoceni mnozin A a B
ANB prunik mnozin A a B
A\ B rozdil mnozin A a B

Ax B kartézsky soucin mnozin A a B

min A minimum mnoziny A

max A maximum mnoziny A

inf A infimum mnoziny A

sup A supremum mnoziny A

A° vnitfek mnoziny A

hA hranice mnoziny A

A uzaver mnoziny A

A’ mnozina vSech hromadnych bodd mnoziny A

Dy defini¢ni obor funkce f

1 prvni derivace funkce jedné proménné f

1" druhé derivace funkce jedné proménné f
-1 funkce inverzni k funkci f

P,, P, pruseciky grafu funkce s osou z, resp. y

SB mnozina vsech stacionarnich bodt funkce

IB inflexni bod funkce

NB nulovy bod funkce

l.min. lokalni minimum funkce

l.max. lokalni maximum funkce

F primitivni funkce k funkci f

PP metoda per partes

PZ metoda rozkladu na parcialni zlomky



1 Zadani prikladua

1.1 Algebraické vyrazy

Stanovte podminky, pro néz ma vyraz V smysl, a vyraz zjednoduste.
3w x z—1
1. V= — . —
(x :c+1) (91:—1 x—2)
0 1 a _aQ—ab : 1
a+b (a—0)2) a—b
3.V = (x‘yﬁ*y) ; (fﬂ)
Tty T—y y T
4‘V:x2+xy‘ r oy
24+y? \z—y z+vy
a—1 a 3a
5.V = — “|a—
(a—2 a—l) (a a+1)
V:xQ—l'xQ—yQ. oq "
r+y x+1 r—1

1.2 Nerovnice

Vyteste v R nerovnice.

2z + 3
r—1

1.

<3

z+3
20— 1
4—3x<
3+
5+x>2
r—3
495—7>2
r+2 =
2— 3z
1—=x
3—x<2
rT+5

T+ 2
3r—1

>1

<1

> 2

e
9. —2—1>)_—)
o212 |-

10. Bz +1|—]z—2|+1<0



11. 3z — [3z|+ 11 — 2| < 1
12. |2 = Tx| — 3z > |z + 4
13. o4 |7z — 2] < |3+ z

14. 3|z + 1] — |32 +2| <0

1.3 Vyroky

Vyrok zapiste slovné a symbolicky ho negujte.
l.VzeN VyeR" Jz€Z: (zjesudé )= (v-y=22)
2.dpeR; V¢geZ IneN:(p-¢g>0) AN (n=p—gq)
3.VzeZi JyeR 3m€N:<y:%>v(y>m)
4. 3geN dneZ" VYmeR]{ : (njeliché ) A (g-m #n)
5. AmeQ Vye RS VxEZ:(m-y:x)/\<%€@>
6. VgeN VzeR dpeQ, : (p-qje délitelné 3) V (p—q > 2)
7.32€Zf FrzeR VneN: (z+zjelichd) V (2 +x =2n)
8. VpeR™ JgeN VyeZ: (p>q-y) A (qg<y)
9. VzeRY IneN 3Jz€Z: (z>n) = (v-2=23)
10. 3¢ge€Z™ VneN dmeNy: (njeliché ) A (g-m =n)
11. 3z€Z, 3JyeR ‘v’mGN:(y:%)\/(y>m)

12.VpeR, Fq€Z VneN: (p-gq<0)V (n=p—q)

1.4 Operace s mnozinami

Dané mnoziny A a B co nejjednoduseji zapiste, uréete AU B, AN B, A\ B, B\ A a zakreslete
mnozinu A x B.

1. A={z€Z 2> -9<0}\{0}, B={z eR"; 2 <3}
2. A={z e€R; |z —2| <1}, B={z €Ny, z < 3}

3. A={z€Zy;2>-2},B={zecR; 2> -1<0}U{2}
4. A={zeR;—2<2},B={zcZ|x—1] <3}

5. A={zeR" —z> -2}, B={zeZ" [z -1 <2}
6. A={r €Ny z<2}, B={2zeR{; [z +1| <3}

7. A={z €Ny 2 <3}, B={zeR"; |z —2| <1}



8. A={z eRy; |z| <1}, B={z € Z; 4> 2%}
9. A={z€Z;2* <4} \{0}, B={z e R"; 2 <2}

10 A={zeR; —2<2},B={2€Z|v—-1] <2}
1.5 Vlastnosti mnozin v R

Mnozinu M co nejjednoduseji zapiste (pomoci intervalil); uréete min M, max M, inf M a sup M;
urcete M°, hM, M, M' a mnozinu izolovanych bodt mnoziny M.

|

3. M={zeR"2*°—2:—-3<0}\{z €R; cosz =0}

* 1. M={zeZloggz <1} U{z eR; 1 — 2" >0}

2. M:{xER;x2+3x+27€O}ﬂ{xeR;2“2

|

4. M={zeR{; 2> <16} U{z € Z; |z —1| <3}

5. M={zeR;|z—1]<2}\{ze€Z1-12* <0}
6. M={zeR2*+20<0}U{zeZ;|z+1] =2}
7 M={zeR e ?<1}\{z€Z|z-2|<1}

8. M ={z eR;In(x—2)#0}

9. M={zeRyz>-1}\{zr€Z; 2> <1}

10 M ={z€eRy;3> |z -1} \{r €Z; x> -2}

11. M={z eR"; |z| <2} \{r eN; z < 4}

12. M={x e R; z < 1} \ {z € Ny; z <5}

B M={reRrx>2c<4}\{xre€Z;2<x<8}
4. M={zxeR; |z -3 <1}\{zeN; |z -3 <1}
15. M={zeR{; |z -2/ <4} U{zr eR; 2> -8z =0}
16. M={reR1<2’<9}n{zreR; s> +4>0}
17. M:{xEN;\/E<2}U{x€R;x2—x<O}

18. M={ze€Z ;|z—1]<3}U{z €R;Inz > 0}

19. M ={zeR" 2> -4<0}\{zeN;z <2}

20 M={zeZ;2°<5}U{zeR";2s*—3z—-4<0}
2. M={z€R; |z —4 <5} \{zeN; 2> — 62— 7=0}
2. M={zeR;|z—-3]>0}Nn{reR;Inz >0}

23. M ={z € Z; arcsinz > 0} U {z € R; |z + 3| < 2}

9



24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.
33.

34.

35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.

M:{xéZ;lnxﬁO}U{xGRO;x2<i}

M={zeR|z+1>2}n{zeR; (z+4)° >0}
M={zeRy;2*+4z—5>0} N{z €R; |z + 6] > 0}
M={zeR{;2°-25-3<0}\{z€R;Inz =0}
M={zeR"2*-4<0}U{zeZ;|r—1 <3}
M={zeR{; 2> —22-3>0}N{zeR;log;z #2}
M={zeN;|lz—-1<3}U{zeR; 2> - 52+6<0}

M={zeR; |z —1 <3}U{9€€R; arcsin%:—g}

M={zeR"|z-2/<5}n{zeR;Inz #1}
M ={z eR;logz <2} \{z eN;s* -4z +3 <0}

1
M = {:c e R*; 1% > 0,01} U{z € (0,2m); cosz = —1}

M ={zeR"; 3> <9} \{z € R; cosz =1}
M ={z eRy; 2°"'% > 16} \ {z € R; cosz = —1}
M={zeR;2°+2-6<0}\{zecR;z>1log(0,001)}

M = {z e RT; 5120,2}ﬂ{x€R; cosx#?}
M={zeR"3-277>0,75}U{zecZ; loggz <1}

2 1
M = {z € R; |ZL‘—4|§2}\{$ER;0,0002<1—(}E<%}
M={zeR;1<2°<16}\{z € R;sinz > 0}
M={zeR;0,5<2"" <16} \ {z €R; 2* —4 >0}
M={zeR{;54—-2-3" >0} N{z € R; cosz # 0}
M={zeR;|z-3]<7}\{r €R;sinz =0}
M={zeR"2*—22x—-3<0}N{z €R;cosz # 0}
M={zeR;2°+3z—4<0}N{z €R; z+#log(0,001)}
M={zeR;|z—2| <2}\{z €Z; 16 — 10z + 2> < 0}
M:{l‘ER;4$2—|—3l‘—1ZO}\{l‘ER;€2x>\/E}
M={zeR"z*-4<0}\{zeN;z<2}
M={zeR;-1<logz <1}n{zx eR; |z — 6] >4}

10



1.6 Defini¢ni obor funkce jedné proménné

Urcete a pomoci intervalil zapiste maximalni defini¢ni obor funkce f.

cos V6 + x — z?
L f(z) = 7
2. f(x)= 1 —2952 —In(z +1)
1 _
3. f(x) Og(; _211’)
e 2z
4 f(@) = log(2z — 22)
5. f(z) =4/ 1 —3:c2 : log%(l + )
37172
6 I = =
T @)= f
8. f(z) = tg3;c21?;52inx
0. f(x) = a“;‘;ﬁjfj = ). it
1 _
10. f(z) = {)’/;f)—x—57x2—26 — arcsin (%)

11. f(z) = Ve - 2 + arctg Va? —

10%3(3_ z)
log1 (16 — 2) 1
2
. =2 " _ arcte ——
12. f(x) N arctg ——
arcsin (20 — 1) s
*13. f(x) = -eVver
arctgy/r — 143
14. f(z) = In(4— 17
3 + arccos (%
15. f(z) = &(3)
1—e=-3
1 4+ 3z — 2? 2
16, f(z) = 0gs(4+ 3z — x*) +

arctg (z 2)

17. f(z) =In (x = 4)

11



18. f(x) = arcsin (In(z* — 4))

10, () = 2=
g1t (1))
I )

2 s = (n(222))
2. (o) = SR,

1.7 Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

Urcete, zapiste a zakreslete maximalni defini¢ni obor funkce f.

V2 —x — 22 - sin(z — y?)

R ACE ) ey vy e
2. f(z,y) = Vyrta?—1
- flwy) = YA—22 —y - (1—logy(2z +y))
log1(2— [y —3|)
N f(x7y) _ 022_ \/yy_7 . €2m—y
4. f(x,y) = 1+In(2—2* —y?)

Yy - v2zr+2y—1
_ logy(3 — 2 —y)

5. f(x,

s fley) = It

0. flr.y) = V2 —T:;;;w 1)2
10. f(z.9) = 1n(:p21+ )
11, f(ay) = log(x:y— y?)

12



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

f(z,y) =1n (x(x2 + 2 — 9))

1 —log(x? +y% — 16
flz,y) = Bz ty )

In(1 — zy)
f(z,y) = 1y
In(4 — y? 5
fx,y)=¢ x((xg +y9)) +Vd—22—y
1
f(:p,y):\/l—ln(x +y)1—|x|—y
fa,y) =log(a® + (y = 12 = 1) - (VO —[a] =y + v/a%)
flay) = j% + arcsin (2°)
5 r—y?—1
f(xay):§1n<x+y2_'_1)
f(z,y) = arcsin (2%) + —”Q;fz—y

1
flz,y) =5v3"". (\/x—gﬂ + 1 — arcsin (;))

Flry) = \/(x+1)2+(y—1)2—1_1n( x)

VimyT1 Ty

xy sin (g) -arccos (x — y) + log(1 — y — 2?)

Va2 +y? —4 Lo (THY
f(z,y) = T—Farcsm (T)

_ log@—yl-x) m(ﬁ)
f(x’y)_{i/y2+(x+2)2—1 arcs 1

. 2,2
arcsin <u>

16 (r+2)2+(y—2)2-1
f(gc’y):\/(95—2)2+(y+2)2—1le ( r—y
- ln(xQ——él) arcsin (2
(¥ =9\ _W@B+y—|z])
f(z,y) = arccos ( 9 > — \/m

fla,y) =logi(4 —y* — ) — V=ay + Vl]z| - ly| +1

13
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

1.8

log <y — log% x)
V(z=2)? +y?

f(z,y) = + arccos <%>

arccos ( u)

flz,y) = ﬁ +1og(4x2 +492 —1)
— 22 -3z

-9
f(xay) = \/m—i- lOg(y2 — 6y — 7) -+ arcsin <y3 ) + 5x2—1

T

4
f(x,y) = /1 —1n(z +2) + V3log(z® + 42 + 3) — Tarcsin (—a,rctg y)
m

xT,y) = Inz + 3) —x? — arccos (y—x)
f(z,y) (x—2)2—|—(y—5)2+ 9 y+ 3
B — log(9 — %)
f(xay)_ ‘x| Y + (x2—4)2+(y2—1)2
Py = V2 —lz[+1 - /3 +2y—y

In(a® + (y — 37 — 1)

—2r—1
f(z,y) = arcsin (u) —I—log%(:p2+y—4) — /b +4y —y?

5

log(3 + 2y — 42 2 -
f(z,y) = 0g(3 + 2y y)+(w——arcsin2( 290 >)

Parita funkce

Urcete maximalni defini¢ni obor a vySetfete paritu funkce f.

* 1

o) VT
4 —1
=
flz) = 2ﬁ c_o: x
f@) = 5=
-z
@) = 2
J(x) = : 511?12 f
)= ME)

14



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

/3sinx — 2z
1—22

cos® x — sin(z?)

Vv1—22

xZ

sin x
xln|z|

5—:1) _'_ 5$
i

sin(cos z)
x

In(5 —

In(1

x?)
z?)

sin x
In(2? +9)

x
rsin(l — %)
cos

sinx - cos T
arccos(x?)
arcsin (1)
1 — a2
In(cos 2x)

sin 2x
31 + 371

T — sin 2x
2 —1

15



29. f(z) = 3
3r — sind
30. f(z) = %
_ sin(2z) — a2
0= ey
cos3x - sinx
32. f(x) = g
_ In(1—2a?)
B ="ar
34. f(x) =" - arctgx
5. () - 2300
_ sin (tg (9))
3 £ = i -
2. o) - Lo
38. f(z) = %2 + cos (l)
39. f(z) =sin(e™ —€”)
tg 3z — 3si
s - s
cos 3w
_ cos (2" —277)
43. f(z) = sin(x — arcsinx)
cosx — sin’ z
W f@) =
45. f(x) = L
sinz - cosx
_ cos® (sin®(2?))
46 f(z) = arctg 2z
V4 — 2% sin ()
AT @) = x - arctg (22 4+ 1)
8. floy = oG -2

cos®(2x)

sin 8x



> —tgx

19. f@) ="
50. f(x):%
51. f@):%

53. f(z) = log (ifg)

s (24
54. f(z) =In (2—:c)

55. f(z) = arctg v/In(2?)

56. f(z) =In|cosz|

1.9 Inverzni funkce

Pro funkci f urcete maximalni interval, na némz je prosta, a na tomto intervalu urcete funkci
f~1 inverzni k funkei f (véetné Dj-1).

* 1. f(z) =1—2sin(3z + 2)
2. f(a
3. f
4 f
5. f

6. f(z

4 4 3 arccos (b — 27)
x) =2 — 3arcsin (1 + 3z)
x) =3+ 2cos(b — 2x)
x) =3 —2cos(2x + 5)

= 2+ 3arcsin (1 — 3xz)
x) =3 —2arctg (1 — 4x)

9. f
10.

r)=5+4In(2 — 3x)

f(x) =2sin(1 — 3z) + 1

32?-1—2

11. f(x

12. f(z) =5+2tg(zx—4)

()
()
()
()
()
()
7. f(x) =3+ 4cos(2z — 1)
()
()
()
()
()
()

13.

4. f(r)=1-2In (%)

15. f(z) =4 + 2sin(2z — 6)

f(z) =54 Tcos(2 — 4x)

17



16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

f(x)=9— itg(2x+3)

f(z) =5+ %1052;7(6 — 9x)

2
flz) =1+ 33a+1

flx)=9-— icos (22 + 3%)

f(z) =5—-3tg(2x + 1)
f(z) =2 —Tlog(2 — 4x)
fla) =42

f(z) =5+ 3sin (2;9”)
f(z) = 4 — 2cos (x;3>

f(z) =2 — 3cotg (4:105— 1)

fla)=2 -4 (%)

(&) = 5— 3cos (%)

fla)=5— 4tg (% +3z>

f(z) =7—2logs(4 — 3x)

f(x) =5+2sin <g + log3x>

f(z) =3 —2cos <g + logs x)

f(z) =2—3tg (5 — 4e*)

18



w0t m( (1) -2)

41. f(z) =54 2logy (m +e™*)

42. f(z) =2 —4cos (7?— 5%)

1.10 Limita
Vypocitejte limitu funkce jedné proménné.

1 _ 2
e q oy A+ (@17
r—1 x2——1

. arcsin (1)
* 2, lim ———%—
2—3 2 — log,(37)

lim sin (y/x — 1)

r—1 x ——1

‘m log, (3)
=3 2 — 2tg (%)

In (1 + sin 22)

5. lim
x—0 x
11—z
6. lim ¢
=7 sin (%) -1
2
—1
AT Gt

8. 1 -
S
logi(z+7)
9. lim .
r—1 x2 1
3x73
10. lim
=21 —y/x —1
x?—1
11. lim —m——
e=-13 —/8—1x
4 2
12. lim L

=2 sin (7(z — 2))

13. lim

14.

19



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(1—x)°
V3r — \/3

2sin(x +7)
im ————=
z—-7 Hx? + 3hx

lm —
= logs (149

lim
r—1

Y 22 —5r+4
1m —-—----
r—4 2—\/5

) 2 —r—6
lim ———
e—>—2tg (—2x — 4)

) 1
lim arccos |1 — —
Tr—r 00 X

33'2

lim —
z—7 sin T

o3 =2 +1
lim —————

I sin
im ——
z—2 In(sin )

2

e

25. lim

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33. 1

z—o0 In (:E2 + 1)

1 2
lim n(z7)
e X2 — e

lime ™ ® - -lnx
Tr—r 00

lim
e (x —1)?

Inz

lim —
z—m SIn 2%

1 — cos(sinx
Jiy L= C0S(sin z)
T sinx

1
lim x2~ln(x+ >
T—00 x—1

COS T

 cos (5

sin 12z

im —
z—0 Sin dHx

20



6:)3

Sy
5
35. lim =1
x—1
1 _ 2
36, lim L0507

37.

38.

39.

40.

41.

42. lim

2—0 22 - sin(x?)

sin x

lim
z

3_ 27
To5T 47T B

2 _
lim ln(':p 3)
z—2  sin(mx)
lim o

sin (e” — 1)

=0 In(bz +¢€) — 1

sin x

43. lim

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

52.

z—=3 sin(z — 3)2

I cosT
1m ————
z—0 ln(l — 1'2)

1
lim /7 - sin (—)
x

lim
.

lim ———
) In(x —1)

lim e”-In(1— x)
Tr——00
—x+1
lim —=

lim ———=—
211+ cos (1)

lim e~ - In(2? — 4)
T—00

COS T

lim
=332 —9

21



53. lim

o4.

95.

96.

o7.

98.

in ()

z—0 1 — cos 2z

1
. €x
lim —
r—4 ln(5 — :L')
. x —sin2x
lim ———
z—0 X COST

59. lim

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69. lim

70.

71.

T—00 2x
lim ¢ In(3z)
T—00

1 —-z
lim

z—m 1+ cosx

. 1
lim e = lnx
z—0t

i arcsin x
im
eo—1ln((z+1)2+1)

Jig (z — 1) In ((1 1—0(;)2)

In(z% — 3)

=2 sin(mx)

lim — =~
ml—IPg In(sin z)

. sin x
lim
xz—15H — h%

22 +3x+6
=0 In(1—x)

r—1

lim
r—oo I

. 2z
lim zIn

In (xz — 1)

22



2
72. lim ¢*F1n x

73. lim L
z—m 1 + cosx

74. lim (3z — 3) In(z — %)

r—1—
62:13
75 liny e
-3
76. lim

2 1
77. lim( —— — >
=0 \sin“x 1 —cosx

78. lim(z —2)In <1 + cos (gx>)

r—2

2

79. lim (1)1 (2% — 2?)

r—00 \ €

e2x-i—3

0. Jim

e—$
81. lim ——
o101 — log x

. log(l0—z) — =z
82 i;rr% 23— 212+

83. lim Vadel

Tr—00

1 — cos(sin z)

84. lim :
T sin ©
85. lim w

=T COS (%)

86. lim (Inx) .

T—00

87, lim —— 5
z—m 1 + cosx

1.11 Vldastnosti funkce

Pro funkci f urcete maximalni Dy, paritu, limity v nevlastnich bodech a v bodech nespojitosti
a priseciky se souradnicovymi osami.

-
2. f(z)=1In (31__2;>
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8. f(z) = 23;;13
9. f() =
10. f(z) = ;2_1
11. f(z) = 1_‘7’”_3333
12. f(z) =¢ =

1.12 Derivace funkce

Urcete derivaci funkce f; urcete Dy a Dy.

!
* 1. f(z) = 6In? (x ) + 597
x

2. f(z) =e3=
3. f(x) =+vz—1-arctgva?—1 +sing

4. f(z) = (;ji) + U

5 f@) = S

6. Sl = L

T f) = i

8. f(z)=In (sin (e?) - ﬁsii)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

cos ﬁ -sinx

oy = VT
floy = 2L j%ﬁ)

oy = =D )
f(x)=5¢ Sin_x;;c; ¢ log <g>
flz)=3¢ Cfs_ a:4;32 il

f(z) =32 /In (3%)
f(x) = 4rsinVar + 1
F(z) = arctg (w) — cos ()

sinx + cos x

I + cosx
flz) = Sin(e3) + arctg (u)

sinx — cosx

f(z) = sinv/e + %\/T
fla)=(r—1)°— %
e
Fa) = 61(33:5; D, o)
@ = Gy

=y x2(1§2x)4

)= P
oy L

fo) = (35 2+_1)12 — siny/7

25



27. f(z) =
28. f(z) =sin® (Vz —3) —In (ﬂ)
29. f(z) =In (1 - ‘%)

30. f(z) = In (7
31, f(x) = (2‘75’45;)12.51112 (%)

32. f(z) = y/In (9” i 1)

2—zx
33. f(x) = ¢ i (;2;1
34. f(z) = (xx_;)f

1.13 Stacionarni body funkce

Pro danou funkci f urcete maximéalni defini¢ni obor a stacionarni body.

C L) = (?x—g ;g:)12
2. f(z) = (2ng21)2
O
4. f(z) = (;ﬁ;y
5 flw) = (311—_3?;
o 0= {5

8. f(z)=In* (2> — 8z —9) —In (1 +In*(z* — 8z — 9))
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x?—3
3/ (22 —1)*

1132

9. flx) =

e

10. f(z) = 17

1.14 Prubéh funkce

VysSetfete pribeh funkce a nacrtnéte jeji graf.

L o) = 1 fﬁ
2

2 fr) =12

3 J(2) = xe—i 2

4. f(x) = 2"

5. f(x)=e 7
1

6. f(x)= o

T )=

10. f(z) =
11. f(z) = Va2 e 3"
12. f(z) = arctg (%)

“13. f
14. f

(
(

15. f(z) = ext
(

16. f(z) =1In(1 — 2%)
17. f(z)=1- ln(ic?)

62:)375
18. f(z) =3+



19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

fa) = Va? =
@) =
fle) = 23:;1 1
f) =12
flay =220
o) =
f(z)=1In (x - 4)
fle) = ;:31

J(2) = 2;:62
flz)=e"-Vz

f@) =1 x—ix—l
fa)=w-ex

() = arcsin (1 2‘22)

23w +4)
fl@) = (x+1)3
f()=e-(2-2)
f(a) =5
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A1 f(:p):ln( 5 )

42. f(x) =

43. f(x) = e+

M f) =1 - 5"
15, f(z) = m
16 f(z) = %

47, flz) =1 —z)e®
48, f) =12 ;xg

49. f(z) = arctg (z* — 1)

1.15 Primitivni funkce

Vypoditejte integraly; promyslete, na kterém intervalu/intervalech primitivni funkei pocitame.

* 1. /x~sin2xdx

(x4 1)(2* + 22)
(22 4 2z + 3)?

2./
1 — 2
* 3. d
/x2—2x—8 o
4. /395211& (:c2) dx
sin z
5.
/9—c0s2x
4 — 2 4 23
) d
0 /x2—3:p—18 .
T
) d
7 /coszx v
s / L4
) — dz
zvV1+1lnzx
— 272
9./ v v dx
3 — 312 +3r—1
10 VT g

' 1+\/Ex
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11. /ln (x2 + 1) dz

A3 — 2
12. / (x —1) (22 +9) dz

13. /x2 cos (4x — 1) dz

2r — 12
14. dx
/ (x +3)Va +3
15. /xc0s2(5x) dz

2 — 203 + 272
16. d
/(1—x)2(1+x2) v

17 /x+a,rctgxdx

14 22

18. /ehsini’)xdx

19 / 3 — 18z — 41
) (22 =22 -3) (224 2)

3x
20. —d
/cosZ(x+3) v
21. /\/1—4x2dx

22. dx

/4x3+7x2+x+2
xd + 2

3r—12+3
23. d
/(:c2+1)(x—2) v

24. / > dx
9 + 22

Invz —1
25. ——dx
vr—1
26 / ! d
) —dz
Vb5 — a2

27. / x arctg x dx

42% — Tx + 2

1
29. / dx
T+ 22
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30. /$2€2xdl‘
222 + 22 — 1
31. / 2w,
x(z +1)2
32?2 —2 1
3. / drm -2 4l
2?(z —1)
33. /L.idx
5+ sin“x
34. /e3zsin(5x+1)dx
95 / 2?2+ 37 -9
x(z? — 6x +9)
1
. —d
36 /_4x2_2 T
37, / arcsin (Inz) ;-
T
38. /x2 sin (3z + 3) dx
39 / L d
o —————dzx
3vVz(l+ x)
Ta? — 252 + 20
40. d
0 / 3 — 4x? + 4o .
41, /L.idx
4+ sin“x
42. /(3x+1)ln(7x)dx
3 _ 2 2 2 _
43./395 0x+7x26dx
(22 +3) (x — 3)

1
44. —d
/ A/ 3x — 2 v

45 / L d
| —————dz
r—6yr+14

46. /2953 cos(l — bx) dx

dx

/ 523 + 1722 4+ 20x — 1
47
(x+2)2 (322 + 1)

48 / 22 — 623 + 1622 — 242 + 16

(— 22 (a2 + 4)

T
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64:)3
*49. d
/ ¢S —Gelr +18
50. / e** sin 5z dx
—z* + 623 — 22 — 97 — 10
o1. 5 T
(22 +1)" (22 — 3)
3
52. / dx
6r —x2—5
53. /cos (2x — 1) sin (3z) dx
eﬂ?
54. —d
/ 2 — 4ot 18
25 — 31z — 922 — 23
99. x
@+ 32 (= 1 5)
56. /hﬂ2 (3 —bx) dz
x
57. | ———d
/ cos?(2x) v
58. L dz
x? — 6x + 12
33 — 822 —3x — 4
59. d
/ Q2+ 1) (@2—1)
60. / R
2 cos?(5x)
61 / > d
.| ———dx
3zv1+1Inz
3 — Ta® + 4z + 20
62.
(2 — 4z +4) (22 + 4)
63. / SN B
V4 —ax? —4x
64. /anrctg 2z dx
9pd _ Ay 2 _ 9. _
65. / x* —4x° + 3x° — 2z 1dx
3 =222+

66. dx

/2x3+4x2+4x—|—5
5a2 + 43 + 4
203 + o

67. ——dx
V2 -1



68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

[#=sm
/
| s
/
/
[ e
/
| w=a
| S
/1
[
/
/
/
| waen
| 5=
/
/
/

3+ 4x
x2—8x+20

623 — 2122 + 20z — 10
(x —2)2 (22 4 2)

T

d
5O+x2—10x v

8 + 122 — 22 + 328

d
3+ 4x v

2x7 — 1226 + 2415 + 22

—9x+24

— 622 + 122

4+ 3% — 424

dx
213 +

e’ a,rcsm dx

l'
2 — 4x+7

202 +Tr + 8
x
3 4+ 222 + 4z

2® — 3z) sin(1 — 2z) dz

4x2+x+1
3ZL‘1I1 1—:10 dx

33 + 1022 + 11l + 4
3+ x)2 (14 2?)

dx

2x cos®

x2—|—6x—|—18

422 — 192+ 9
dz
3 — 622 + 9x
arctg(3z + 1) dx

20t —4ad + 322 — 20 — 1
3 —222 4+ 1

42” cos(1 — 3z) dz

dx

dx
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

/

/
[ oo

[
sz

\

[+
/7

3

202 —8x + 14
5rd — 1122 — 102 + 3

dx

T3 —

32

4o 4+ 42+ 3 v

=202 4+ T — 17

(22 —4x +4) (22 + 3)

r+1

2 — 6z +

134

32?2 + 262

+ 55

(z +4)°

623 + 27

r + 81

dx

(3 + 3x2) (9 +22)

1+ cos 295

222 +4—x

xd 4 223

3vx( 4+x

3:Eln 1—:10 dx

5+66x
3 — 62

— 3z —14

B+a?)(z 1)

/xsin\/.%dx

/

1 — 222
x (4 + 2?)

dx

dx

dx
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113

114.

115.

2 _
/z 4dx
xs + 4x
1 2
[(5)
T
272 —
/:2 1d:p
x° +x

/ 241 — 22
—dx
224+ 3x—4

3z
1_ 2
/7xdx
2 —5x+6

/arctg (%) du

22
/ 1
. — dx
zvV1+1lnzx
52 — 1
—d
/x(Qx— 1) ’

/62“ cos (e*m) dx

/ arcsin (Inx) de
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2 Vysledky nefeSenych piikladi !

2.1 Algebraické vyrazy

1.V:2_7x;podm.:x7éj:1,x7é2
x4 —1
—2ab
2. V:a_fb;podm.:a#:l:b
2zy
3. V=— 55 podm.: x # +y
e =y
x
4.V = ; podm.: x # +y
r—Yy

5. V:%;podm.:a#il,a#Q
a*—1

6. V =a2*(x —y); podm.: v # +1, 2 # —y

2.2 Nerovnice

1. x € (—o0,1) U (6,00)

2.z € 14
. x 2

2
9. z € <—oo, §> U (6, 00)
10. z € (—1,0)

11. 2 € (o0, —2) U (10,12)

12. z € 2 U (2, 00)
. T 00, 11 , 00

Vsechny grafy nize ve vysledcich jsou pouze ruéni nacrtky. Tvar jednotlivych kiivek proto nemusi byt vidy
dokonale pfesny a z praktickych divodu také neni obcéas dodrzené stejné méritko na obou soutfadnicovych osach.
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1

w

14.

2.3

10.

11.

c 15
.z —=,=
a

c b}
T —00, ——
"6

Vyroky

Pro vSechna pfirozena c¢isla x a vSechna kladna realna cisla y existuje celé ¢islo z takové,
ze pokud z je sudé, pak plati x -y = 2z.
Negace: 3z € N JyeR" Vz€Z : (zjesudé ) A (z -y # 22)

Existuje nekladné realné cislo p takové, ze ke kazdému celému ¢islu ¢ existuje pfirozené
¢islo n takové, ze p-q > 0 a zaroven n = p — q.
Negace: Vpe R, Jqe€Z VYneN:(p-g<0)V (n#p—q)

Ke kazdému celému nezapornému cislu z existuje realné cislo y a existuje pfirozené cislo
m takové, ze y = = nebo y > m.
m

Negace: 3z € Zf VyeR VmeN: (y%%) A (y <m)

Existuje prirozené cislo ¢ a existuje celé kladné cislo n takové, Ze pro vSechna nezaporna
realna cisla m plati, Zze n je liché a zaroven q - m # n.
Negace: Vg €N VneZ" ImeR] : (nneniliché ) V (¢-m=n)

Existuje racionalni ¢islo m takové, Ze pro vSechna nezaporna realna ¢isla y a vSechna cela
¢isla z plati m -y = x a zdroveil ¥ je raciondlni ¢islo.

Negace: Vm e Q dyeRS Jze€Z: (m-y#z)V <%¢@>

Ke kazdému pfirozenému cislu ¢ a kazdému redlnému c¢islu z existuje nekladné racionalni
c¢islo p takové, ze p - g je délitené ¢islem 3 nebo p — q > z.
Negace: 3¢ N JzeR VpeQ, : (p-q¢ nenidélitelné 3) A (p—¢q < 2)

Existuje nezaporné celé cislo z a existuje realné cislo z takové, ze pro vSechna prirozena
¢isla n plati, ze cislo z 4+ x je liché nebo z + x = 2n.
Negace: Vz € Zf Vz €R In €N : (z+ x neni liché ) A (2 +x # 2n)

Ke kazdému zapornému realnému cislu p existuje ptirozené cislo ¢ takové, ze pro vSechna
cela cisla y plati p > ¢ - y a zaroven ¢ < y.
Negace: Ip e R~ V¢geN 3FyeZ: (p<q-y)V (¢g>y)

Ke kazdému kladnému realnému ¢islu x existuje prirozené ¢islo n a existuje celé ¢islo z tak,
ze pokud z > n, pak x - z = 3.
Negace: Jz € RY VneN VzeZ: (x>n) A (z-2#3)

Existuje kladné celé ¢islo ¢ takové, ze ke kazdému pfirozenému cislu n existuje ¢islo m z
mnoziny Ny = N U {0} tak, ze n je liché a zéroven ¢q - m = n.
Negace: Vg € Z" IneN Vm e Ny : (n neniliché ) V (¢-m # n)

Existuje nekladné celé ¢islo z a existuje realné cislo y takové, ze pro vSechna prirozené cisla
m plati y = = nebo y > m.

Negace: Vz€Z, VyeR dmeN: <y7é3> A (y <m)
m
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12. Ke kazdému nekladnému realnému cislu p existuje celé ¢islo ¢ takové, ze pro vsechna pii-
rozend Cisla n plati p- ¢ < 0 nebon =p —gq.
Negace: dpe Ry V¢eZ IneN:(p-¢g>0) A (n#p—q)

2.4 Operace s mnozinami

1. A={-2,-1,1,2}, B = (0,3)
AUB = {-2,-1}U(0,3), ANB = {1,2}, A\ B = {-2,—1}, B\ A = (0,1)U(1,2)U(2,3)

y A
3
® @ |- -9
-2 -1 0 1 2 X

2. A=(1,3), B=1{0,1,2,3}
AUB={0}U(1,3), AnNB={2}, A\ B=(1,2)U(2,3), B\ A={0,1,3}

y A
3 |-------- o o)
A o o)
1 |-------- o o
0 1 3 X
3. A={-2,-1,0}, B=(-1,1)U{2}
AUB = (~1,1)U{-2,2}, ANB = {~1,0}, A\ B = {-2}, B\ A = (~1,0)U(0,1) U {2}
yl
®--------- ®---—----- 9 2
I [ |
-21 -11 0 .
® -1
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4. A=(-2,0), B={-1,0,1,2,3}
AUB = (—-2,0)U{1,2,3}, AnB ={-1}, A\B=(-2,-1)U(-1,0), B\ A=1{0,1,2,3}
|
o O 3
o o 2
o o 1
-2 0 X
o :]>-1
5. A=(0,2), B={1,2}
AUB=(0,2), AnB={1}, A\ B=(0,1)U(1,2), B\ A={2}
y
2 O O
1 o o
0 2 X

6. A={0,1,2}, B=(0,2)
AUB=1(0,2), AnNB=1{0,1,2}, A\B=0, B\ A= (0,1) U (1,2)

y A

2@

(=)
[—
[\

=
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7. A=1{0,1,2,3}, B=(1,3)
AUB ={0}U(1,3), ANB = {2}, A\ B=1{0,1,3}, B\ A= (1,2) U(2,3)

yk
3 Q
1 o ‘
0 1 2 3 X
8. A=(-1,0), B={-1,0,1}
AUB=(-1,00U{1}, AnB={-1,0}, A\ B=(-1,0), B\ A= {1}
y
® o |
® ®
1 0 X
@ ® 1

9. A={-1,1}, B=(0,2)
AUB={-1}U(0,2), AnB={1}, A\B={-1}, B\A=(0,1)U (1,2)
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10. A= (-2,0), B=1{0,1,2}
AUB = (-2,00U{1,2}, ANB =0, A\ B =(-2,0), B\ A= {0,1,2}

y
[ o 2

[ o 1

A >

2 0 X

2.5 Vlastnosti mnozin v R

M= (-1,1)u{2}
min M = neex.,max M = 2,inf M = —1,sup M = 2
M° = (-1,1),hM = {-1,1,2}, M = (-1,1) U {2}, M’ = (—1,1),
mn.izol.bodt M = {2}

—_

(\V]

. M= (-2,-1)U(-1,0)
min M = neex., max M = neex.,inf M = —2,sup M =0
M° =M, hbM ={-2,—-1,0}, M = M' = (—2,0), mn.izol.bodt M = ()

M= (0.5)0(5:3)

min M = neexr.,max M = 3,inf M = 0,sup M =3

M = (o, g) U (gza) WM = {o, gs} M = (0,3), M" = (0,3), mn.izol.bodt M = 0
. M={-1}uU(0,4)

min M = —1, max M = neex.,inf M = —1,sup M =4

M° =(0,4),hM = {-1,0,4}, M = {-1} U(0,4), M’ = (0,4), mn.izol.bodt M = {—1}

@

W

ot

M=(-1,1)U(1,2)U(2,3)

min M = —1, max M = neex.,inf M = —1,sup M = 3

M° = (-1,1)U(1,2)U(2,3),hM = {-1,1,2,3}, M = (—1,3), M' = (—1,3),
mn.izol.bodt M = ()

6. M ={-3}U(-2,0)
min M = =3, max M = 0,inf M = =3,sup M =0
M° = (-2,0),hM = {-3,-2,0}, M = M, M’ = (—2,0), mn.izol.bodd M = {—3}

7. M= (—00,2)U(2,3)
min M = neex.,max M = 3,inf M = neex.,sup M =3
M° = (—00,2)U(2,3),hM = {2,3}, M = (—00,3), M’ = (—00, 3), mn.izol.bodia M = ()

o

M = (2,3)U(3,)
min M = neex., max M = neex., inf M = 2,sup M = neex.
M° = M,hM ={2,3}, M = (2,00), M' = (2,00), mn.izol.bodt M = ()
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

M = (—1,0) U (0, 00)
min M = —1, max M = neex.,inf M = —1,sup M = neex.

M° = (_170) U (07 oo),hM = {_170}7M = <_17 OO)aM/ = <_17 OO), mn.izol.bodi M = (Z)

M= (-2-1)U(-1,0)

min M = —2, max M = neex.,inf M = =2, supM =0

M° = (=2,-1)U(~1,0),hM = {-2,-1,0}, M = (—2,0), M' = (-2,0),
mn.izol.bodt M = ()

M =(0,1)U(1,2)
min M = neex.,max M = neex.,inf% =0,supM =2
M° =(0,1)U(1,2),hM = {0,1,2}, M = (0,2), M' = (0,2), mn.izol.bodii M = ()

M = (—00,0) U (0,1)
min M = neex., max M = neex.,inf M = neex.,sup M =1
M° = M,hbM ={0,1}, M = (—o0,1), M' = (=00, 1), mn.izol.bodd M = ()

M =(2,3)U(3,4)
min M = 2, max M = neex.,inf M = 2,sup M = 4
M°® = (2,3)U(3,4),hM = {2,3,4}, M = (2,4), M' = (2,4), mn.izol.bodt M = ()

M =(2,3)U(3,4)
min M = neex., max M = neex.,inf M = 2,sup M =4
M° = M, hM ={2,3,4}, M = (2,4), M’ = (2,4), mn.izol.bodi M = ()

M = (0,6) U {8}
min M = 0,max M = &,inf M = 0,sup M =8
M° =(0,6),hM = {0,6,8}, M = (0,6) U {8}, M' = (0,6), mn.izol.bodtt M = {8}

M= (-3,-1)U(1,3)
min M = neex.,max M = neexinfM =—-3,supM =3 o
M° =M, bM ={-3,—-1,1,3}, M = (—3,-1) U(1,3), M’ = M, mn.izol.bodi M = ()

M =(0,1) U{2,3}
min M = neex.,max M = 3,inf M = 0,sup M =3

M° = (0,1),hM = {0,1,2,3}, M = (0,1) U {2,3}, M’ = (0,1), mn.izol.bodt M = {2, 3}

M={-1}U(1,)
min M = —1, max M = neex.,inf M = —1,sup M = neex.

M° = (1,00),hM = {-1,1}, M = {-1} U (1,00), M’ = (1, 00), mn.izol.bod& M = {—1}

M =(0,1)U(1,2)
min M = neex.,max M = 2,inf M =0,supM =2
M° = (0,1)U(1,2),hM = {0,1,2}, M = (0,2), M’ = (0,2), mn.izol.bodid M = ()

M = {_27 _1} U (074>

min M = -2 maxM =4,inf M = -2, supM =4

M° = (0,4),hM = {-2,-1,0,4}, M = {2, -1} U (0,4), M = (0, 4),
mn.izol.bodt M = {-2, —1}

M= (-1,7)U(7,9)

minM = —1,maxM = 9,inf M = —1,sup M =9

M° = (=1,7U(7,9),hM = {-1,7,9}, M = (—1,9), M' = (—1,9),
mn.izol.bodt M = ()
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

M = (1,3)U(3,00)
min M = 1, max M = neex.,inf M = 1,sup M = neex.
M° = (1,3)U(3,00),hM = {1,3}, M = (1,00), M’ = (1,00), mn.izol.bodt M =0

M = (-5,-1)uU{1}

min M = neex.,max M = 1,inf M = =5, supM =1

M° = (=5,-1),hM = {5, 1,1}, M = (-5, 1) U {1}, M’ = (-5, 1),
mn.izol.bodd M = {1}

M= (—%,o> U{1}

1
min M = neex.,max M = 1,inf M = —§,supM =1

1 1 — 1 1
( 2’0)’ { 270’ }7 < 2’O>U{ }7 ( 270>7

mn.izol.bodd M = {1}
M = (=00, =3) \ {4}

min M = neex., max M = neex., inf M = neex.,sup M = —3
M° = M,hM = {-3,—4}, M = (—o0, —3), M' = (—o0, —3), mn.izol.bodt M = ()

M = (—o00,—6) U (=6, —5)
min M = neex., max M = neex.,inf M = neex.,sup M = =5
M° = M, hM = {-6,-5}, M = (—o0, —5), M' = (=00, —5), mn.izol.bodt M = ()

M =(0,1)U(1,3)
min M = neex.,max M = neex.,inf M = 0,sup M =3

M° = (0,1)uU(1,3),hM = {0,1,3}, M = (0,3), M’ = (0, 3), mn.izol.bodis M = {)

M ={-1}uU(0,2)
min M = —1,maxM =2,inf M = —1,sup M =2
M° =(0,2),hM = {-1,0,2}, M = {-1} U (0,2), M’ = (0,2), mn.izol.bodt M = {—1}

M = (3,25) U (25, 00)
min M = 3, max M = neex.,inf M = 3,sup M = neex.
M° = (3,25) U (25,00),hM = {3,25}, M = (3,00), M’ = (3,00), mn.izol.bodida M = ()

M ={1}U(2,3)
min M =1, max M = 3,inf M = 1,supM =3
M° =(2,3),hM ={1,2,3}, M = M, M' = (2,3), mn.izol.bodit M = {1}

M ={-3}U(-2,0)

min M = —3, max M = neex.,inf M = —3,supM =0

M° = (—2,0),hM = {-3,-2,0}, M = {-3} U (—2,0), M’ = (—2,0),
mn.izol.bodt M = {-3}

M = (0,e)U (e, 7)
min M = neex.,max M = 7,inf M = 0,sup M =7
M° = M, hM ={0,e,7}, M = (0,7), M' = (0, 7), mn.izol.bodti M = ()

M =(0,2)U(2,100)
min M = neex.,max M = 100, inf M = 0,sup M =100
M° = (0,2)U(2,100),hM = {0,2,100}, M = (0,100), M’ = (0,100), mn.izol.bodt M = ()
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

M =(0,2) U{r}
min M = neex.,max M = m,inf M =0,supM =7
M° =(0,2),hM ={0,2,7}, M = (0,2) U {r}, M' = (0,2), mn.izol.bodi M = {r}

M = (0,27) U (2w, 7)
min M = neex.,max M =7,inf M = 0,sup M =7
M° = (0,2m)U (27, 7),hM = {0,271, 7}, M = (0,7), M' = (0,7), mn.izol.bodii M = )

M = (-6, —7) U (—m,0)
min M = neex.,max M = 0,inf M = —6,sup M =0

M° = (=6, —7) U (=, 0),hM = {—6, —7,0}, M = (—6,0), M’' = (—6,0),
mn.izol.bodt M = ()

M ={-3}U{0,2)
min M = =3, max M = 2,inf M = —3,sup M = 2
M° =(0,2),hM = {-3,0,2}, M = M, M' = (0,2), mn.izol.boda M = {-3}

M = (o,

7

Mu(z

47

4

7

U

min M = neex.,max M = 1,inf M = 0,supM =1

M° = (o,

s
4

vl

M =(0,2) U{3}
min M = neex.,max M = 3,inf M = 0,sup M = 3
M° =(0,2),hM = {0,2,3}, M = (0,2) U {3}, M' = (0,2), mn.izol.bodta M = {3}

M = {2} U (4,6)
min M = 2, max M = 6,inf M =2,sup M =6
M°® = (4,6),hM = {2,4,6}, M = M, M' = (4,6), mn.izol.bodi M = {2}

M = {0} U (m, 4)
min M = 0,max M =4,inf M = 0,sup M =4
M° = (m,4),hM = {0, 7,4}, M = M, M' = (7,4), mn.izol.bodi M = {0}

M= (-2,2)

min M = —2,max M = 2,inf M =

™
47

T
1),hM:{o,—,1},
4

M =(0,1), M" = (0,1), mn.izol.bodi M = ()

—2,supM =2

M® = (=2,2),hM = {—2,2}, M = M, M’ = M, mn.izol.bodt M = ()

™

= (03

T

27

?

min M = 0,max M = neex.,inf M = 0,sup M =3

M° = (o,

™

2

Jo(

™
27

3>,hM:{O,g,3},

M = (—4,—7)U (—m,0)
min M = —4, max M = neex.,inf M = —4, sup M =0

M°® = (—4,—7) U (—7,0),hM = {—4, —7,0}, M = (—4,0), M' = (—4,0),
mn.izol.bodt M = ()

M= (0,

7

23

2

7

3)

M =(0,3), M" = (0, 3), mn.izol.bodi M = ()

min M = neex.,max M = 3,inf M = 0,sup M = 3

M° = (o,

T
2

2)ul

™
27

3>,hM:{O,g,3},

M =(0,3), M" = (0, 3), mn.izol.bodi M = ()
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. M =(-4,-3)U(-3,0)

min M = —4, max M = neex.,inf M = —4,supM =0

M° = (—4,-3)U(=3,0),hM = {—4,-3,0}, M = (—4,0), M' = (—4,0),
mn.izol.bodt M = ()

. M =(0,3)U(3,4)
min M = neex.,max M = neex.,inf M = 0,sup M =4

M° = M,hM = {0,3,4}, M = (0,4), M' = (0,4), mn.izol.bodi M = ()

. M= (—o0,-1)U {i}

1
min M = neex.,max M = Z,infM = neex.,sup M = 1
1] — 1
M°® = (—o0,—1),hM = {—1, Z} ,M = M, M = (—o0,1), mn.izol.bodit M = {Z}

. M=(0,1)U(1,2)
min M = neex.,max M = 2,inf M =0, sup M = 2
M° =(0,1)U(1,2),hM = {0,1,2}, M = (0,2), M' = (0,2), mn.izol.bodii M = ()

M= (%2> U {10}

min M = neex.,max M = 10,inf M = E,SupM =10

1 1 — /1 1
M°=(—,2),hM ={—,2,10¢,M = { —,2 YU {10}, M’ = ( —,2
<1O7 >7 {107 ? 0}7 <1O7 >U{ 0}7 <1O7 >7

mn.izol.bodi M = {10}

—_

Defini¢éni obor funkce jedné proménné
. Dy = (=2,0)U(0,3)
. Dy =(-1,2)

. D;=(0,1)U(1,2)
Df: (_172)
. Dy =(0,1)U(1,2)
. Dy = (~00,0)U(0,1)
. Df:R\{(%Jrl)%,kEZ}
3 1
- (-3 )oY
Dy — (%2) U(2,3) U (3,4)
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12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

2.7

Df:<_¢m,_,/§+4>u< §+1,\/6T4>

D; =R\ {-1,1,3}
D¢ = (—00,0) U(1,00)

Dy =(2,3)U(3,00)

D; = (—\/5, 1) U (\/5 oo)

Df:R\{—\/ngzkw,\/g+2kw;kez}

Defini¢éni obor funkce dvou proménnych

Dp={(z,y) eR*2—a0—-2*>0,2—-2"—y*>0,2—2"—y* #£1}

yh
-1~
[ 7 \E
L }
\ 0 1 V2
\ /l/
N \\ ///
T
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2. Dy ={(z,y) ER*;y <4 —2a’ y# —20+2,y> 2z}

N yl\

—2x+ 2

47



1

5. Dy ={(z,y) e R*;y <3 —a,y>a®>+2}

N

\
<|5~ \
___J————|—\—o——%___>
\ 0I 1 2 X
2 \/
| A
' /
N\
-~
N\
: y=—x+%
| y A I
N\l I
?\ |
\ /
\ /y=x2+2
/
N 3 ,
N s
-
N
= —x+3
\y x
x
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7. Dy ={(z,y) e R*;2% +y* > 4, [y| > 1}

yh

49



\
<
=y

y=2-—x

9. Dy = {(z,y) e R*;2° + (y+1)* < 2, y # —|z|}

50



10. Dy = {(z,y) € R*;2” +y* # 1} \ {(0,0)}

51



12. Dy ={(z,y) e R*;2>0,2°+y* -9 >0} U{(z,y) e R*;2 <0, 2> + y* — 9 < 0}

y A
|

=0 —
e
/

[

\

\

N s

\_?/
|
|

13. Dy = {(z,y) € R*;2% +4* > 16, x # 0, |y| > 2}

y A

02



14. Dy = {(z,y) e R*;2y <1,y #0, y # z}

yh\ /
/7 V=X
\ /7
\
/ -~ — .
———————— o - - - - — — >
g
7 N\
d \
/
Y |

15. Dy ={(z,y) e R*;|y| <2, 2 #0,y <4 —2?}

v A
| 4

23



16. D; = 2.2
r={(r,y) eR*2?+y* <e 2®+y*>0,1—|z| £y}

yh
Ve
~ 1
7
/ A D
/ N
l / \
| O —>
A N
/ /
N AN
/ ~ L - \
/7y=1+x y=1—x+~

17. Dy = %
f {(l’ay)ER79152+(y_1)221a9_‘x|zyayZO}

yh

& T

04



18. Dy = {(x,y) 6R2;x2+y2 <9, |z| < 1}

yl\

[98)

O [ ~o

yl\
—_ x=-y?—-1 x=y*+1
~— _ —
N\ /7
\ /
é-—l 0_4’1
/ \
/ N
7~ ~
- ~~ —
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20. Dy ={(z,y) e R*;[z| <1, 2° +y* <9,z #y}

yh

L

21. Df:{(x,y)ER2;x§3,x2y2—1, || 21}

/x=y2—1

yh

/
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22. sz{(x,y)eRZ;(x+1)2+(y—1)221,x+1>y,f<o}
y

a7



24. Dy ={(z,y) eR*;2* +y* >4, 2 - <y<2—z}

y A

3

25. Dy = {(z,y) e R*;2—|y| >z, " + (z+2)* > 1, |z| < 2}

A
N y
x=2—|y|\q x =2
N
N
N 2
N
O~
[ I‘ o
. -1 0 2
7
x=-2 7
7
7
2l

o8




26. Dy ={(z,y) eR*;2* +y* <16, (-2 + (y+2)*>1, (z +2)°+ (y—2)> > 1, 2 > y}U
{(z,y) eR*;2° +3y* <16, (2 —2)*+ (y+2)°>1, (2 +2)°+ (y—2)* <1,z <y}

VA
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28. Dy ={(z,y) eR*; |y —9/ <3,y > |z| -3,y >9— 27}

Y A

12
X o
\ 9 /
AN ZES /
\ / /
\
% P N
N\ r 6 \ /
\ / /
\ ] \ / }’=|x|—3
M ) -
I\ / \3 X
y=9—x2’ N7/ 1
| Y3
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30. Dy = {(x,y) cR*;y > logs z, © >0, |z] < 4}\{(2,0)}

v A
|
\
\
\
\ X
X —O >
0 1\ 2 4
N\
~
y:log%x = =4 _ _

1
31. Df:{(x,y)eRZ;—2+:c§y§2+x, —4 <x<l, x2+y2>i}

y=x+2
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-9
32. Df:{($ay)€R2§y>$2+5, (y—T)(y+1)>0,z#£0, —1§y3—§1}
T

33. Dy ={(z,y) eR*;—-1<z<e—-2 -1<y<1}

Ay

x=e—2

I
o,
I
I
I
|
-1l 0 X

I
I
I
?
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34. Dy ={(z,y) eR*;2> -2,y <9—2° -3+ <y<3+z}\{(25)}

yh
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36. Dy ={(z,y) eR*;|z| <y’ +1, -1<y <3, 2>+ (y—3)°>>1,2°+ (y—3)* #2}

yh \
/., \
\ U R 4

\

-

x=-y2—1 3-2 x=y*+1

37. Dy ={(z,y) eR*;20 -4 <y <2z +6,y>4—2° -1 <y <5}

y‘7y=2x+6
5 /
4
AN
\ y=2x—4
Y — oy —
\
\
0 \ 2 X
/A
/ \y=4-x
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38. Dy ={(z,y) eR*;-1<y<3,y<l—lz|, -y’ — 1<z <y’+1}

2.8

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

yh
\\ /\1 ’/
D y=1-|x| g
X=-y 1 /7 \ .
S 7/ \
\\ / N\ s x=yitl
\ \ ’
2 -1y, NEAN! 2
- 0 DN E
1 / \ 1
! / 7 NN 1
| 7/ N |
| // \\ |
R Y
P B A
/ -1 N

Parita funkce
Dy =R\ {—1,1}, funkce f je licha
Dy = (—1,1), funkce f je licha
D; =R, funkce f je licha
D; =R, funkce f je licha
Dy =R\ {0}, funkce f je suda
Dy = (=2.2)\ {5, 5}, fnkee f je lichi
Dy =(—4,4)\ {—m,0,7}, funkce f je suda
Dy =(—4,4)\ {—g, g}, funkce f je suda
Dy =(-2,2) \ {—1,1}, funkce f je licha
Dy = (-7,7)\ {—2m,0,27}, funkce f je suda
D¢ = (—m,m) \ {0}, funkce f je licha
Dy =R\ {-1,1}, funkce f je licha
Dy = (—1,1), funkce f je suda
D¢ =R\ {km; k € Z}, funkce f je licha
D¢ =R\ {0}, funkce f je licha
Dy =R\ {0}, funkce f je licha

D; =R, funkce f je suda
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18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

Dy

(=5, V5) \ {-2,2}, funkee f je licha

D¢ = (—1,1) \ {0}, funkce f je licha

D¢ = (—2,2), funkce f je licha

Dy =R\ {km; k € Z}, funkce f je suda

D¢ =R\ {0}, funkce f je licha

D; =R\ {(% + 1)%; ke Z}, funkee f je lichd
D¢ = (—1,1), funkce f je licha

D¢ = (—o00,—1) U (1, 00), funkce f je licha

Dy = U <—% + k, % + lm), funkce f je suda
keZ

Dy =R, funkce f je liché

Dy =R\ {-1,1}, funkce f je licha
Dy =R\ {-1,0,1}, funkece f je licha
Dy =R\ {0}, funkce f je suda

Dy = (—1,1) \ {0}, funkce f neni ani suda ani licha
D¢ = (—1,1), funkce f je licha

Dy = (—1,1), funkce f je suda

Dy =R, funkce f je liché

Dy =R\ {—1,1}, funkce f je licha
Dy =(—1,0)U(0,1), funkce f je licha
Dy =R\ {-3,3}, funkce f je licha
D¢ =R\ {0}, funkce f je suda

D; =R, funkce f je licha

Dy =R\ {% +kg} funkee f je liché
kEZ

Dy = (—oo, —\/E) U <—\/E, —3) U <3, \/E) U <\/E, oo), funkce f je suda

Dy =R\ {0}, funkce f je licha
Dy = (—1,1), funkce f je licha

Dy =R\ U{2k37r}, funkce f je suda

keZ

66



45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.
o4.

95.

96.

2.9

Dy =R\ U { } funkce f je licha

keZ
Dy =R\ {0}, funkce f je licha

Dy =(-2,0)U(0,2), funkce f je suda

Dy =R\ U { } funkce f je sudé
kEZ
D =R\ U {0, (2k+1)=- } funkce f je licha
keZ
Dy =R\ U {g —I—lm}, funkce f je suda
k€EZ
Dy =R\ {(% + 1)%}, funkee f je licha
kEZ
I I : ,
Dy =R\ U — §+2k:7r, §+2k:7r , funkce f je suda
keZ

D¢ = (—00,—3) U (3, 00), funkce f je licha
Dy = (—2,2), funkce f je suda

Dy = (—o00,—1) U (1,00), funkce f je suda

Dy =R\ U { + lm} funkce f je suda

keZ

Inverzni funkce

2 2
. Dy =R, f je prostd na intervalu -3~ %, —3 + %>
1 1— 2
fHx) = garcsin( 5 x) ~ 3 Dp1 = (-1,3)
Dy =(2,3), f je prostd na Dy
_ 5 1 r—4
f 1(95):5—5005( 3 ), Dy-1 = (4,4 + 3m)
2 . ,
—3 > f je prostd na Dy
1 2—=x 1 3 3
f ) g n( 3 )—g, Df1—<2—57T,2+57T>

5 5
Dy =R, f je prosta na intervalu <§ — g, §>

_ o 1 r—3
f 1(26):5—5&1"0(:05( 5 ), D1 =(1,5)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

5
. Dy =R, f je prostd na intervalu <—g, g b

_ 1 3—x 3
fHx) = §arccos< 5 ) ~ 5 D1 = (1,5)

2
Dy = <0 —>, f je prosta na Dy

"3
1 1 —2 3 3
f_l(:p):§—§sin(x3 >, Df—1:<2—§7T,2+§7T>

11
Dy =R, f je prostd na intervalu <§, 5(71’ + 1)>

1 1 -3
fHx) = 5 T arccos (xT) ., Dp=(-1,7)

Dy =R, f je prostd na Dy

1 1 r—3
Ha)= -+ ~tg [ = D= (—n+3 3
S (@) 4+4g( 5 > fr=(-7+3,7+3)
2 . ,
Df:<—oo,§),fjeprostanan
2 1 =
fﬁl(l') = g — g@ 45, Df—l =R

1
D; =R, f je prosta na intervalu 3~
1 1 -1
f_l(l') = g — garcsin (x 2 ) s Df—l =

D; =R, f je prostd na Dy
4 —
i) = -2 og (P20) . Dy = (o)

cw ol
\/

>
—~ | =

Dy =R\ U {4—1— g + k:w}, f je prosta na intervalu (4— g,4—|— il

kez
r—>5

fH(z) =4+ arctg (T) , Dy =R

2—m 1
D; =R, f je prosta na intervalu <T7T, §>

1 1 r—5
—1 .
f (:zc) = 3~ —4arccos ( 7 > , D= (—2, 12)

D; =R*, f je prostd na Dy
fzx)=3- ez, D;1 =R

D; =R, f je prosta na intervalu <—g + 3, T + 3>

4
1 -4
fHx)=3+ §arcsin (xT) . Dy =(2,6)
Dy = (2,00), f je prosta na Dy
Flz) =247, Di1 =R
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. Dy =R\ U {2 + g + k:w}, f je prosta na intervalu (2 _ T + z)
kEZ

-5
() =2 + arctg (xT) , Dy =R

. Dy =R, f je prostd na intervalu <2 — g, 2+ g>
—4

f(z) = 2 — arcsin (%) , D1 =(—4,12)

. Dy =R, f je prosta na intervalu (-3, -3 + )

f'(z) = arccos (7 _ x) -3, Dy1=(509)

. Dy =R, f je prostd na Dy

1 1 — 12
f*l(l’):§ 5111 (x 6 )’ Df*1:(12700)
1 =1
. Dr=R, f] ta int lu(—-——,—
f ,fJeprosanalnervau<4 4,4>
1 1
f(z) = 1 Zarccos( r—5), Djs1=(4,6)

. Dy =R, f je prostd na Dy

£ () = %m (“” - 4) 2 Dy =(4,00)

3 3 3
. Df =R\ U {—5 + (2k + l)g}, f je prosté na intervalu (—5 - Z, —3 + %)
keZ 5

1
fHx) = §arctg (36 — 4x) — 5 D;1 =R

2
. Dy = (—oo, §)’ f je prostd na Dy
1
flz) = 5 (6 — 7)), Dp1=R

. Dy =R, f je prostd na Dy

=g (1l (751) -1) D =)

3t -3
. Dy =R, [ je prostd na intervalu <—— T >

27 2
- 1 35 37
P ) = 5 (3 anccos (36 - 4) . Dy = (F.5F)
D; =R\ U _1—1—(21{:+1)z f je prosta na intervalu Lor 1 +2
T e U2 g 7P 2 47 2 4

1 — 1
fz) = §arctg (5 3 x) - -, Dy =R
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1
. Dy = (—oo, 5), f je prosta na Dy
1 2—x
f—%x)=:1(2—10ff>, Dir =R
. Dy =R, f je prostd na Dy
[N (z) =logy(4 —x) —4, Djy1 = (—00,4)
. , . 7 7
. Dy =R, f je prostd na intervalu ( 2 — 3™ 2+ o™
-5
f*(z) = 2 — Tarcsin (xT) . Dp1=1(2,8)

. Dy =R, f je prosta na intervalu (3,3 + 27)

4
f1(z) = 3 + 2arccos ( x) , Dp1=1(2,6)
m . , ) 11 5
. Df =R\ U {(51{: + 1)1}, f je prosta na intervalu (Z’ 1 + Zﬂ')
k€EZ
1 5 2 —
fx) = 1 + Zarccotg ( 3 x) , D1 =R

. Dy =R, f je prostd na Dy
o—2 Y
fHx) =2 +logs ° , Dy =|(—o00, =
2 8 2
. , . 3
. Dy =R\ {0}, f je prosté na intervalu <—, oo)

)=

arccos (S—Ta:) ’

Dy = (2,8)

. Dy =R\ U {10g3 <_% + lmr) }, f je prosta na intervalu (—oo, log, g)
keN

f1(z) = log, (arctg (5 ; x) - %) . Dp1=(—00,1)

4
. Dy = (—oo, g), f je prosta na Dy
1 T—x

fla) =5 (4=57), Dpa=R

. Dy =(0,00), f je prosta na intervalu <3’”, 1>

z—5

[y =355 D= (3,7)

1\2 /1\ "2
. Dy = (0, o0), f je prosta na intervalu (§> , (§>

3—x

) = (%)( b
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f je prosta na intervalu (— (

39. ;=R\ | {%1( Hm)}
R

kENU{~1,0}
1 5+ %
’ 2
40. f je prosta na Dy = (—oo, —1)

) Dy =R
f(z) = logs <ez4;5 + 2) , Dy1=R

41. f je prostd na Dy =R
f(x)=—-In (5%5 — 7r> . Dj-1=(5+2logs 7, 00)

42. Dy =R, f je prostéd na intervalu <10gé , oo)

f(z) = logs (7r — arccos (2 ; x)) , Dp-1=1(-2,6)

2.10 Limita
1.0

2. neex.; jednostranné limity 4oo

31
"2

4. neex.; jednostranné limity +oo
5.2

6. —oo

7.4

8. neex.; jednostranné limity 4oo
9. neex.; jednostranné limity oo
10. neex.; jednostranné limity oo
11. —12

12, ——

13. —

14, ——

15. 0

16. 0
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17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

—12

S Nl

neex.; jednostranné limity +oo
00

—00

00

neex.; jednostranné limity +oo
0

00

neex.; jednostranné limity +oo
0

00

neex.; jednostranné limity +oo

12
)

Q)
ot

DO | —

neex.; jednostranné limity oo

Wik 9 3k

NN

8 ol o
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44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
ol.
52.
93.
o4.
95.
96.
o7.
o8.
99.
60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.
68.
69.
70.
71.

72.

00

neex.; jednostranné limity oo
0

e

—00

0

neex.; jednostranné limity +oo
—00

neex.; jednostranné limity oo
-1

neex.; jednostranné limity +oo
00

neex.; jednostranné limity +oo
00

—00

0

—0o0

Nk 9

—4
neex.; jednostranné limity +oo

neex.; jednostranné limity +oo

73



73. 00
74. 0
75. neex.; jednostranné limity +oo

76. neex.; jednostranné limity +oo

77,

S N

78.
79. 0

80. oo

81. neex.; jednostranné limity +oo
82. —o0

83. 0

84. 0

85. —2

86. 1

87. oo

2.11 Vlastnosti funkce

1. Dy = (—o00,—1) U (1,00), funkce f je suda

i [(r) =0, lm f() =0, lm f(r) = oo, lim f(z) =00

P, = (g ¥ lmr,O), kde k € Z; P, neni

3
2. Dy =(—o0,1)U 2 oo), funkce f neni sudéa ani licha

li =In2, li =In2, li = li = —
Jim f(z) =1n2, lim f(z) =1n2, lim f(z) = oo, i flz) = —oo
P, =(0,In3), P, = (2,0)

3. Dy =R\ {0}, funkce f neni ani suda ani lichd

lim f(z) =neex., lim f(z) =0, lim f(z)=o00, lim f(z) =—o00

T——00 T—00 x—0+ z—0~

P, = (2—kn,0), kde k € Z, P, neni

4. Dy =(—1,1) \ {0}, funkce f je suda
lim f(z) =0, lim f(z)=0, lim f(z) =—o0, lim f(x)= —o0
z—1- z——1+ z—07F z—0~
P, neni, P, neni
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5. Dy = (—oo, —\/i) U (\/i, oo), funkce f je suda

lim f(z) =00, lim f(z) =00, lim f(z)=—o00, lim f(x)= —o0
r——00 Tr—r00 zaf\/ii 1_4)\/54’

P, = <—\/§, 0), P, = <\/§, O), P, neni
1 . 1
6. Dy = (—oo, —5) U (7, 00), funkce f neni suda ani licha

lim f(z)= il/g, lim f(z) = { 1, lim  f(r) = o0

T—r—00 T—00 2 1)

-
P, =(7,0), P, = neni

7. Dy =(—2,0) U (0,00), funkce f neni suda ani licha
lim f(z) =0, lim f(z)=o00, lim f(z) = -0
T—00 z—07F —0~

P, = (k:27r2 — 2,0), kde k € Z; P, neni

3
8. Dy = (—oo, —5) U (1, 00), funkce f neni suda ani licha

limf(z) = \/g lim f(z) = \/g lim _f(z) = o0

P, = (1,0), P, neni
9. Dy =R\ {—1,1}, funkece f je lich4

lim f(x) =—o00, lim f(z) =00, lim f(z)=—00, lim f(z)= 0
z—1+ x—1- rz——1t rz——1—

lim f(z) =0, lim f(z)=0,

T—00 T——00

P, =1(0,0), P, = (0,0)

10. Dy = (—o00,—1) U (1, 00), funkce f je suda
li = li = li = li =
Jm f(z) = oo, lim f(z) =oco, lim f(z)=oco, lim f(z)=oco
P,, P, nejsou
11. Dy =R\ {—1}, funkce f neni suda ani lich4
Jm fe) =1, lm f(z) =1, lim f(z) =—oo0, lim f(z)=oco
P, =(0,0), P, = (0,0)

12. Dy =R\ {0}, funkce f neni sud4 ani licha
lim f(z)=1, lim f(z)=1, lim f(z) =0, lim f(z)= o0
T—00 z—0t z—0—

T—r—00
P,, P, nejsou

2.12 Derivace funkce

1. fl(x)=12- Lél) -In (E)

x(2? —4 x
24
Df:{JZGR;x >0};Df/:Df
x(6—x) &2
2‘ / = — 3—x

Df:{{L‘ER;{L‘%?)};Df/:Df
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1
") = ——— -arctg Va2 — 1 + ——
f() 2v/x — 1 & :E\/l’-f-l
Di={zeR;z>1}; Dp ={x e R, x> 1}

0= e ()
D, = {xeR, T o}; Dy = D\ {-1}

e (22 — 1)(cos 2z — 2 sin 2) — x cos 2)

/

xr) =
e g
Dy ={z €R; |z| >1}; Dy = Dy

L 1
f(x)_ﬁ)\%?.x(x—kl)

x
Dy = ER;, ——>0p: Dp =D
f {x " r+1 }’ f f

22 1+ a3 ~3
/ — log4. .
R el erd)
Df:{ZL‘ER; {L‘37£1};Df/:Df\{—1}

2
! — —
fle) = cosw
Dy = {xER %M)’ sin:c;é—l};Df/:Df
i Vacosx - siny/z — |sinz| - cos/x
= 4/ cos

2v/sinx - \/x - sin® /1
Df:{xeR;smxzo sm\/_?éO} Df/_{xeR;sinx>0,x>0,sin\/§>0}

1

10. f'(z) = (sin3- (1 +27)) 2
Dy ={z € R;z+v1+2a? > 0}; Dy = D
x sin(In x) + Cos(ln x)
11. f'(z) = —/ —1)- :
/') cos( cos(ln x)
Dy ={z €R; x>0, cos(lnz) >O} Df/—{xER x>0, cos(lnzx) > 0}
19 1—2952 (11— 222 cosx+4x(smx+1)
' smx—i—l — 212)2
xERx;«é ,D —{xéRw#—smx—i—l;«éO}
13. f'(z) =y 1 —4a3 2' (42 — 1) sinz + 122°(cos z — 2)
cosx — 2 (1 — 4a3)?

1
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

fl(z) =6z /In (i) - 234”3

3x
VI (55)
Dy = eR;z>0,1 ! >0p; Dp = eR;z>0,1 ! >0
fF=37 , L , 1n 3z ) = 3 =937 X , In 37

f'() :4sin\/m+8x-%
Di={reR;4x+1>0}; Dp ={z €R; 40+ 1> 0}
fl(w) =1

Dy ={z € R;sinxz+cosz #0}; Dy = Dy
fi(w) = -1

Dy ={x € R;sinx # cosz}; Dy = Dy

B —422 + 5+ 3
3/ (2 +1)%(z +1)3

1
Df:{xER;x%—l};Df/:{xGR;x%—l,x#—i}

f'(x)

) = e~ (423 + 1022 + 62 + 7)
(22 +1)3

1
Df:{l'ER;{L'#—i};Df/IDf

—2e (22 +4x+5
ey = 2T 0ED)

(2z +2)
Df:{xER;x;é—l}; Df/IDf

_e(92° + 62 — 2)

o) = “EELE
Df:{$ER;$7£O};Df/:Df

1

Fi@) = 50 -2 s

1 1
Df:{:cER;x7é—§};Df/:{xER;x#—i,x#O}

4 1

() = —=(82® — 62 + 1)}/ ———

fla) = =307 = 6x+ Vi) e 510
1

Df:{$ER;l’7é0,x7é§};Df/IDf

2022 + 17z +4
3/ (x —2?)%(4 — bx)3

4 4
Df:{xER;x#g};Df/:{xER;x#g,x#O,x#l}

f'(x)

7



-3 -2z

322 . /a2
Df:{{L‘ER;{L‘%O};Df/:Df

fl(x) = eatsivT.

1227 422+ 18
38/(z2 — 1)2- (3 + 1)3

1 1
Df:{xER;x#—g};Df/:{xeR;x#—g,x7él,x7é—l}

- f'(2)

10z +1
(2x — 5)3Y/(1 — 3x)?
5 5 1
Df:{xGR;x#i};Df/:{xGR;x%i,x%—}

3
f(x) = sin (2\3/1‘ — 3) B 222 — 182+ 8
' O 3y(x—32  (20-9)(4—=?)
Dy = (-2 u (2.3 )i Dy = D7\ (3}

@) =

9z +2 — 12v/23
4(1 — Vx)(3z — 2)V/ a3

2
Df = (g,l), Df/ = Df

- f(x) =

52% — 48xv/12 — 2
€Tr) =
3V/x? - (8 — /x)(2 + 22)
Dj = (—00,8%); Dy = Dy \ {0}
52% + 622 — 20 , 2(1)
n

.f'(:c)=2\/x37_1‘(2_5x)3's1 =
Df = <1’OO); Df’ = (1’00)

3
2z +1)(2—12)4/In (“—“)

o= (iahor-G)
2 <e“2 (2 In(2?) — 1) + 4)

- fle)= 3z3/In(22) - (e2® — 4)2
Dy =R\ {-1,0,1}; Dy =R\ {—1,0, 1, —vIn4, \/hT4}

- () =

12 — 222 — 3z

o) = 235’/(:(:2 —4)2. (z—3)3

Dy =R\ {3}; Dy =R\ {3,-2,2}
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2.13 Stacionarni body funkce

, 62 — 16
L @) =g
A —
. pla) — 2+ 1)

S 3Ya-(2e— 1)

R Y

/ o 1— 25z
3‘f($)_33(5x—1)2~($—1)13 1
Dy =R\ {1}; Dy =R\ {1,5}; SB = {%}
4 ) 2(1 + 122)

T 592 - (1- 32)°

oo (o o3} - -]

o —2(122% 4 22 — 9)
5. f'(z) = 33/(1—27)2 - (1 — 3z)3

o i oeem (3o (257)

, 2x3~eﬁ-(3—x2)
6. f'(z) = (1—22)2 (1 +22)2
Df = R\ {—1, 1}, Df/ = Df; SB == {—\/5,0, \/g}

N 2z(112% — 15)
7. f (37) T3 (4 _ 31.2)2 . (33'2 _ 1)5

4 /15 /15
DfZ]R\{—l,l},Df/:]R\{—l,l,g},SB_{0, i ﬁ}

pon 2(22 — 8)In®(2% — 82 — 9)
8 @) = s — o)t i — 8 —9))
Dy = (—00,~1) U (9,00); Dy = Dy; SB = {4,4 + /26,4 — \/%}

RNy

10. f/(;c) — 2¢” gi __Sg— 2)

Df:R\{%}; Dy = Dy; SB = {11;/?}
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2.14 Prubéh funkce
1. Df =R, P,:(0,0), P, : (0,0), f je licha

/ . 11— l‘2 r
f(x)_7(1+ 22" Dff=Df

" 21‘( 3) "
fi(x) = e Df"=Df

lmm lmax
y=
y A
! f(x) - 1+x2
1 V3
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. Df =R\ {1}

, _12—2?5_1 r_
f'@) == g7 DI =DJ
4 Df" = Df

f”(ZL‘) — ma

[.max.

y:x+1

\/
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3. Df =R\ {2}, P, : <0,%),mh_>ngof(x):oo

z+1

f'(z) :exm, Df' = Df,
f”(x) = (91;46—2)3 (x2+2.%’—|—2),Df//:Df

x=-2

) \.\

|

|

|

|

|
)
19

[.min.
T
) -1

\/

y A

x+2
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4. Df =R, P,:(0,0), P,:(0,0), lim f(x)=o00

T—r—00

f'(x)_efxl“(?—l“) Df'=Df
ff(@)=e"(2—4z+2), Df" =Df

\/\

L. mln

2+\/—

yﬂ

f(x) =x%e™*

2 -2 2 2++2
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5. Df =R\ {-1,1}, xE{ri+ f(z) =0= liril_ f(z), [ jesuda

! % —2

fl(z) =e= ‘lﬁa Df'=Df
NeN o 3z —1

f (x)_2€.r *1m, Df”:Df
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6. Df =(0,00)\ {1}, lim f(z)=0

z—0t
/ -1 /
fl(x)=—=—, Df =Df
rIn®x
| 2
(z) = 2122 D= Df
z21n° x
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7. Df =R\ {—2,2}, P, :(0,0), P, : (0,0); f je licha

! _3(.%’2—1-4) [
f(x)—g(la nE , Df'=Df
" _6*7;(1' +12) "
f (@—W Df"=Df
/'"x/' .:7'
; 1
122 1 2
\/i./\IB\/ i./\
yﬂ
2 0 :
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9. Df =R, P, : (km,0), kde k € Z; f neni periodické, limita v —oc neexistuje
() =e*(cosx —sinz), Df' = Df
f"(x) = —2e"cosz, Df" =Df
lok. maximum v x = % + 2km, kde k € Z
5}
lok. minimum v x = v + 2k, kde k € Z

inflexni body z = g 4 kr kde k € Z

NB lmin. NB l.max. NB Lmin.
° ° 'S ° ° ® ® ®
37t 3z T 0 I T - 5m 3m o
4 2 4 2 4 2
/\IB\/IB/—\IB\/IB/\
y A
f(x) =e*sinx
3 5 3_7T
————— >
—T T X

N
NI
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10. Df =R\ {0}

e{L‘

fl(x) = A= Df'=Df
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11. Df =R, P, : (0,0), P, : (0,0)

1—=x

ro) =3 () o =R\ )

2 2212 —4xr—1

f'@) =g = e DI = Df
l.min. l.max.
® ° *— ° y=0
2-ve 2+6

2 0 1 2

\/ 1B /\NB/_\IB\/
y A
f) = YaZes
2 — \/8 0 1 2+ \/g ‘
2 2
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12. Df =R\ {0}, funkce f je licha
1

f’(ﬂf):—ma Df'=Df
" _ 2z n__
/') = g DI =DJ
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13. Df =R\ {0}, P, : (3,0)

flz) =es <—1—i+%),Df’:Df

)
,, 13+ bz
f'(a) = er =22, Df" = Df
x:0|
\I.\
|
[
y=—-x+2 |
'Y y=-x+2
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R\ {3}, P, : (o, e%)

14. Df

o~

fG) =ev

- N e

Vllll

1
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15. Df =R\ {1}, P, : (0,¢73)

/ _ ﬁi =
flx)=e (x_|_1)2’Df_Df
" o ﬁ&l_ﬂ”) "n__
f(x) = (x_|_1)4’Df =Df
y=e (I;/ — e y=e
-1 |
| yﬂ
c—//:
-1 1 X
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16. Df = (—o0,1), P, : (0,0), P, : (0,0)

32

f/(l') :_1_1.37 Df/:Df
3
/() =—%, D" = Df
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17. Df :R\{—l,o,l}, P, (_\/an)a
Dff=Df

2

f(x) = T (22)
f'(x) = ﬁf@z)

\x‘—j

P, : (y/e,0), funkce f je suda

(In(z*)+4), Df" =Df

e x=1

:°\ / /

I

I

I

I

I

I
S
Y

I
|
I

Yy = O

/\

-1

1

AL

y A
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18. Df =R\ {1}, P,: (0,3 +¢7?)

2x—5 _
vy 2075 (22 — 8z +9) " _
f (:E)— (l‘—l)4 ’Df B
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19. Df =R\ {—2,0,2}, funkce f je licha

() = M> Df'=Df

In* (%5)
) _4-(8 ln(16)> o
f(l‘)_ 3 (x4 7Df _Df
In (16)
x=2
'o 'e
| |
/\I \ \I \ /
| |
[.max. : : l.min.
® ® O O O @ '
—2e2 —2e ) : 0 ) 2e 2e?
| |
NN NV AR
[ N 1
yﬂ
—2e? —2e
2! o) .
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20. Df =R\ {0,1,2}

rroN —2

S = o — s )
2(4+In(2? — 2z + 1))

(r —1)2In*(22 — 2z + 1)’

,Df'=Df

() = D= Df

1
In(x2-2x+1)

f(x) =

\/
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91. Df =R, P, : (~1,0), P, : (3,0), P, : (0, —3)
fl(x) =e (2" +4x+1), Df' = Df
f"(x) =e*(2* —6x+3), Df' =Df

\/\

lmm lmax
2+\/_ 3+\/_
y A

fx) =e™*(x?—2x—3)

2+V5 3++6

100

\/



22. Df = (—o0,1), P, : (0,0), P, : (1,0), P, : (0,0)

2 — 32

3rt — 423
1/ — D /! :D /
1w = D=
\ afl /
[.min.
NB l.max.
—o — o - —— ————

0 2 1

yﬂ

fx) =+/x?2—x3

101

Y



R\ {-1,1}, P, : (0,0), P, : (0,0); funkce f je licha

23. Df

Df'=Df

622 — 224
(1 —a2)2’
4a(2? 4 3)

f'(x)

Df" = Df

(1 —22)3"°

() =

y=-2x
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24. Df =R, P, :(0,0), P, : (0,0); funkce f je licha

2(22% + 3
f’(@z%, Df' = Df
—2x(22% — 3
Ry
y=sX ° y=s5X

IS
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25. Df =R\ {0}, P, : (3,0)
1 1

f(x)zﬁ'W7Df=Df\{3}
" __3. 1 = 4 "
f"(x) = (1_§)2 ot , Df" =Df
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26. Df =R\ {-1,1}, P, : (0,0), P, : (—V/2,0), P, : (v/2,0), P, : (0,0); funkce f je lich4

, _—ZL‘4+£L‘2—2 ;-
f(f)—wan—Df
" _21‘(£L‘2—|—3) "o
f(«%’)—m,l)f =Df
x=-1 X = 1|.

NB

1 p y=-Xx
-1 0 1 V2
:\_/IB/\ \/
[ B [ J

: VA N

I

I

:

! 2x-x3

L\ f(x)=ﬁ

-1 0 N\~ 1

/
U |

105



27. Df =R\ {1}, P, : (3,0), P, : (—1,0), P, : (0, 3)

—x?+2x+ 11
/ — D/:D
f@) === DI’ =PI
x? —2x — 23
" :2—D”:D
o:x=1
\/ I/\
|
0 l.min. NB : NB l.max
y= L . . -0 ° * ® y=20
1-2v6 1-2v3 -1 1 1+2V3 1+2V6

N P N

y“/

: ‘ f(x) _ xz—_2x—3

1-2V6 1-2V3 /

1 3 1+2V3 1+2V6
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28. Df = (—00,0) U (4,00)

x(z —4)

= Df

, Df’

Df//:Df

2 (x — 4)2

42z — 4)

() =

107



29. Df =R\ {-1}

:L,ea:f?)

f(x) = CESIE Df'=Df
2 r—3
f”(.%’) _ (IL'(::——'_l)ljB : Df// — Df
: l.min
y=10 o .
/_\'1: \0—//
o
x=-1, y1

l fo =57
L -1 0 ’

108



(1-+/5,0), P.: (1+5,0)

30. Df = (—o0,—1)U(3,00), P, :

f(x) =In(x? — 2x — 3)
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31. Df =R\ {-1}, P, : (0,2)
—zt2)

F@) =S PP =P/
" . e_“”(xQ +4x + 5) "
f(z) = 2(z + 1)3  Dff=DJf

x=-1

flx) =

e—x

2x+2

110

\/



32. Df:R; Px : (070)7 Py : (070)

;o\ €7(3r+1) )
f(x)—43\g/ﬁ , Dff =R\ {0}
_e"(92% + 6z — 2)

f'(x) = 9Y/a5

R

,Df//:Df/

l.min. NB
y= 0 @ —@ g ®
13 1 0 -1+V3
3 3 3
/N S~ T VRN
y A
f(x) = ez
-1-V3 1
3 3 ‘
3 3 -1+/3 ¢
I

111



33. Df =R\ {~1}, P, : (0,0), P, : (0,0)

/ _13 1 I .
7 23 1 3 1). Df" = Df'
f (.’L’)—-g $5(l’+1)7( T+ )7 ["=Df
® x=-1
y=1 O ® ® y=1

112

\/



34. Df =R\ {0}

1 —3

f(ﬂf):@ma Df =Df
" 1 =222 4+ 122+ 9 ”
f'(x) = e oot , Df"=Df
x=0..
/: \1/
3—3f/\/\r0\/3+3f/\
yﬂ

3-3V6

113



35. Df =R, P, :(0,0), P, :(0,0); funkce f je licha

i 2 — 222 _ —2sgn (2 —1) ;L B
f(x) = (x2—1)2(1+x2)_ 1+ a2 , Dff =R\ {-1,1}

4z -sgn (2% — 1)
(14 22)2

l. mln l max

f//(x) Df// . f

/\\/ /\\/

yﬂ

f(x) = arcsin (

2x )

1+x2

114

\/



36. Df =R, P, :(0,0), P, : (0,0)

e3z

f'(x) = —=—===, Df' = Df\ {0}
o/ (1 — e3v)?
f”(.%’) — _€3x (3 B 631)’ Df// _ Df/
o/ (1 —6395)5
\ﬂf’  »
NB
y=1 ® ®
0 %lnB
TN T s TN
y A
______________________________________________ y=1.
§1n3
» : >
) =3Y1—e
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f(0) = In?(x - 2)

116

e+2

\/



38. Df =R\ {-1}, P, : (0,0), P, : (—5,0), P, : (0,0)

2 2 2
R
(@) = % Df" = Df
.:x= -1
y=3x—-5 ® \If)l ® y=3x—-5
-2 1~ 0
IB\/: 1B
/\ :./\ \/
x=-1 Y4
f(x) _ x3 (3x+4) _

(x+1)3

\/
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30. Df =R\ {0}, P, : (2,0)

f(z) = —%62(952 —2x+4), Dff =Df

f'(a) = — e (4r +8), Df" = Df

\wo

AW

/\1123\/5

\

NB

y=- ¢
0 2

\_/

fO) =ex2-2x)
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40. Df =R\ {1}, P, : (0, /)

Fla) = ¢ F a5 Df = Df
" — 3 5—dx "o
F'(@) = 55 2 Df = D
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1
/ — /:D
f'@) = sy DI =D
" . 1+ 22 "n_
f (:L‘) $2(1+£L‘)2’ _Df
/.:x=—l :91/'
I I NB
y=In3 - — — — -0 —e y=In3
:-1 0, 1
| | 2
\_/: :./\
| y A
FG) =n () :
[ y=1In3
-1 i’

120



42. Df =R\ {4}, P,: (0,3)

4

f(w) = 6(1(5_;)?, Df' = Df
T2
f//(x) — € ('r (4 _10.1‘15:_ 26)’ Df//:Df

121



43. Df =R\ {-2,2}, P, : (0,6_i>; funkce f je suda

—2x

f’(x):m'eﬂa Df'=Df

2(3z* — 622 — 16)

f(x) = .e@a, Df' = Df

(@2 = 1)

122



16

4. Df =R, P, : (4,0), P, : (0,1 —e_?>

(z—

42
-, Df =Df

f@) = glo—a)-e

2 95—42
J'(w) =~ (2% 162 + 23) T D" = Df

123



45. Df =R\ {-3,1}, P, : (0,—3)

o —(2242) ;o
f'@) = s gs gy Df = Df
" _2(31‘2"—61""7) " __
1'@) = Ty g DI = DI

124



46. Df =(0,1)U(1,00)

z(2lnx —1

fl(z) = %7 Df'=Df
n“zx

B 2In’z —3lnx + 2

/() ,Df"=Df

In® 2

125



47. Df =R, P, : (1,0), P, : (0,1)
fl(x)=—e"(a® 4z +3), Df' = Df
f'(x) =e“(2* —62+7), Df = Df

\/\

lmm
=0
3+\/_
y A
\ f@)=(1-x)?e™
0 1 3-v2 3 342 T

126



48. Df =R\ {0}, P, : (2,0)

fw)=-2"2* D =y

3 _
f@) = 2" 25 D" =Df
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49. Df =R, P, : (—1,0), P, : (1,0), P, : (O, —%), funkce f je suda

2
flx) = Tj_l)g7 Df'=Df
f”(l‘) _ —2(31‘4 B 21'2 _2) Df" = Df

(14 (22 —1)2)*

. NB l.min. NB .
y=5 3 —e ° -® ® y=5
IB IB
»
r-3

f(x) = arctg (x2-1)

\/

147 -1 1 1+V7

2.15 Primitivni funkce

Realné konstanta ,,+ ¢ ve funkénim predpisu primitivni funkce F' pouze naznacuje, ze primi-
tivnich funkci k dané funkci f existuje nekonec¢né mnoho. Za stfednikem je uveden mozny postup
(metoda) pro vypocet primitivni funkce, pficemz PP oznacuje metodu per partes, PZ pouziti
rozkladu racionélni funkce na parcialni zlomky a ,subs.“ pak pouzitou substituci.

1 1
1. F(z) = 1 (x2 — xsin (2z) — 5 cos (23:)) +c¢ PP
2 F(ac):1 ln(:p2+2x+3)—|—$ +¢;  subs. t =%+ 2x+ 3
‘ 2 2% 4 2x + 3 ’ ‘

1 5
3. F(x):—x+§ln\x+2\ —§In|x—4|+c; vydélit a PZ

+c¢; subs.t=cosz aPZ
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

2

23 4
F(x):%+2x—|—8(gln\x—6\+§ln|x+3|> + ¢; vydélit a PZ

F(zr)=xtgx +In|cosz|+¢; PP

F(r)=2V1+Inx+¢ subs.t=1+1Inzx

3 1
F(z) = —2Injz — 1 . PZ
() n |z |+x_1+2@_1y+a

F(x):2<M—2(l+\/E)+ln(l+\/§)>—I—c; subs. t =1+ /x

2
F(z)=zIn(2* +1) — 2z + 2arctgz + ¢; PP

1 19 161
F(OE)=4x+gln|x—1|+mln(x2+9) ——arctgf—i-c;

15 3

2 1 T

F(x):(Z—3—2)sin(4x—1)—}—§cos(4x—1)+c; PP
x+3 15

F(x)=2(— Vr+3+8Vr+3+
(@) ( 3 vao+3

1, x . 1
F(z) = —2"4+ —sin10z + ——cos 10z +¢; PP

4 20 200

1
F(z)=—-2In|1 — z| —I—E —arctgxr +¢; PZ
1 1
F(z) = §ln (1 +x2) + §arctg2x—|—c; subs. t =1 + 22

1
F(r) = 13 (3672“ cos 3z + 2e * sin 33:) +c; PP

1 x
F(z)=5ln|r+1|—4In|zr - 3|+ —=arctg | —= | + ¢ PZ
(#) = Safo +1] ~ dlnfo - 3] + = aretg (7 )

F(z) =3ztg(x +3) + 3In|cos(z + 3)| +¢; PP

1
F(z) = ) <arcsin (2x) +22v1 — 4952) +¢;  subs. x = isint

3 2
F(x):ln\:c\+§ln’x2+1} — —+45b5arctgr +¢; PZ
x
F(z)=In|r—2|—In(2* + 1) —arctgz +¢; PZ

3
F(z) = garctg <§> +¢;  subs. t=%

vr—1
F(r)=2vz—1-In ° +¢;  subs. t=+z—1

e

x
F(x) =arcsin ( —= ) +¢; subs. t =
) (\/5>

Sl
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vydélit a PZ

>—|—c; subs. t = v + 3



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

F(x) =

F(z) =

F(z) =

F(x) =

F(z) =

2 1 1
% arctg x — Qx + iarctg:c +c; PP

1
3ln|z|+ —+1Injz —2|+¢ PZ
T

1
ﬁ arctg (%) +c; subs.t= \%

1
16290 (2ZL‘2 —2x + 1) +c PP
1
—In|z|+3lnjz+ 1] — ——+¢ PZ
r+1

1
In|z|+—+2njz —1|+¢ PZ
x

1 sin x )
— arctg +c¢; subs.t=sinz

NG NG
3z
63—4 (3sin(5x +1) — 5cos(5z + 1)) +¢; PP

3
—ln|x|+2ln|x—3|——3+c; PZ
x_

1
———arct <\/§:p) +c¢; subs. t= NG
2v/2 &

Inz-arcsin (Inz) + V1 —In*x +¢; subs. t =Inz a PP

2

2 2
—% cos(3z + 3) + g% sin(3z + 3) + 57 cos(3x +3)+¢; PP

2
garctg Vo +c¢;  subs. t=./x

1
5ln|x|+2ln|x—2|+—2+c; PZ
x_

1 sin )
§arctg( 5 ) +c; subs.t=sinz

3 3
(ixZ + x) In(7z) — ZxZ —xz+c¢ PP

2 3
x_3+§ln(x2+3)+c; PZ
V3r —2
\/iarctg (796 ) +c¢; subs. t=+/3x—2
V2
6 Ve —3
In|x —6yx+ 14|+ —arctg | ——=— ) +¢; subs. t =z

130



2 12 6 12
.F(x):(—5x3+ﬁx>sin(l—5x)+(%ﬁ—@)cos(l—ﬁ)x)—i—c; PP
F(z) = ! +§ln(3x2+1)+0' PZ
' r+2 6 ’

2 1., .
.F(x):2x—|—3ln|x—2|——2—§ln(x +4) +¢ vyddlit a PZ
l’_

4x
F(:E):iarctg(e _3)—1—0' subs. t = e,y =123
' 12 3 ’ ‘ ’

2x

. F(z) = 62—9 (2sin5z — 5cosbz) +¢; PP

5 1
. F(ZL‘) = 3arctgx— 51‘27_’_1

r—3

1
—§1n|2x—3|+c; PZ

. F(x) = 3arcsin ( ) +c¢; subs. t= 17*3

1
. F(z) = 5 (3cos(2x — 1) cos(3z) + 2sin(2z — 1) sin3x) +¢; PP

1 -2
.F(x)zﬁarctg(e2 )+c; subs. t = e*

2 2
: F(x):ln\x—i—?)\—m—gln’3x2+5’+c; PZ

. F(r) = (x—g) 1n2(3—5x)—2(x—§) In(3—5z)+2z+c; PP

1 1
. F(x) = §xtg (2x) + Zln |cos 2x| +¢; PP

. F(x) = arctg (%) +c¢; subs. t= %

z+1
r—1

. F(z) = Zln(2x2—|—1) +2In

’—i—c; PZ

3 3
. F(z) = %tg (bx) + %ln|cos5x| +c¢ PP

10
. F(x) = 3\/1 +Inz+¢; subs.t=Inzx

1 3
. F(z)=—-2h|z-2[— ——=+-In(2*+4)+¢ PZ
r—2 2
F _5 3 17+2 . b t_z+2
. F(x) = 5arcsin W +¢  subs. t =22

3

1
. F(x) = %arcthx—4—8 (1+4x2—ln(1+4x2)) +¢; PP asubs. t =1+ 422
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77,

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

2
F(x)=x2—ln\x|+2lnlx—1\+—1+c; vydélit a PZ
x_

1
F(x):——+ln(5+4x+x2)—arctg(x—|—2)_|_c; PZ
T

2
F(x) = g\/952—13—1—3\/902—1+c; subs. t = V22 —1

19

—4
F(z) = — arctg (xT) +2ln(x2—8:c+20)+c; subs. t = 22 — 8z + 2, resp. u = &2

2

1
F(x):2ln|x—2|+—2+2ln(x2+2)+c; PZ
1’_

)
F(z) = arctg (%) +¢;  subs. t=

z—5

5

3
F(z) =3z +2n|z| — aln (2 +4) + ¢ vydélit a PZ

2 1
F(z) = g$5—|—2ln|x| —iln

(xQ — 6x +

12) +¢;  vydélit a PZ

5
F(z) = =2+ 4In e[ = In (22" + 1) +¢;  vyddlit a PZ

F(z) = e®arcsin (€”) + V1 — €% + ¢;

subs. t = e* a PP

2 T —
F(x) = —=arctg [ —= ) +¢; subs. t = %2
=17 g(ﬁ> v
z+1
F(z) = 2In|z| + V3 arct (—)—I—c; PZ
(z) |z e\~

o | =

2
F(z) = Wi arctg (ﬁ

F(:p):%(l—ﬁ) (1-In|1—2%|) +¢

2 1
Fz)=2mlm|3+2z|+ ——+=-In

3+ x

2?2 1

1
) +¢;  subs. t = 82t

2

1
F(z) = ?—F —xsin6x—|—%cos6x—|—c;

6

1
F(z) = §ln (2* + 62 + 18) — arctg (

F(z)=In|z|+3In|z — 3|+

2
o
x—3 ’

1
(22% — 6z — 1) cos(1 — 2z) + 1 (22 — 3)sin(1 — 22) +¢; PP

V15

subs. t =1 — 22 a PP

(1+2*)+¢ PZ

PP

3
%) +e¢;  subs. t =a? + 62 + 18, resp. u =

PZ

2

z+3

3

1 1
F(z) = §(3$+ 1)arctg (3z 4+ 1) — gln (9$2 + 6x + 2) +¢; subs.t=3x+1aPP a subs.

z=1+1
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

2
Fmﬂzx”—mm¢+mnm—1m%——1+q vydélit a PZ
x_

8 4 2
F(z) = 53: cos(l — 3x) — 3 (x2 - §> sin(l —3xz) +¢; PP

3 -2
F(z) = % arctg (%) +c; subs. t= x—\;;

1
F(z) =5z +3n|z|+—+In|z—3|+¢ vydélit a PZ
T

F(z) = —= (1 —22%) arctg (1 —22%) + %ln |42

2 1
F(x)zTarctg( x\/—g )—l—c; subs.t:%

1 T

—42% 4+ 2| + ¢

1
F(:p):ln|x—2|—ﬁ—%amtg (ﬁ) +¢ PZ

r—3
F(:p):—ln(x —6x+13)+2arctg< 5 )—I—c; subs. t = 2? — 6z + 13, resp. 2z =

F(z) = 2z — 3)tgx + 2In|cosz| + ¢; PP

1
F(x):—ln\x+4\+ln(x2+4)—|——arctg<g>—|—c; PZ

2

F(ZE):—\/*——IHICOS\/_}-}-C subs. t = \/x, 2 = cost

2 1

F(z)=3n|z+4]| — +c¢ PZ

14 214y

3 1
F(x):———ln\x+3|+§ln(9+x2)—|—c; PZ
x

1
F(z) = —§cotg (2x) + 5 5092

1 639[:
F(x)= —=arctg | —= | +¢; subs. t =¢%*
=3 g(ﬂg

3 3 ) 1
F(x):—§ln|x—1\+ﬁ+—ln(:c2+3)+—

2V/3

4
F(z) =2y (6 — x) cosy/x + 6(z — 2) sin /z + ¢;

133

1
+c= §tg (x); subs. t = sin 2z;

(1—x2) (1—ln(1—x2))+c; subs. t =1 — 2% a PP

x
arctg | —= | +¢; PZ
° <\/§)
subs. t = \/x a PP

subs. t =1 — 222 a PP

z—3
2



1 9
105. F(x)zzln|x\—§ln (4+2°)+¢ PLZ
106. F(z) = —In|z|+In (2> +4) +¢; PZ

1 2 2
107. F(z) = ——In*z — ~lnz — = +¢; PP
x x x

3
108. F(x) = —In|z| + 5 (r*+1)+¢ PZ

18 2
109. F(z) = —x + Eln|x+4| - gln\x— 1|4+ ¢;  vydélit a PZ

1
110. F(x):§<lnx'arcsin(lnx)+ 1—ln2:c>+c; subs. t =Inz a PP a subs. z = v/1 — ¢2

111. F(z) = —x 4+ 3In|z — 2| —8Injx — 3|+ ¢;  vydélit a PZ
1 1 1 1 1 )
112. F(x)=——arctg | — | +=In|(1+ — | +¢; subs.t==aPPasubs.z=1+1
x x 2 x? e
113. F(z) =2V1+Inz+¢ subs.t=+1+1Inzx

5 1
114. F(z) = §x+ln\x| + Zln\2x — 1|4+ ¢ vydélit a PZ

1
115. F(z) = — (me"sin (me”) + cos (me”)) +¢;  subs. t = me® a PP
m
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Resené piiklady

Ptiklad 1.5.1 Mnozinu M = {z € Z*; logzx < 1} U {z € R; 1 — 2® > 0} co nejjednoduseji za-
piste (pomoci intervali); uréete min M, max M, inf M a sup M; urcete M°, hM, M, M’ a mno-
zinu izolovanych bod@ mnoziny M

Rese

ni:

Ulohu budeme fesit ve dvou krocich. Nejprve identifikujeme mnozinu M a poté uréime poza-
dované hodnoty a mnoziny.

a)

Identifikace mnoziny M
Mnozina M je tvorena sjednocenim dvou mnozin, které si pro prehlednost oznac¢ime M; a
Moy, tj.

My ={ze€Z";loggz <1},

My ={zeR;1—-2>>0}.
Mnozina M; je mnoZina vSech kladnych celych ¢isel (Z71), kterd spliiuji podminku
logz x < 1. (1)

Podminka (1) je ve tvaru logaritmické nerovnice, které obecné vyhovuji véechna redlna ¢isla
z intervalu (0, 3). Vzhledem k tomu, Ze mnozina M; obsahuje pouze kladna cela ¢isla, bude
platit

M, =(0,3)NZ".

Mnozina M; je tedy dvouprvkova mnozina a plati

M, = {1,2).

Mnozina M je podmnozinou vSech realnych c¢isel, ktera vyhovuji nerovnici
2
1—2">0. (2)
Lze snadno uréit, Ze nerovnici (2) vyhovuji vSechna redlna ¢isla z intervalu (—1, 1).

K urceni mnoziny M staci posledni krok, a to sjednotit mnoziny M; a Ms, tzn.

M=MUM,={1,2}U(-1,1) = (-1,1) U {2}.

Vlastnosti mnoziny M
V tomto kroku urc¢ime postupné hodnoty min M, max M, inf M, sup M a mnoziny M°®,
hM, M, M’ a mnozinu vSech izolovanych bodt mnoziny M.

e min M
Symbolem min M oznacujeme minimum mnoziny M. Jedné se o nejmensi prvek mno-
ziny M. Hledame tedy c¢islo m € M, pro které plati

m<x VrelM.

V nasem konkrétnim ptipadé vSak mnozina M tento nejmensi prvek nema. Mnozina
M je sice zdola omezend, ale zadny prvek v ni obsazeny nemé vlastnost minima. Ke
kazdému prvku m € M totiz vzdy najdeme jiny prvek x € M tak, ze © < m, a
minimum mnoziny M tedy neexistuje.
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e max M
Obdobnou tvahou jako v pfedchozim odstavci najdeme ¢islo max M. Jedna se o ma-
ximum mnoziny M, tedy o jeji nejvétsi prvek. Je to takové ¢islo n € M, pro které
plati
n>x VrelM.

Tentokrat mame stésti. Mnozina M obsahuje prvek, ktery je vétsi nez vSechny ostatni
prvky této mnoziny. Jedna se o bod 2 (protoze 2 > x pro vSechna z € M) a tedy plati

max M = 2.

e inf M
Symbol inf M oznacuje infimum mnoziny M, tedy jeji nejvétsi dolni zavoru. Jedna se
o nejvétsi realné cislo K, které mnozinu M omezuje zdola, tj. pro které plati

K<z Vzxe M.

Navic, pokud existuje minimum mnoziny M, je infimum mnoziny M rovno tomuto
minimu.

Nase mnozina M minimum nemé a proto musime vyuzit tvahu z definice infima.
Mnozina M je zdola omezend, tudiz dolni zavory této mnoziny existuji a dokonce
jich je nekonetné mnoho. Patii mezi né napiiklad ¢isla —6, —100, —7 a (nekonecéné)
mnoho dal$ich. To nejvétsi z nich je vsak bezesporu ¢islo —1, nebot pro kazdé kladné
¢ najdeme v mnoziné M takovy prvek z, Ze plati + < —1+¢. Cislo —1 je tedy infimem
mnoziny M, tj.

inf M = —1.

e sup M
Podobné nalezneme i supremum mnoziny M, tedy sup M. Jedna se o nejmensi horni
zéavoru mnoziny M, hledame tedy nejmensi realné cislo L, pro které plati

L>x Vxe M.

Pokud existuje maximum mnoziny M, je supremum mnoziny M rovno tomuto ma-
ximu.
Nase mnozina M maximum ma, tzn. sup M = max M = 2. Pokud by toto maximum
neexistovalo, pouzili bychom pro hledani suprema obdobnou tivahu jako vyse u infima.
Mnozina M je omezena shora, tudiz opét mizeme najit nekonecné mnoho realnych
Cisel, ktera funguji jako jeji horni zavory a omezuji ji shora (napf. 2, 3, v/10, 10°).
Nejmensim z téchto omezujicich ¢isel je skutecné ¢islo 2, protoze pro kazdé kladné e
najdeme v mnoziné M takovy prvek x, ze plati x > 2 — .

o M°
Symbolem M° oznacujeme vnitfek mnoziny M, tedy mnozinu vsech jejich vnitinich
bodi. Abychom byli schopni tuto mnozinu urcit, potfebujeme identifikovat vsechny
vnitini body mnoziny M. Jsou to vSechny prvky mnoziny M, k nimz dokazeme najit
jejich (libovolné velké) okoli tak, ze celé toto okoli lezi v mnoziné M. Ukazeme si to
na konkrétnich bodech:

x Bod 1
Bod % lezi v mnoziné M. Snadno nalezneme jeho dostatecné malé okoli tak, aby
celé toto okoli lezelo v mnoziné M. Staci napriklad, kdyz zvolime okoli s polomé-
rem i. Okoli bodu % s polomérem i ma podobu otevieného intervalu (i, %) Tento
interval je podmnozinou mnoziny M a bod % je tedy vnitinim bodem mnoziny
M, tj. 3 € M°.
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* Bod 1
Bod 1 je rovnéz prvkem mnoziny M. Jakékoli okoli bodu 1 bude mit podobu
otevieného intervalu (1—¢,1+¢), kde € > 0 je polomér tohoto okoli. Pro libovolné
malé ¢ bude vzdy ¢ast tohoto okoli, konkrétné mnozina bodi (1, 1+¢), lezet mimo
mnozinu M. V tomto pfipadé tudiz nenalezneme zadné okoli bodu 1 tak, aby celé
lezelo v mnoziné M. Bod 1 tedy neni vnitinim bodem mnoziny M a nepatii do
vnittku mnoziny M.

* Bod 2
Bod 2 je prvkem mnoziny M. Mohl by tedy byt jejim vnitinim bodem. Staci,
kdyz najdeme jedno jeho okoli, které bude podmnozinou mnoziny M. Hledame
tedy takové kladné cislo €, aby platilo

(2—¢,24¢) C M. (3)

Vidime, ze toto by bylo splnéno pouze v ptipadé, Ze by se € rovnalo nule. Polomér
okoli vsak nemitize byt nulovy, coz nas vede k zavéru, ze zadné okoli bodu 2
spliiujici podminku (3) neexistuje a bod 2 neni vnitinim bodem mnoziny M.

Podobné bychom mohli analyzovat i dalsi body. Z vyse uvedeného je vSak ziejmé, ze
v8echny vnitini body mnoziny M budou tvofit interval (—1,1), tj.

M° = (—1,1).

hM

Symbol hM oznacuje hranici mnoziny M a jedna se o mnozinu vSech hrani¢nich bodt
mnoziny M. Hrani¢nim bodem mnoziny M rozumime takové realné cislo, v jehoz kaz-
dém okoli lezi body z mnoziny M a zaroven i body, které do mnoziny M nepatii.
V nasem konkrétnim pfipadé se jednd napt. o bod 1, ktery jsme analyzovali v pred-
chozim odstavci. Také bod 2, ktery jsme zkoumali vyse, bude patfit mezi hrani¢ni
body. V kazdém jeho okoli lezi on sam (tj. bod 2), ktery patii do mnoziny M, a také
nekoneéné mnoho bodt, které do mnoziny M nepatii.

Ostatni prvky mnoziny, tj. body z intervalu (—1, 1), jsme v piedchozim odstavci uréili
jako body vnitini. Bod vnitini nemize byt bodem hrani¢nim. Znamena to tedy, ze
vSechny body z mnoziny M méame prozkoumény. Neznamena to vsak, Ze jsme urcili
vSechny hrani¢ni body mnoziny M. Hrani¢ni bod mnoziny M totiz nemusi nutné byt
prvkem mnoziny M. Staci, kdyz méa k prvkiim mnoziny M ,dost blizko“ tak, abychom
v kazdém jeho okoli n€jaky ten bod z mnoziny M nasli. V nasem konkrétnim piikladé
bude takovymto bodem bod —1. Do mnoziny M sice nepatii, ale kazdé jeho okoli

(—1—¢, —1+¢) (kde £ > 0) bude obsahovat dokonce nekone¢né mnoho bodt z mnoziny
M.

Vice hrani¢nich bodid nasi mnoziny M nenajdeme. Hranice mnoziny M je tedy tiiprv-
kova mnozina a plati
hM = {-1,1,2}.

M
Symbol M oznaduje uzavér mnoziny M a lze vyjadiit jako sjednoceni vnitiku a hranice
mnoziny M. Snadno tedy uréime, ze plati

M= M°URM = (-1,1)U{-1,1,2} = (-1,1) U {2}.
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o M
Mnozina M’ se nazyva derivace mnoziny M. Jednd se o mnozinu vSech hromadnych
bodi mnoziny M. Hromadnym bodem mnoziny M rozumime takové realné cislo,
v jehoz kazdém okoli lezi nekonec¢né mnoho bodt z mnoziny M.

Vnitini body mnoziny M jsou zaroven i hromadnymi body mnoziny M. U téchto
bodt jsme schopni najit néjaké jejich okoli takové, ze celé toto okoli je podmnozinou
mnoziny M. Toto okoli je otevieny interval lezici v M, a tedy obsahuje nekonecné
mnoho bodt z M. Zmensime-li polomér, ziskdme mensi okoli, které vsak zase bude
podmnozinou mnoziny M, tudiz opét bude obsahovat nekone¢né mnoho bodu z M.
Zvétsime-li polomér, nové ziskané okoli jiz nemusi celé lezet v M, ale poirad bude
obsahovat vSechny body, které nalezely mensimu okoli, a téchto bylo nekone¢né mnoho
a vSechny lezely v M. Lze tedy rici, ze v kazdém okoli vnitiniho bodu mnoziny M
lezi nekonecné mnoho bodt z mnoziny M, a tudiz kazdy vnitini bod mnoziny M je
zarovenl hromadnym bodem mnoziny M.

Zbyvéa uvazit hrani¢ni body mnoziny M. Zadné jiné body nem4 smysl uvazovat.

* Bod 2 nemtize byt hromadnym bodem mnoziny M. Uz z pfedchozich tvah plyne,
ze pokud zvolime dostateéné maly polomér jeho okoli (2—¢,2+¢), napf. pfi volbé

€= 11—0, dostaneme otevieny interval, ktery obsahuje pouze jediny bod z mnoziny
M, a to pravé bod 2.

* Body —1 a 1 v8ak hromadnymi body na$i mnoziny M jsou. Cast kazdého jejich
okoli je podmnozinou mnoziny M, tudiz kazdé jejich okoli obsahuje nekonecné
mnoho bodl z mnoziny M.

Odtud
M = (-1,1).

e Mnozina izolovanych bodd mnoziny M
[zolovanym bodem mnoziny M nazyvame takovy bod z mnoziny M, ktery neni hro-
madnym bodem této mnoziny. V predchozim odstavci jsme urcili vSechny hromadné
body mnoziny M. Mezi nimi byly vsechny prvky mnoziny M s vyjimkou jednoho, a
to bodu 2. Bod 2 je jedinym izolovanym bodem mnoziny M.

Priklad 1.6.13 Urcete a pomoci intervali zapiste maximalni definiéni obor funkce

arcsin (20 — 1) z—5
fx) = eV

Vi —x+1 .
Reseni:

Defini¢ni obor této funkce budeme hledat jako maximalni mnozinu bodt x € R, pro které ma
predpis funkce smysl. Podivejme se na jednotlivé ¢asti, z nichz je funkce tvorena:

e Funkce y = arcsint je definovdna na intervalu (—1,1). Tedy ma smysl uvazovat pouze
t € (—1,1). V nasem piipadé je t = 2x — 1. Odtud ziskdvame prvni podminku, kterd nam

pomtize urcit defini¢ni obor funkce f, a to

~1<22-1<1. (4)
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e V predpisu funkce f se vyskytuje druhd odmocnina (hned dvakrat). Druhou odmocninu
lze pocitat pouze z nezapornych cisel, coz nas vede k dalsim podminkam

32 —1>0 (5)

2 —z+1>0. (6)

e V predpisu funkce se objevuje i podil, v jeho jmenovateli tudiz nesmi byt nula. To nas vede
k posledni podmince
Va2 —xz+1#0. (7)

Podminky (6) a (7) 1ze sloucit do jediné podminky ve tvaru
2 —x+1>0. (8)

Nyni jiz sta¢i najit vSechna redlnd ¢isla, kterd vyhovuji véem tfem podminkam (4), (5) a (8)
soucasné.

Podmince (4) vyhovuji vSechna redlna ¢isla z intervalu (0, 1). Podminku (5) spliuji vSechna
readlna cisla z intervalu <%,oo) Posledni podminka (8) je splnéna pro jakékoli realné ¢islo x
(kvadraticky trojclen na levé strané neméd realné koreny).

Vzhledem k tomu, ze body z hledaného defini¢niho oboru musi spliiovat vSechny stanovené
podminky soucasné, ur¢ime defini¢ni obor jako priunik téchto tii nalezenych mnozin, tedy

1

1

Priklad 1.7.1 Urcete, zapiste a zakreslete maximalni defini¢ni obor funkce

V2 — 1z — 22 - sin(z — y?)

10g2(2 —x? — 3/2)

Odtud

flz,y) =
Reseni:

Ulohu rozdélime do dvou &asti. V prvni ¢asti uréime definiéni obor predepsané funkce, v druhé
casti se zamérime na jeho grafické znazornéni.

a) Stanoveni definiéniho oboru funkce f
P1i hledani definicniho oboru musime vyjit z predpisu funkce f a ze znalosti zakladnich
elementarnich funkci. Pfi pohledu na funkéni predpis si vSimneme nasledujiciho:

e V predpisu se vyskytuje druh&d odmocnina a v argumentu druhé odmocniny mohou
byt pouze nezaporna c¢isla. To nam pomuze stanovit prvni podminku ve tvaru

2—x—122>0. (9)
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e Kromeé odmocniny se v predpisu vyskytuje také logaritmus a funkce logaritmus je defi-
novana pouze na mnoziné kladnych realnych cisel. Musime tedy pridat dalsi podminku

2 — 2% —y* > 0.

(10)

e Predpis funkce je ve tvaru podilu. Jmenovatel musi byt nenulovy, coz nas vede ke

stanoveni dalsi podminky

logy(2 — 2% — y*) #0.

(11)

e Funkce sinus, kterd je v citateli pfedpisu funkce f, je definovana v kazdém bodé
mnoziny R. Odtud tedy zddné omezeni neplyne, a tudiz pro stanoveni defini¢niho
oboru funkce f jiz zadné dalsi podminky nebudou potieba.

VSechny stanovené podminky vyuzijeme pii zapisu defini¢niho oboru funkce f. Bude to

mnozina vSech bodu z roviny, které spliuji sou¢asné podminky (9), (10) a (11), tedy

Di={(z,y) eR*2—2—2">0,2—2"—y* >0, logy(2 —z° —y*) # 0} .

b) Grafické znazornéni defini¢niho oboru funkce f
Abychom byli schopni nalezeny defini¢éni obor znazornit graficky (a v dusledku pak také
zapsat v jednodu$§im tvaru), budeme muset vice prozkoumat a pochopit podminky (9),

(10) a (11).

e Podminka (9)

Podminka obsahuje pouze proménnou x. Jejim grafickym znézornénim tedy budou
takové body (z,y) z roviny, jejichZ x-ova soufadnice spliiuje omezeni dané podminkou
(9). O omezeni pro y-ovou soufadnici podminka nehovoii a tato soutadnice tedy muze

byt libovolna.

Zbyva dotesit, jaké omezeni na proménnou x podminka (9) predstavuje. Tato pod-
minka je ve tvaru kvadratické nerovnice a této nerovnici vyhovuji vSechna x z intervalu

(—2,1).

Z vyse uvedenych zjisténi plyne, Ze podmince (9) budou vyhovovat vSechny body ro-
viny, jejichz z-ova soufadnice patii do intervalu (—2, 1) a y-ova soufadnice je libovolna.
Tyto body budou tvofit pas rovnobézny s osou y, ktery je zleva ohranic¢eny primkou

x = —2 a zprava piimkou x = 1 (viz Obrézek 1 vlevo).
v 1 y y
P P ~
N y — 7
\ N
\ // \
' |
2 0 0 /’ VZ x '\ 0 1/J
/ \ /
AN 7 S o
~ — < 7]

Obrazek 1: Mnoziny uréené podminkami (9), (10) a (11).
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e Podminka (10)
Na rozdil od predchozi situace tato podminka jiz popisuje vztah mezi obéma promeén-
nymi z a y. Obé tyto proménné jsou zde v druhé mocniné a jsou pronasobeny stejnym
koeficientem (—1). Tento fakt naznacuje, Ze by nase podminka mohla mit souvislost
s kruhem nebo kruznici — rovnici tvaru (z —m)? + (y — n)? = r? vyhovuji body lezici
na kruznici se stfedem v bodé (m,n) a polomérem r. Podminku proto upravime do
srozumitelnéjsiho tvaru

2> 2% + 92

V této podobé je jiz podminka jasné citelna. Budou ji vyhovovat vnitini body kruhu
se stiedem v bodé (0,0) a polomérem /2 (viz Obréazek 1 uprostied).

e Podminka (11)
Treti podminka je ve tvaru logaritmické nerovnosti. Vzhledem k tomu, zZe logaritmus
nabyva hodnoty nula jenom v jediném bodé, v bodé 1, Ize podminku (11) pfeformu-

lovat do tvaru
2 — 2% —y? £ 1.

Po dalsi drobné tpravé dostavame podminku ve tvaru
1# 2% +y° (12)

Podobné jako v predchozim odstavci, i zde vidime souvislost s kruznici. Tentokrat
jde o kruznici se stfedem v bodé (0,0) a polomérem 1. Podminka ve tvaru (12) jasné
fikd, ze v defini¢nim oboru funkce f nesmi byt body, které lezi na této kruznici (viz
Obrazek 1 vpravo).

Hledany defini¢ni obor je mnozina bodi, které spliuji vSechny tii nalezené podminky sou-
casné, pijde tedy o prinik tii vyse identifikovanych mnozin:

— pasu rovnobézného s osou y ohrani¢eného pfimkami xr = —2 a z = 1,

— vnit¥ku kruhu se stfedem v bodé (0, 0) a polomérem /2,

— celé roviny s vyjimkou bodi lezicich na kruznici se stfedem v bodé (0, 0) a polomérem
1.

\ /
\\\__// /
\\ //

Obréazek 2: Defini¢ni obor funkce f(z,y) = ~ 21;;52—(;?;1211_(22—)%).
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Grafickou podobu defini¢niho oboru funkce f zachycuje Obréazek 2.

Vzhledem k tomu, Ze se ndm podafilo podminky (9), (10) a (11) urcujici defini¢ni obor
funkce f zjednodusit, lze defini¢ni obor skutec¢né zapsat v jednodussim tvaru:

Dy={(z,y) eR* —2<z <l 2’ +y* <2, 2 +y> #1}.

Priklad 1.8.1 Urcete maximalni defini¢ni obor a vySetfete paritu funkce

Rese

Jr —2sinx

2 —1

fz) =

ni:

Uloha ma dvé ¢asti. Nejdiive uréime defini¢ni obor funkce a poté vySetiime, zda je na Dy
splnéna podminka zarucujici sudost nebo lichost funkce.

a)

Defini¢ni obor funkce f
Prozkoumejme podrobné predpis funkce f:

e Funkcni predpis je ve tvaru podilu. Musime tedy stanovit podminku na nenulovost
jmenovatele, tj.

22 —1#0. (13)

e Funkce je slozena z nékolika zdkladnich elementarnich funkci. Vyskytuje se zde tieti
odmocnina, funkce sinus a mocninna funkce. Definiécnim oborem vsech téchto funkci
jsou vsechna realna cisla. To znamend, ze odtud zadna dalsi podminka na defini¢ni
obor funkce f neplyne.

Defini¢ni obor funkce f tedy urcuje pouze podminka (13). Této podmince vyhovuji vSechna
realné cisla s vyjimkou cisel 1 a —1, tedy

D; =R\ {-1,1}.

Parita funkce f

Paritu funkce f lze vysSetfovat pouze tehdy, je-li jeji defini¢ni obor symetricky podle po-
¢atku. Pokud by defini¢ni obor tuto podminku nesplnoval, funkce by nemohla byt ani suda
ani licha a dalsi vySetfovani parity by nemélo smysl.

Definiéni obor nasi funkce f podminku symetrie spliiuje. Budeme se tedy zabyvat otaz-
kou, zda je funkce f liché, suda, nebo zda nema ani jednu z téchto vlastnosti. Nejdiive si
vyjadrime predpis funkce f v bodé —zx. Plati

_ V/—x — 2sin(—x)

f(—.’L') (_l_)Q 1 :
Déle vyuzijeme znalosti funkce sinus. Tato funkce je liché, takze sin(—x) = — sin(z). Odtud
v —x +2sinx
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Po dalsi upravé ziskavame

() = V(=) (z — 2sinx)’

2 —1

coz je ekvivalentni zapisu
vV —2sinx

2 —1

Je zfejmé, ze f(—z) = —f(x) Vax € Dy, tudiz funkce f je licha.

Priklad 1.9.1 Pro funkci f urCete maximalni interval, na némz je prosta, a na tomto intervalu
najdéte funkei f~! inverzni k funkei f (véetné Dy-1)

f(z) =1—2sin(3z + 2)
Reseni:

Uloha se d& rozdélit do tii mensich tloh. Nejprve najdeme interval, na kterém je funkce
prosta, potom se pokusime na tomto intervalu nalézt funkci k ni inverzni a nakonec se zamérime
na defini¢ni obor nalezené inverzni funkce.

a) Interval, na némz je funkce f prosta
Z tvaru funkcéniho pfedpisu funkce f je zfejmé, Ze jejim definicnim oborem je mnozina
vSech redlnych ¢isel, tj. Dy = R. Zadana funkce je funkce sloZend z linedrni funkce a funkce
sinus. Vime, ze funkce sinus neni prosté; je to periodickd funkce s primitivni periodou 27
definovana na mnoziné vsech realnych ¢isel. Vzhledem k tomu, ze funkce sinus neni prosta (a
tedy ani nase funkce f neni prostd), neni mozno urcit funkei, kterd by k ni byla inverzni na
celém jejim defini¢nim oboru. Vime vsak, Ze na intervalu (—%,7) funkce y = sinz prosta
je a na tomto intervalu zname i jeji inverzni funkci — tou funkci je funkce y = arcsinx.
Funkce y = sinz je samoziejmé prosta i na nekonec¢né mnoha jinych intervalech, nicméné
T T

pouze na intervalu (—%, %) k ni pfimo znadme inverzni funkci.

Tyto znalosti ted aplikujeme na nasi funkci f. Nejprve nalezneme interval, na kterém je
prosté funkce y = sin(3z + 2). Z predchozich Gvah vime, Ze sta¢i omezit argument funkce
sinus zleva Cislem —7 a zprava ¢islem 7, pak bude funkce sinus prosta. V nasem piipadé
tedy bude potieba, aby

7r<3 +2<7r
—_—— 'Z‘ J—
2~ -2’

coz je ekvivalentni pozadavku

Pokud se tedy omezime pouze na interval <—% — %, 5= §>, je funkce y = sin(3x 4 2) funkei
prostou. Zjistili jsme, kde je prosta funkce y = sin(3z + 2). Je to jakysi mezikrok na cesté

ke stanoveni intervalu, na kterém je prosta funkce f.

Pojdme bliZe prozkoumat predpis funkce f. Funkce f vznikd pfenasobenim funkce y =
sin(3z+2) konstantou (—2) a pfi¢tenim ¢isla 1. Uvédomme si, jak se témito tipravami zméni
graf funkce y = sin(3z + 2). Graf této funkce se prevrati podle osy x, zvétsi se amplituda
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b)

(dvakrat, ve sméru osy y) a takto ziskany graf se posune o jednotku nahoru (ve sméru
osy y). Vidime, Ze tyto transformace nijak nezméni interval, na kterém je vysledné funkce
prosta. Zjistili jsme tak, ze vySe nalezeny interval < —T_2 T _ §> je zaroven intervalem,

6 36
na kterém je prosta funkce f.

Obecné, pokud je funkce f(z) prostd na intervalu I, pak je na tomto intervalu prosta i
funkce g(x) = a- f(x) + b, kde a # 0 a b jsou libovolné redlné konstanty. To znamend, Ze
pokud je funkce prostd, zlistane prostd i po vynasobeni nenulovou konstantou (Skalovani
ve sméru osy y) a pri¢tenim libovolné konstanty (posun ve sméru osy y).

Hledani inverzni funkce
Inverzni funkci budeme tedy hledat k funkci f definované pouze na intervalu <—% — %, 5= §>
Pro hledanou inverzni funkci f~! musi platit

Vyjdeme z predpisu funkce f a vyjadiime proménnou x. Pfipomerime si

f: y=1-—2sin(3z+2).

Odtud .
Ty = sin(3z + 2).

Z této rovnosti potiebujeme vyjadrit z, tj. néjak vhodné se ,zbavit® funkce sinus. Protoze
funkce arkussinus je prostéa, lze tuto rovnost prepsat ve tvaru

1—
arcsin (Ty) = arcsin (sin(3z +2)) . (14)

V tomto momenté vyuzijeme fakt, ze funkce y = arcsin x je inverzni k funkci y = sinx na

intervalu (=%, 7), tj. plati arcsin(sin(x)) = = pro kazdé x z intervalu (-7, 7). Vztah (14)
Ize tedy pfepsat do nového tvaru

. 1—vy 3z 1+ 2 Vr € T 27T 2
arcsin (| —= | = 3z rel( - -2 __Z _
2 6 36 3
Odtud jiz snadno vyjadfime proménnou x
1 . 11—y
r=—larcsin (| —— | —2).
3 2

K vyjadieni predpisu funkce f~! (s obvyklym oznadenim proménnjch) pak staci provést
formalni zdménu proménnych z a y, tedy

1 1—
ft: y:§(arcsin( 2$)—2),

neboli




c) Defini¢ni obor inverzni funkce

Defini¢ni obor funkce f~!, tj. mnozina Dj-1, je roven oboru hodnot funkce f na intervalu
<_£ 2 _ 2
6 36 3/

My vsak pii jeho urcovani muzeme alternativné vyjit pfimo z funkéniho predpisu funkce
f~1 a vyuZit znalosti vlastnosti funkce y = arcsinz a jejiho defini¢niho oboru. Vime, Ze
funkce y = arcsin x je definovéna na intervalu (—1, 1). Argument této funkce je tedy omezen
zleva Cislem —1 a zprava ¢islem 1 (stejné jako obor hodnot funkce sinus). Uplatnime-li tento
pozadavek na nasi funkci f~!, ziskdme podminku

1—=x

Po nékolika drobnych tpravach dostavame tuto podminku ve tvaru

3>x>—1,

definiénim oborem funkce f~! je tedy interval (—1,3).

Priklad 1.10.1 Vypocitejte limitu

Reseni:

Funkce, jejiz limitu pocitame, neni v bodé = = 1 definovand, nelze tedy hodnotu 1 primo
dosadit. Prozkouméame proto ¢itatel a jmenovatel funkce f zvlast.
Plati
limln (1+ (z—1)*) =0 a lim(z*—1)=0.

rz—1 r—1

Mame tedy pied sebou limitu typu ,,%“. Na tento typ limity mizeme pouzit I’Hospitalovo

pravidlo. Zderivujeme zvlast funkce v itateli a ve jmenovateli a budeme pocitat limitu z této
nové funkce, tj.

2(z—1)
In (1 — 1)) a1
N CTEETCES I =
z—1 (172—]_) z—1 21

kterou upravime do jednodussiho tvaru

I rz—1
im .
a1z (14 (z—1)?)

Opét spocitame zvlast limitu funkce ve jmenovateli a limitu funkce v ¢itateli v bodé = = 1.

Tentokrat dostavame vyraz ,,%“, ktery je roven ¢islu 0. Plati tedy

. r—1
im
e=1x (14 (x—1)2%)

=0.

Podle ’'Hospitalova pravidla plati, ze ptivodni limita je také rovna nule, tedy

lim In(1+ (z—1)?)

z—1 r2—1 =0.
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Priklad 1.10.2 Vypocitejte limitu

|
SN—

arcsin (x
im ——2—
z—3 2 — logs(3x)

Oznacme si
f(2) arcsin (%)
r)= —— "%,
2 — logs(37)
Nejprve se podivame zv1ast na citatel a jmenovatel funkce f. V bodé x = 3 mé funkce v Citateli
limitu rovnu ¢islu arcsin (%) Funkce ve jmenovateli ma v bodé x = 3 limitu rovnu nule. Limita
arcsin (%) «

0

1
in |- 0
arcsin (3) #0,
0«

nelze pouzit 'Hospitalovo pravidlo (slo by pouzit v pfipadé limity typu ,;“). Musime vyuzit
jednostranné limity a podivat se, jak se funkce f chové, priblizujeme-li se k bodu x = 3 zvlast
zprava a zleva. Uvazovany typ limity (typ ,onslentes ) totiz mize mit jen t¥i mozné vysledky:
00, —oo nebo limita viibec neexistuje.

funkce f v bodé x = 3 je tedy limitou typu ,, . Protoze

a) Nejprve se podivame na limitu funkce f v bodé x = 3 zleva, tj. pocitdme limitu

(L
e Aesin () (15)
z—3- 2 — log,(3x)

Podivejme se nejprve do citatele predpisu funkce f. Bod z = 3 lze do citatele bez problému
dosadit a funkéni hodnota, jak uz jsme uvedli vysSe, je rovna néjakému nenulovému cislu.
Pro nase tcely neni nutné znat presnou hodnotu tohoto ¢isla. Diilezité je znat znaménko
tohoto cisla, tj. ¢isla arcsin (%) Zde vyuzijeme znalosti zakladnich elementarnich funkci,
konkrétné tedy funkce y = arcsin z (viz Obrazek 3 vlevo). Vime, Ze tato funkce je definovana
na intervalu (—1, 1), je na tomto intervalu rostouci a jeji graf prochézi osou = v bodé x = 0.
V bodé z = % (a ve vSech bodech v jeho blizkém okoli) tedy nabyva funkéni hodnoty, ktera
je rozhodné kladna. Tento poznatek pozdéji vyuzijeme.
% Ay

2 f(x) = logz (3x)

f(x) = arcsinx 2

Obrazek 3: Grafy funkci y = arcsinz a y = logs(3z).
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Mnohem zajimavéjsi je analyza jmenovatele pfedpisu funkce f, tj. funkce y = logs(3z).
Abychom mohli spravné urcit limitu (15), je potf¥eba si uvédomit, jak vypada graf funkce
y = logs(3x) (viz Obréazek 3 vpravo). V bodé z = 3 nabyva funkce y = log,(3z) funkéni
hodnoty 2. V pripadé limity zleva se vSak priblizujeme k bodu x = 3 po bodech lezicich vlevo
od tohoto bodu. Jsou to tedy vsechno body, které jsou mensi nez ¢islo 3. VSechny funkéni
hodnoty funkce y = log;(3z) v téchto bodech jsou pak ¢isla mensi nez ¢islo 2. Jmenovatel
nasi funkce f je tedy v téchto bodech roven vzdy néjakému (malému) kladnému ¢islu.

A co se déje s funkénimi hodnotami funkce f, blizime-li se k bodu = = 3 zleva? Kladna
¢isla postupné se priblizujici kladnému c¢islu arcsin (%) jsou délena malymi kladnymi ¢isly
blizicimi se ¢islu 0. Funkéni hodnoty funkce f jsou stéle vétsi a vétsi, rostou nade vSechny
meze. Tedy plati
. arcsin (1)
lim ——*— = 4o0.
z—3- 2 — log4(3x)

b) Stejnou tvahou uréime limitu funkce f zprava, tj. limitu

in (1
oy _Bresin (1) ' (16)
z—3+ 2 — log,(3x)

Uz v pfedchozim bodu jsme dospéli k poznatku, ze citatel funkce f nabyva na néjakém
okoli bodu x = 3 kladnych funkénich hodnot. Plati to pro body lezici v levém i v pravém
okoli bodu = = 3, ¢itatel funkce f je tedy dale z tohoto pohledu nezajimavy.

Kvili jmenovateli se musime opét zabyvat funkci y = logs(3z) a zjistit, jak se tato funkce
chova v bodech, které lezi v pravém okoli bodu x = 3. Jedna se o body, které jsou vétsi
nez ¢islo 3. Funkce y = log;(3z) je rostouci, coz znamend, Ze v téchto bodech funkce
y = log4(3x) nabyva funkénich hodnot, které jsou vétsi nez ¢islo logs(3 - 3) = 2. Na pravém
okoli bodu = = 3 je tedy jmenovatel funkce f roven vzdy néjakému (malému) zépornému
¢islu. A ¢im blize bodu x = 3 jsme, tim je toto malé zaporné ¢islo blize bodu nula.

Ziskané poznatky ted shrneme a uréime limitu (16). Na pravém okoli bodu = = 3 nabyva
funkce f hodnot, které vznikaji jako podily kladnych c¢isel blizicich se ¢islu arcsin (%) a
malych zapornych ¢isel blizicich se ¢islu 0. Vysledkem jsou zaporna ¢isla, ktera klesaji pod
vSechny meze, tedy
arcsin (i)
im ———%— = —00
z—3+ 2 — log,(37)

Zjistili jsme, Ze jednostranné limity (15) a (16) se nerovnaji. To nas opraviiuje k vysloveni

arcsin (2

zavéru, ze limita lim neexistuje.

x—3 2 — logs(3x)

Priklad 1.11.1 Pro funkci f urcete Dy, paritu, limity v nevlastnich bodech a v bodech nespo-
jitosti a priiseciky se souradnicovymi osami.

Reseni:
Ulohu budeme fesit ve ¢tyfech krocich. Nejprve se podivame na defini¢ni obor funkce f, poté

prozkoumame paritu této funkce, urc¢ime prislusné limity a najdeme pruseciky se souradnicovymi
osami.
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a)

b)

Defini¢ni obor funkce
Defini¢ni obor budeme hledat jako maximalni mnozinu bodt x € R, v nichz méa predpis
funkce smysl.

Ptedpis funkce je ve tvaru podilu. V citateli je funkce y = cos x, kterd je definovana na celé
realné ose, tudiz nepfinasi zadna omezeni na defini¢ni obor funkce f.

Ve jmenovateli je druhd odmocnina, ktera je definovand pouze na mnoziné nezapornych
realnych ¢isel. Odtud prameni prvni podminka

22 —1>0. (17)

Vzhledem k tomu, zZe je tato druhd odmocnina ve jmenovateli, nemtzeme dopustit déleni
nulou a musime piidat dalsi podminku

2 —1#0. (18)

Podminky (17) a (18) lze nahradit jedinou podminkou ve tvaru

22 —1>0.

Této podmince vyhovuji body ze sjednoceni dvou intervalii (—oo, —1) U (1, 00). Odtud

Dy = (—o00,—1) U (1,00).

Parita funkce
Defini¢ni obor funkce f je symetricky. Znamena to, ze funkce by mohla byt licha nebo suda.
Provéfime to vyjadienim funkéniho predpisu v bodé —z, tedy

cos(—x)

fn) = o

Funkce y = cosx je sudé, plati tedy cos(—xz) = cos(z). Odtud

cos(x
flow) = D
(—1)2-22 -1
Po apraveé prichazime k rovnosti
Cos T
fla) = =L f(a)
2 —1

To nas privadi k zavéru, ze funkce f je suda.

Limity

Vzhledem ke tvaru defini¢niho oboru nas budou zajimat limity ve ¢tyfech bodech: v ne-
vlastnich bodech +0c0 a —oco a v bodech —1~ a 17.
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e Limita v nevlastnim bodé +oo
Pocitdme limitu

kterou lze upravit do tvaru

1
lim ——— - cosx.
z—00 /12 — ]
Plati
. 1 1
lim =

Déle vime, ze funkce y = cosz je omezena (na celém svém Dy a tedy i na jakémkoli
okoli bodu o0). Limita sou¢inu dvou funkei, z nichz jedna je omezend a druhd mé
limitu rovnou nule, je rovna nule, tj.

1
lim ———-cosxz = 0.

T—00 \/1;2 —1

e Limita v nevlastnim bodé —oo
Zde uplatnime poznatek, ze funkce f je suda. Bude tedy platit, ze limita v bodé —oo
se bude rovnat limité v bodé 400, tedy

lim ——— -cosz =0.

z——00 /2 — 1

e Limita v bodé 1 zprava

lim — (19)

z—=1t /12 — 1
Spoc¢itame-li zvlast limitu funkce v Citateli a limitu funkce ve jmenovateli v bodé
x = 1, zjistime, Ze limita (19) je typu ,,COS.#“. Cislo cos(1) je kladné &islo, coz vede
k zavéru, ze limita (19) bude rovna ¢islu +o0o nebo ¢islu —oo. Prozkoumame jmenovatel
funkce, v némz je druhd odmocnina. Na pravém okoli bodu 1 nabyva tato funkce
kladnych hodnot blizicich se ¢islu 0. Na pravém okoli bodu 1 tedy funkce f nabyva
funkénich hodnot, které vznikaji jako podily kladnych ¢isel blizkych ¢islu cos(1) a
malych kladnych é&isel blizicich se ¢islu 0. Cim vice se k bodu 1 pfiblizujeme (zprava),
tim jsou funk¢éni hodnoty funkce f vétsi a rostou nade vsechny meze, tj.

cos T

=1t /12 — 1

e Limita v bodé —1 zleva
. CcoS T
im —
z——1- /12 — 1

Opét zde uplatnime zjisténi, ze funkce f je suda. Bude tedy platit, ze limita funkce
v bodé —1 zleva bude rovna limité funkce v bodé 1 zprava, tudiz

. COST
lim — = .
z——1— /22 — 1

d) Pruseciky s osami
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e Prusecik s osou y
Graf funkce mize mit maximalné jeden prusecik s osou y. Je to bod, jehoz z-ova
soufadnice je nulova a pfitom lezi na grafu funkce, tj. y-ova souradnice je funké¢ni
hodnotou funkce f v bodé z = 0.

Bod x = 0 nelezi v definiénim oboru nasi funkce f, tudiz prisecik grafu funkce f
s osou y neexistuje.

e Prusecik s osou x
Priisec¢iktt s osou  muze mit graf funkce hned nékolik. Jsou to body, jejichz y-ova
soutadnice je nulova, a x-ova soutfadnice je nulovym bodem funkce f, tj. jsou to body
ve tvaru (z,0), kde x hleddme je jako FeSeni rovnice

0= f(z).
V nasem piipadé tedy feSime rovnici
cos T

K vyteseni rovnice (20) ale staci najit feseni rovnice

0=cosz (21)

a zkontrolovat, zda nalezené feseni lezi v defini¢nim oboru funkce f.

ReSenim rovnice (21) jsou vSechny body z mnoziny
{g + km, k € Z} )

VSechny tyto body navic patii do defini¢niho oboru funkce f. Mnozina vsech prisecikt
grafu funkce f s osou x vypada takto

{(5+kn0) kez}.

Priklad 1.12.1 Urcete derivaci funkce f; urcete Dy a Dy

X

2_4
f(z) = 61n’ (x ) + 597
Reseni:

Ulohu budeme fesit ve tfech krocich. Zacneme tim, ze ur¢ime defini¢ni obor funkce f, potom
nalezneme jeji derivaci a podivame se na defini¢ni obor derivace funkce f.

a) Defini¢ni obor funkce f
Vyjdeme z predpisu funkce f. Z hlediska urcovani defini¢niho oboru zde vidime dva zaji-
mavé prvky. Prvnim z nich je logaritmus, druhym je podil. Kazdy z téchto prvka zvIast
prozkoumame.
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b)

e Logaritmus je funkce definovand na kladnych redlnych ¢islech. Argument logaritmu
tedy musi byt vzdy kladny, coz nas privadi k prvni podmince na defini¢ni obor funkce
f. Tedy

2?2 —4

T

> 0. (22)

e V argumentu logaritmu se vyskytuje podil. Podil m4a jediné omezeni, ve jmenovateli
se nesmi objevit nula. Rysuje se zde dalsi podminka na defini¢ni obor funkce f, a to

x # 0. (23)

Resenim nerovnice (22) (s ptihlédnutim k podmince (23)) jsou vSechny body ze sjednoceni
intervalt (—2,0) U (2, 00). Tedy defini¢ni obor funkce f, mnozinu Dy, lze zapsat takto

Dy = (—2,0) U (2, 00).

Derivace funkce
Pted urc¢enim derivace jesté jednou podrobné prozkoumame predpis funkce f. Predpis je
ve formé souctu dvou séitancti. Zaméfme se nejprve na prvni sc¢itanec.

e Prvni s¢itanec vznikl souc¢inem konstanty 6 a funkce s ponékud komplikovanym pied-

pisem
x> —4
= In® .
()

Jedna se o funkci slozenou z nékolika jednodussich funkei. Vnéjsi funkei je druhd moc-
nina, poté prichazi ptirozeny logaritmus a jako vnitini funkce zde vystupuje podil dvou
mocninnych funkci. Tuto ¢ast funkce f tedy budeme muset derivovat jako slozenou
funkci a navic uplatnit pravidlo pro derivovani podilu funkei.

e Zaméime se na druhy sc¢itanec. Prohlédneme-li si druhy s¢itanec pozorné, zjistime, ze
se jedna o konstantu. Hodnota funkce kosinus v bodé 7 je rovna ¢islu —1. Druhy sci-
tanec je tedy roven ¢&islu 571, Derivace této konstanty bude rovna nule. Pii derivovani
se ji tedy nemusime zabyvat.

Pojdme k samotnému derivovani. Z vyse uvedeného vyplyva, ze do podoby derivace funkce
f bude promlouvat pouze prvni s¢itanec, coz je slozend funkce vynasobenda konstantou 6.
Dle pravidel pro derivovani tedy bude pro funkci f’(x) platit

F = (0w (Z2) war) =o (mr (224

Uplatnime pravidla pro derivovani slozené funkce. Postupujeme pfitom od vnéjsi funkce
k funkci vnitini. Tedy

e (29 2 (2.

Pravidlo pro derivovani podilu funkci nam pomuze pti derivovani vnitini funkce, tedy

f'(x) =6 <2ln (xZ _4) : le__4 (@? —4)’.1;—2(902 —4). (@/) |

T




Odtud

f%x)=:6.<2h1<“;;‘4>. ﬁ{4.2f'$-;§ﬁ-—4)>.

Po tpravé se dostavame k predpisu derivace funkce f

f%x):12—£itéj-h1<x2_4).

x(2? —4 x

Definiéni obor funkce f'(z)
Defini¢ni obor funkce f’ je vzdy podmnozinou defini¢éniho oboru funkce f, tj. Dy C Dy.
Na zakladé predpisu funkce f’ zformulujeme t¥i podminky, které urcuji jeji defini¢ni obor
Dy, Jsou to
2% —4
x
x # 0,
2?2 —4#0.

> 0,

Tyto podminky definuji stejnou mnozinu bodi, jako podminky (22) a (23), tudiz defini¢ni
obory funkci f a f’ jsou identické mnoziny:

Priklad 1.13.1 Pro danou funkci f urcete defini¢ni obor a stacionarni body

Rese

3x2 —4

f(ff):m

ni:

Uloha v sobé skrjva tii mensi tkoly. Je potfeba uréit defini¢ni obor funkce, nalézt derivaci
funkce f a poté stacionarni body funkce f.

a)

b)

Defini¢ni obor funkce
Predpis funkce f je ve formé podilu dvou mocninnych funkci. Do takového predpisu lze

dosadit vSechna realna ¢isla kromé bodu x = %, nebot v tomto bodé je jmenovatel funkce

roven nule. Zadné dalsi omezeni na defini¢ni obor funkce f nejsou, tj.
1
Df=R\<=».
i \{2}
Derivace funkce

Pti derivovani funkce f pouzijeme pravidlo pro derivovani podilu. Bude tedy platit

(322 —4) - (1 —22)% — (32% — 4) - (1 — 22)?)
(1 —2x)* '

() =

Funkci y = (1 — 2x)? je potieba derivovat jako slozenou funkci, kde vnéjsi funkce je druha
mocnina a vnitfni funkci je linearni funkce y = 1 — 2z. Odtud

6z (1—22)% — (322 —4) - 2(1 —22) - (—2)

B (1—2z)* '

f'(x)
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Po tpraveé lze derivaci funkce f vyjadfit v jednoduchém tvaru

2(3z — 8)
, —_—
Predpis funkce f’ je ve tvaru podilu dvou mocninnych funkci. Definiénim oborem této
funkce bude opét mnozina vsech realnych cisel s vyjimkou bodu %, tedy

¢) Stacionarni body
Stacionarni body funkce f jsou takové body z jejiho definiéniho oboru, v nichz je derivace
funkce f nulova. Hleddme tedy vSechny body z € Dy, pro které plati

f'(2) = 0.

V nasem konkrétnim ptipadé
23z —-8) 0
(1—2z)3

Této rovnici vyhovuje jediny bod, a to z = %. Tento bod patii do defini¢niho oboru funkce
f, takze bod x = % je jedinym stacionarnim bodem funkce f.

Priklad 1.14.13 Vysetiete pribéh funkce a nacrtnéte jeji graf
1
flz) = (3 —x)e=
Reseni:

Takto jednoduse je zadan pokyn k provedeni ditkladné analyzy funkce f. Bude nutno provést
sérii raznych tkoli: stanovit defini¢ni obor funkce, zjistit zda je funkce spojita (a pfipadné nalézt
body nespojitosti), nalézt pruseciky grafu funkce s osami, urc¢it kde je funkce kladnd a kde
zaporna, vypocitat limity v bodech nespojitosti a v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru, najit
asymptoty, analyzovat monoténnost funkce a identifikovat body lokalnich extrémi, prozkoumat
konvexnost /konkavnost funkce véetné stanoveni inflexnich bodi, a nakonec nacrtnout graf funkee.

a) Defini¢ni obor funkce
Jedna se o funkci, ktera vznikla souc¢inem linearni funkce a funkce, ktera vznikla slozenim
exponencialni funkce a linearni lomené funkce. Linearni funkce je definovana na celé realné
ose, stejné tak exponencialni funkce. Jediné omezeni, co se defini¢cniho oboru tyce, prinasi
funkce y = % Tato funkce je definovana na celé redlné ose s vyjimkou bodu x = 0. Bude
tedy platit
Dy =R\ {0}.

b) Spojitost funkce
Funkce f je vytvofena pomoci operaci skladani a pomoci aritmetickych operaci mezi za-
kladnimi elementarnimi funkcemi. VSechny zakladni elementarni funkce jsou spojité, tudiz
i funkce f je funkce spojita na svém defini¢cnim oboru.
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c)

d)

Pruseciky grafu funkce se souradnicovymi osami

Prisecik s osou y hledame jako bod lezici na grafu funkce f, jehoz x-ova soufadnice je
nulové. Jedné se tedy o bod se soufadnicemi (0, f(0)). Vzhledem k tomu, Ze bod z = 0
v defini¢nim oboru nasi funkce f chybi, prisecik s osou y neexistuje.

Priseciky grafu funkce f s osou x jsou takové body na grafu funkce, které maji y-ovou
soufadnici rovnu nule. Jejich x-ovou soutadnici hledame jako feSeni rovnice

f(z)=0.

Konkrétné tedy )
(3—x)ex =0. (24)

Leva strana rovnice je ve tvaru soucinu. Soucin se bude rovnat nule jediné tehdy, kdyz ale-
spon jeden ze soucinitell bude roven nule. Exponenciala nenabyva nuly v zadném realném
bodé, druhy ze soucinitelti bude roven nule v bodé x = 3. Rovnici (24) tedy vyhovuje jeden
jediny bod, a to x = 3. Existuje tedy jenom jeden prisecik grafu funkce f s osou z, a sice
bod

P, =(3,0).

Kladnost a zapornost funkce

Znalosti o defini¢nim oboru a nulovych bodech funkce f vyuzijeme pfi vysetfovani kladnosti
a zapornosti funkce. Zjistili jsme, ze v bodé x = 3 je funkéni hodnota nulova. Dale vime,
ze v bodé x = 0 funkce neni definovana. Je cas zjistit, na kterych c¢astech definicniho oboru
je funkce kladné a na kterych zaporna.

Je vhodné si schematicky znazornit defini¢ni obor nasi funkce a zaznacit si do ného dosud
zjisténé dulezité body. Vime, ze defini¢nim oborem funkce f jsou vSechna realnda cisla
s vyjimkou nuly. Nula tedy rozdéluje definiéni obor na dvé ¢asti (kladnou a zapornou
poloosu). Daéle jsme zjistili, ze v bodé x = 3 prochézi graf funkce f osou z. V tomto bodé
funkce muze (ale také nemusi) ménit znaménko. Abychom to prozkoumali, bod x = 3 také
zaneseme do tabulky (viz prvni fddek v Tabulce 1).

Jak se funkce f chova na jednotlivych castech svého defini¢niho oboru, zjistime podrobnym
rozborem predpisu funkce f. Funkéni predpis je ve tvaru soucinu funkce linearni a funkce
exponencialni. 7 hlediska znamének funkénich hodnot je exponencialni funkce nezajimava.
Na celém svém definicnim oboru je kladna, a tudiz se ve vysledném znaménku soucinu nijak
neprojevi. V kazdém bodé defini¢niho oboru funkce f bude tedy platit

sgn(f(z)) = sgn((3 — x)er) = sgn(3 — z).

Znaménko funkénich hodnot funkce f tedy ovliviiuje pouze funkce y = (3 — z). Jedné se
o klesajici linearni funkci, jejimz grafem je ptimka prochéazejici osou x v bodé x = 3. Tedy
na intervalu (—oo, 3) je funkce y = (3 — z) kladna a na intervalu (3, 00) je zaporna.

Zaveéry téchto uvah zaznamenava Tabulka 1.

z | (=00,0)[0](0,3) | 3] (3,00)
f@l  + 3 + Jo] -

Tabulka 1: Analyza kladnosti a zapornosti funkce f.
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e) Parita
Funkce muze byt suda nebo licha pouze v ptipadé, zZe jeji definiéni obor je symetricky podle
pocatku souradnicového systému, coz je v naSem pripadé splnéno. Protoze vSak existuje
x € Dy tak, ze hodnota f(—x) neni rovna ani hodnoté f(z) ani hodnoté —f(z) (napf.
F(3)=0a f(—3) = 6e3 # 0), funkce f neni ani sud4 ani liché.

f) Limity
Vzhledem ke tvaru definiéniho oboru bude potieba urc¢it limitu funkce ve tfech bodech.
Jedna se o body +o00, —o0 a 0.

e Bod +
Zacneme limitou

: 1
xgrfoo(?) —z)ex.

Plati

. . 1 ( lim ;) 0
lim (3—2z)=—-00 a lim er =e\>+>"/ =¢" =1
T—+00 T—+00

Mizeme tedy pouzit pravidlo o vypoctu limity soucinu a dostaneme

lim (3 —x)e% =—00-1=—o0.
T—+00

e Bod —©
Uplatnime stejné pravidlo jako v predchozim odstavci a dopocteme

lim (3 —z)er = +00- 1= 400

T—r—00

e Bod 0
Zajima nas limita )
lim(3 — x)ex. (25)

xz—0

Pokud bychom chtéli uplatnit stejny princip jako v predchozich dvou bodech, narazime
na problém, protoze limita

neexistuje. Existuji vSak obé jednostranné limity a toho vyuzijeme. Spocitame limitu
funkce f v bodé x = 0 zleva a limitu funkce f v bodé x = 0 zprava.
Plati

lim —=-00 a lim — = o0.
z—=0— T =0t T

Dale také plati

Iim e#=0 a lim e® = 0.
Z—>—00 Z—> 00

Odtud (ze vztahu pro limitu slozené funkce) dostéavame

lm (3—2)er =3-0=0 a lim (3—2z)er =300 = oo.
z—0~ z—07F

Dodejme, zZe limita (25) tedy neexistuje.
g) Asymptoty
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e Asymptoty vertikalni
Vzhledem k podobé defini¢niho oboru funkce f se moznost vertikalni asymptoty nabizi
pouze v bodé x = 0. V predchozim odstavci jsme zjistili, ze jedna z jednostrannych
limit v bodé x = 0 je nevlastni, coz je podminka pro existenci vertikalni asymptoty.
Funkce f méa tedy jednu vertikalni asymptotu popsanou rovnici

r = 0.

e Asymptoty se smérnici
Defini¢ni obor funkce ,dosahuje“ k obéma nevlastnim bodim +oo a —oco. Existuje
tedy moznost, ze funkce ma dvé asymptoty se smérnici popsatelné rovnici y = kx + ¢
(kde k, g € R). Prozkouméme nejprve bod +o00, poté se podivime na bod —oo.

¢ Asymptota v bodé +oco
Asymptotu hleddme ve tvaru

y=kr+gq,
kde fa)
T
= lim —~* = i — .

Nejprve spocitame smeérnici hledané asymptoty, tedy ¢islo k. Poc¢itame limitu

1
3—1x)es
b= fm BT
T——+00 €T
Limitu upravime do tvaru
3—x
k= lim ) e
Tr——+00 €T
Protoze plati
3—w
lim ( ):—1 a lim eizl,
Tr——+00 €T T——+00

dostavame (pouzitim pravidla o limité soucinu)
k=(-1)-1=—1
Zname-li hodnotu ¢isla £, lze prozkoumat existenci ¢isla q. Zajima nas limita
1
ST ( — 2)er ) _
¢= lim (3—2x)er +x

U této limity nelze pozit pravidlo o limité sou¢tu dvou funkci, nebot bychom
dostali neurcity vyraz ,—oo + oo, Vytkneme-li vSak z vyrazu proménnou z, t;j.

3 1
q= lim 3&((——1)61—1—1),
Tr——+00 €T

prevedeme limitu na typ ,00 - 0%, coz ndm dale vyrazné pomize. Limity tohoto
typu lze totiz dale prevést na limity typu ,,%“ nebo ,,22%, k jejichz vypoctu lze
pouzit I’'Hospitalovo pravidlo. Nasi limitu tedy prevedeme na typ ,,%“ pomoci malé
kosmetické upravy:

= lim
q T—+00

(2 —1)ex +1
I
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Pouzijeme-li I'Hospitalovo pravidlo (derivujeme zvlast funkce v citateli a ve jme-
novateli), dostavame limitu

lim
T—+00 —=

Po vytknuti vyraz —x% z Citatele i jmenovatele a jeho zkracenim pak ziskame

3ev + (2 —1)ex
lim c (x )6 = lim (369104—(%—1) ealc>.

r— 400 ]_ r— 400 €T

Nebot plati

lim — =0 a lim eizl,
T—00 I T—00
dostévame
. 1 3 1
lim (3ez+ (——1>ez> =3-14(0-1)-1=2=4.
Tr——+00 T

Vypocitali jsme hodnotu ¢isla k i hodnotu ¢isla ¢. Obé hodnoty jsou realna cisla
(prislusné limity existuji a jsou vlastni), coz nas opraviiuje k vysloveni zavéru, ze
v bodé +00 ma funkce f asymptotu popsanou rovnici

y=2—ux.

¢ Asymptota v bodé —oo
Také v bodé —oo budeme hledat asymptotu ve tvaru y = kx + ¢, kde

k= lim @) a q= lim (f(z)—kx).

T—r—00 €T T—r—00

Uplatnénim stejnych principti jako v pripadé asymptoty v oo dopocteme limity

1
k= lim M

T—r—00 T

=-1

g= lim <(3—x)e%—|—x>:2.

T——00
Tedy v bodé —oo ma funkce f stejnou asymptotu jako v bodé oo, tj. asymptotu

vyjadienou rovnici
y=2—zx.

h) Monoténnost a lokalni extrémy
Pti vysetfovani monoténnosti a hledani lokalnich extrémut funkce f nam poslouzi jeji deri-
vace, tedy funkce f’. Plati

— 33— 2
fl(a) =ex (u) , Dp =Dy.

xr2

e Body podezielé z lokalnich extrémi
Lokalni extrémy funkce mohou byt pouze v téch bodech z defini¢niho oboru funkce f,
v nichz neexistuje derivace, nebo ve stacionarnich bodech.
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Podivame-li se na defini¢ni obor funkce f’, zjistime, Ze je stejny jako definiéni obor
funkce f. Derivace funkce f tedy existuje ve vSech bodech defini¢niho oboru funkce
f. Odtud tedy body podezielé z existence lokalniho extrému neziskame. Podivame se
na stacionarni body.

Stacionarni body funkce f jsou takové body z Dy, v nichz je derivace funkce f nulova,
tj. body vyhovujici rovnici

f'(z) =0.

V nasem piipadé fesime rovnici

Rovnice je ve tvaru soucinu. Prvni ze ¢initeltl je exponencialni funkce, ktera je kladna
na celém svém defini¢nim oboru, a tedy neni mozné, aby se tento ¢initel nékdy rovnal
nule. Druhy c¢initel je ve tvaru podilu, ktery bude roven nule v ptipadé, kdy bude
nulovy citatel. Staci tedy vyfesit rovnici

r—3—22=0.

Této rovnici nevyhovuje zadné redlné ¢islo (kvadraticky polynom na levé strané nema
realné kofeny), tedy ani druhy z ¢initeltt nebude nikdy roven nule. Z toho plyne, Ze
funkce f nema zadné stacionarni body, a tudiz ani zadné lokalni extrémy.

e Monoténnost

Zbyva vysetfit monoténnost funkce. Opét si schématicky zaznac¢ime defini¢ni obor
funkce f véetné vSech bodl podezfelych z lokalnich extrémi. V nasem pripadé zadné
body podezrelé z lokalnich extrémi nejsou, staci tedy zakreslit pouze defini¢ni obor
funkce f a prozkoumat, jak se na ném chova derivace funkce f. Z pohledu monotdn-
nosti nds zajima pouze to, zda (a kde) je derivace kladnd, ¢i zaporna. Na intervalu,
kde je funkce f’ kladnd, bude funkce f rostouci. A obricené, na intervalu, kde je de-
rivace funkce f’ zdporna, je funkce f klesajici. Snadno lze urcit, Ze nase funkce [’ je
na celém svém defini¢nim oboru zapornd, tudiz analyzovana funkce f je klesajici na
obou intervalech (—o00,0) a (0, 00). Nase zavéry zachycuje Tabulka 2.

x H ‘ (0, 00)

O
AR \ﬁ\g

Tabulka 2: Analyza monoténnosti funkce f.

i) Konvexnost, konkavnost a inflexni body
Abychom ur¢ili, kde je funkce konkavni a kde konvexni, pfipadné nasli jeji inflexni body,
vypocitame druhou derivaci funkce f:

f”(.’L’) = ez . (;4) (5.%'-'- 3) Df// = Df.

e Body podezrelé z inflexe
Inflexni bod funkce f je takovy bod z mnoziny Dy, v némz se funkce f méni z konvexni
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na konkavni nebo obracené. Jde o body, v nichz neexistuje druhé derivace funkce f,
nebo body, v nichz je funkce f” nulova.

Funkce f” ma stejny defini¢ni obor, jako funkce f’. Neexistuje tedy bod z defini¢niho
oboru funkce f, v némz by existovala prvni derivace a pfitom neexistovala derivace
druha. Body podezielé z inflexe tedy budeme muset hledat podle druhé podminky, a
to

f"(z) = 0.

V nasem piipadé fesime rovnici

e(%) (5 +3)=0

Této rovnici vyhovuje pouze bod x = —%. V tomto bodé mtize mit funkce inflexi. Zda

je bod x = —% inflexnim bodem, prozkoumame v dal$im odstavci.

e Konvexnost a konkavnost
Opét si nacrtneme schéma defini¢niho oboru funkce f a zaneseme do ného vSechny
body podeztelé z inflexe. V predchozim odstavci jsme zjistili, ze funkce f mize mit in-
flexni bod pouze v bodé z = —%. Bude to tedy jediny bod, ktery do schématu pridame.
Timto jsme ziskali tii intervaly, které je nutno prozkoumat z hlediska konvexnosti a
konkévnosti funkce f, a to intervaly (—oo, —2), (—£,0) a (0, 00). Tentokrat nés bude
zajimat, jak se na téchto intervalech chovéa funkce f”. Konkrétné nés zajima, zda je
funkce f” na téchto intervalech kladnd nebo zdporna. Interval, na kterém je funkce
f" kladn4, je intervalem, kde je funkce f konvexni. Tam, kde je funkce f” zaporna, je

funkce f konkavni.

Piedpis funkce f” je ve tvaru souéinu tii ¢initelt. Prvni dva z nich jsou funkce kladné
na celém definicnim oboru funkce f”. Znaménko funkénich hodnot funkce f” tedy
ovliviiuje pouze tieti z Ciniteli, funkce y = 5z + 3. Jedna se o linearni funkci rostouci
na celém svém definiénim oboru. V kterémkoli bodé z intervalu (—oo, —%) je zaporna,
naopak ve viech bodech z intervald (—2,0) a (0,00) je kladna. A stejné znaménka
maji funkéni hodnoty funkce f” na vSech zminénych intervalech. Dle vySe uvedeného
muzeme vyslovit zavér, ze funkce f je konkévni na intervalu (—oo, —%) a konvexni na
intervalech (—2,0) a (0, 00). Viechna nase zjisténi jsou zaznamenana v Tabulce 3.

v || (=00, =3) | —% |(=£,0)]0](0,00)
(@) ‘ - 0 + ‘ 3 ‘ +
f(z) N Bems u 3| U

Tabulka 3: Analyza konvexnosti a konkavnosti funkce f.

Z Tabulky 3 miizeme navic vy¢ist dalsi informaci. Bod =z = —% je bod, v némz se
funkce f méni z konkavni na konvexni, a tudiz je inflexnim bodem.

j) Graf funkce
Vsechny provedené analyzy a tvahy sméfovaly k jedinému cili, k nacrtnuti grafu funkce
f. V tomto kroku jiz mame dost informaci, aby byl stanoveny cil splnén. Pfed samotnym
nacrtnutim grafu je vhodné si vSechny informace ziskané o funkci f shrnout do jediného
pomocného schematu (viz Obrazek 4):
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x:0|
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y=—x+2 o y=-x+2
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13 T~
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vl w@®

Obrézek 4: Vlastnosti funkce f(z) = (3 — z)ex.

— Horizontalni primka predstavuje defini¢ni obor funkce f, kde prazdné kolecko vyzna-
cuje body, které do D nendlezi. Zde tedy prézdné kolecko v bodé 0 znaci, Ze definicnim
oborem nasi funkce f jsou vSechna realna ¢isla kromé nuly.

— Plnymi kolecky jsou vyznaceny dalsi vyznacné body z Dy (pokud existuji): nulové
body (NB), body lokalnich extrémi (L.min. a L. max) a inflexni body (IB); zde mame

pouze inflexni bod —%.

— Vlastnosti funkce f tykajici se monotonie a konvexnosti/konkavnosti jsou znaceny
stejnymi symboly jako v Tabulkich 2 a 3. Funkce je tedy klesajici na intervalu (—oo, 0)
a na intervalu (0,00); na intervalu (—oo, —2) je konkévn{ a na intervalech (—2,0) a
(0, 00) konvexni.

— Prerusované vertikalni primky predstavuji vertikalni asymptoty, navic jsou u nich
vyznaceny také ptislusné jednostranné limity (pokud mé smysl je zkoumat a existuji).
Vertikalni primka x = 0 tedy pfedstavuje vertikalni asymptotu; limita lim+ f(z) =00

z—0
je vyznacena plnym kole¢kem pravo nahofe u této pfimky, limita lim f(z) = 0 pak
z—0~
naznacena Sipkou smeétujici k prazdnému kolecku v bodé 0.

— Rovnice zapsané na ,okrajich“ definicniho oboru pfedstavuji rovnice asymptot se
smérnici v bodech —oo, resp. oo (pokud existuji).

— Stejny zptisob shrnuti vlastnosti funkci je pouzit i ve schematech u neresenych ptikladi
v predchozi kapitole.

Vysledny nacrtek grafu funkce f zachycuje Obrazek 5.
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f) = (3 -x)ex

\/

Obrézek 5: Nacrtek grafu funkce f(z) = (3 — x)es.

Priklad 1.15.1 Vypocitejte integral; promyslete, na kterém intervalu/intervalech primitivni
funkci pocitame

/x -sin* z dx (26)
Reseni:

Integrovana funkce je ve tvaru soucinu a jejim defini¢nim oborem je mnozina R. Prvni z
Cinitelf je linedrni funkce y = x, druhjm ¢initelem je goniometricka funkce y = sin? z. Jedna se o
typickou ulohu vhodnou pro uplatnéni metody per partes. Dle této metody, pokud na uvazovaném
intervalu existuji (spojité) derivace funkei u a v, plati

/u(x) ' (z)de = u(x) - v(zr) — /u’(x) -v(x) d. (27)

1) Per partes ¢. 1
V prvnim kroku nejdiive pouzijeme metodu per partes. Volime

w(rz) =2 a o'(x)=sin®(z),
dopocitame u'(x) a v(x).

e Hledani funkce u/(z)

Prvni dloha je trivialni, funkci «'(z) nalezneme jako derivaci funkce u(x). Plati
u'(z) = 1.

e Hledani funkce v(z)

vvvvvv

k funkci y = sin® z, tedy spocitat integral
v(x) = /siand:E. (28)
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Ackoli to na prvni pohled nemusi byt zfejmé, i tento integral mizeme fesit metodou
per partes.

o Per partes ¢. 2
Staci zvolit
uy(z) =sinx a ovj(zr)=sinx

a spocitat

uy(z) =cosz a wv(zr)= /sin:pdx = — oS Z.
Odtud podle vztahu (27) plati
v(x) = —sin(z) - cosx + /coszxdx.

¢ Upravime do tvaru rovnice a tuto vyresSime
Pouzijeme vztah znamy jako ,goniometricky rozklad jednicky“ a funkci v inte-
grandu prepiseme do nového tvaru

v(x) = —sin(z) - cosx + / (1 —sin*(z)) dz.

Vyuzijeme toho, ze integral rozdilu dvou funkci lze vyjadrit jako rozdil dvou in-
tegrala téchto funkci, tedy

v(x) = —sin(x)~c0sx—|—/1dx— /sinQ(x) dz.

Prvni z integralt Ize snadno vypocitat, primitivni funkce k funkci y = 1 je funkce
y = z. Tedy

v(x) = —sin(z) - cosz + x — /sin2(:p) dz. (29)
Zbyly integral je identicky s integralem (28), tedy integral s nimz jsme zacali a

ktery jsme si oznacdili jako funkei v(x). Toto oznaceni opét pouZijeme a vztah (29)
se proméni v rovnici

v(x) = —sin(x) - cosz + x — v(x).

Odtud jiz snadno uré¢ime hledanou funkci v(z), tj.

v(x) = % [z — sin(z) - cos x].

Vratime se zpatky k integralu (26). Dle vztahu (27) plati

1 1
/x-siandx:x-a[x—sin(x)-cos:p] —/i[x—sin(:p)-cosx] dz.

b) Upravime a pouZijeme substituci
Integral z rozdilu dvou funkci je roven rozdilu integralti, tzn. predchozi vztah muizeme
upravit a psat ve tvaru
1 1

1
/x -sinfrdr =2 - 5 [x — sin(z) - cosx] — / 3% dr + i/sin(:p) -cos z dz. (30)
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Prvni z integralti na pravé strané je trivialni. Primitivni funkce k funkci y = %x je funkce
_ 1,2
y = 72, tedy

/%x de = ixQ. (31)

Pti feseni druhého integralu uplatnime substituci ¢ = sinx, tj. dt = cos x dx. Tedy

1 1
§/sin(x)-cosxdx:5/tdt

Primitivni funkce k funkci y = ¢ je funkce y = % Odtud

1 1 t?
— [ sin(z) -coszdr == [ tdt = —.
2 2 4

K proménné x se vratime zpatky opét substituci ¢ = sin z a dostaneme

1 1 t2 i 2
— [ sin(z) - coszdr = = tdt = - = (x)7

4
£,
1 in”
5 /sin(x) ccoszdr = (x) (32)
Dosazenim (31) a (32) do vztahu (30) dostédvame
1 1 in”
/x sinfrdr =2 - 5 [z — sin(z) - cosz] — ZxQ sm4(x)

Po aprave ziskdme konecny vysledek ve tvaru

1
/x -sin® z dz = 1 [4* — xsin(2z) 4 sin*(z)] + ¢, c€R, z € R.

Hledanou primitivni funkci /' mizeme (po tpravach) psat také napiiklad ve tvaru

F(z) = < - [22° — 2zsin 2z — cos2z] + ¢, c€R, z € R.

1
8

Defini¢nim oborem funkce f, ke které jsme hledali primitivni funkci, je celd mnozina R (tedy
interval). Metody pouzité pfi vypoctu nevyzadovaly zadné zuzeni této mnoziny, takze funkce F
je primitivni funkei k funkci f na celém Dy = R.

Realna konstanta ,,+c* pridana ve vysledku pouze naznacuje, ze primitivnich funkci F' k dané
funkei f existuje nekone¢né mnoho (i kdyz v mezivypoctech to pro lepsi piehlednost explicitné
zdiraznéno neni).

Priklad 1.15.1 (jiny zpusob feSeni) Vypocitejte integral; promyslete, na kterém inter-
valu/intervalech primitivni funkei pocitame

/:c -sin® z dz (33)
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Integral z predchoziho prikladu lze vypocitat i jinym zptisobem, kdy vztah

1 — cos2x

Vr eR
2 73: Y

sin?x =
pouzijeme hned na zacatku vypoctu a poté pokracujeme metodou per partes.

Dosazenim vyse uvedeného vztahu do integralu (33) a naslednymi jednoduchymi upravami
tedy dojdeme k mezivysledku ve tvaru

1 1
/x-siandx:/g(l—cos%c) dxzi/xdx—a/x-coslxdx:

1 22 1 21
:5.%_§/x.0052xdx:%—a/x-coshidx.

Zbyly integrél vypocteme metodou per partes, kde volime u(z) = = a v'(z) = cos 2x:
1 1
x-cos2xdx:£-sin2x—— sin2xdx:£~sin2x+—c032x.
2 2 2 4
Dosazenim do mezivysledku vyse pak dostaneme

21 1 1
/x-sin2xdx:%—§(g-sin2x+1cos2x) :§(2x2—2x-sin2x—0032x).

Hledanou primitivni funkci F' je tedy funkce

F(z) = < (22% — 2zsin2z — cos2z) + ¢, c € R, z € R.

ol

Priklad 1.15.3 Vypocitejte integral; promyslete, na kterém intervalu/intervalech primitivni

funkci pocitame

/ L= (34)

—dx
x? —2x —8

ResSeni:

Nejprve prozkoumame funkci v integrandu. Definicnim oborem této funkce je mnozina
Dy = R\ {—2,4}. Protoze primitivni funkei vzdy hleddme na intervalu, budeme uvazovat li-
bovolny interval I C Dy, a primitivni funkei k funkci f budeme hledat na tomto intervalu.
Ve vétsiné piipadu (stejné jako v tom nasem) v8ak postup vypoctu primitivni funkce na volbé
intervalu I nezavisi.

Funkce, kterou chceme integrovat, je funkci v lomeném tvaru. V citateli i ve jmenovateli je
polynom druhého stupné. Jedna se tedy o racionalni lomenou funkci. V tomto bodé se nabizi dvé
rizné cesty, kterymi se mizeme vydat. Tu spravnou cestu ndm pomuze zvolit jmenovatel nasi
funkce. Zajima nas, zda polynom ve jmenovateli méa realné koreny. Pokud by realné kofeny nemél,
museli bychom zvolit cestu, kterd by vedla (po nékolika tpravach a substitucich) k primitivni
funkci obsahujici funkci arkustangens. Existence realnych kofentt nam napovi, Ze integrovanou
funkci ptijde vyjadiit prostfednictvim parcidlnich zlomki, k nimz pak budeme hledat jednotlivé
primitivni funkce.
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Polynom ve jmenovateli nasi funkce ma dva redlné koteny x = 4 a v = —2 a lze tedy vyjadiit

ve tvaru
2? — 20— 8= (v —4)(vr+2).

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky mizeme aplikovat pouze u funkei, které
se oznacuji jako ryze racionalni lomené. Jedna se o funkce, kde stupen polynomu v citateli je
mensi nez stupen polynomu ve jmenovateli. V nasem pripadé jsou oba stupné stejné. Bude tedy
potfeba nejprve stupen polynomu v ¢itateli snizit, napt. délenim polynomu polynomem. Po této

upravé pak dostavame
1—a? 7T+2
/7‘””@:/ B R N
x?—2r —8 x?2—2r —8

Integral na pravé strané rozdélime na dva integraly

1 — 22 7+ 2x

Prvni z integrald je trividlni, primitivni funkce k funkci y = —1 je funkce y = —x. Druhy
z integralti ma v integrandu ryze racionalni lomenou funkci, kterou rozlozime na parcialni zlomky.
Hleddame tedy dvé realné konstanty A a B tak, aby

7+ 2x A B
— . 36
2 — 21 — 8 x—4+x+2 (36)

Tyto konstanty A a B urc¢ime naptiklad postupem popsanym nize.

Rovnici (36) upravime (pfenésobenim vyrazem x? — 2z — 8) do tvaru
7+2r=A(x+2)+ B(x —4),

resp.
74+ 2x=2A—4B + Ax + Bzx.

Srovname koeficienty u stejnych mocnin proménné = na levé a pravé strané a ziskdme tak
soustavu rovnic s neznamymi A a B

2. 7 = 24— 4B

zt: 2 = A+B. (37)
ReSenim soustavy (37) je
A= > a B= —1.
2 2
Nalezené hodnoty dosadime do vztahu (36), tedy
7+ 2% ) 1

2222 -8 2x—4) 2@+2)

Rovnost (35) 1ze pak prepsat ve tvaru

1— 22 5 1 1 1
/7xdx:—x——/ dx—i——/ dz.
2 — 2z — 8 2 x—4 2] x+2




Oba integraly na pravé strané rovnosti jsou téhoz typu. Oba povedou k primitivni funkci ve
tvaru ptirozeného logaritmu (staci zvolit substituce t = x — 4 a w = x + 2). Tedy

1—a? 5 1
/x2_2;_8d:p:—x—51n|x—4|—|—§ln|x—|—2|+c,cER,xGR\{—2,4},

Hledanou primitivni funkci F'(x) lze také vyjadtit napiiklad ve tvaru

1
F(x):—x+5ln

T+ 2

m +c,ceR xel CR\{-24},

kde I je interval.

Priklad 1.15.49 Vypocitejte integral; promyslete, na kterém intervalu/intervalech primitivni

funkci pocitame
e4z
d 38
/eSw—6e4w+18 v (38)

Reseni:

Opét zacneme tim, ze dobfe prozkoumame integrovanou funkci. Jedna se o funkci v lomeném
tvaru, jejimz definiénim oborem je mnozina R. Jak v citateli, tak ve jmenovateli se vyskytuji
exponencialni funkce. V exponentu ¢itatele vidime 4x. V exponentu jmenovatele nachazime opét
4r a navic 8z. Fakt, Ze v exponentu jsou stejné vyrazy, respektive jejich dvojnasobek, nam
ukazuje cestu, jak integral vypocitat. Nabizi se substituce t = e* (dt = 4e%*dx), po ni% integral

(38) ziska novou podobu
1 dt
4 ) t2—-6t+18
V integrandu nyni vidime ryze racionalni lomenou funkci proménné ¢. Polynom ve jmenovateli

nema realné koreny, tudiz primitivni funkce bude obsahovat funkci arkustangens. Nasim cilem
tedy bude upravit integrovanou funkci tak, abychom mohli pouzit znamy vztah

d
/ N —|—$x2 = arctgr +c¢, c € R. (39)

K tomu staci nékolik drobnych tprav jmenovatele integrované funkce. Za¢neme doplnénim

na c¢tverec, tedy
1 / dt B 1/ dt
4) 2—6t+18 4 (t—3)2+9

Abychom se jesté vice pfiblizili podobé integralu ze vztahu (39), vytkneme ze jmenovatele
¢islo 9 a po upraveé dospéjeme k integralu v novém tvaru

dt 1 / dt 1 dt

1
Z/t2—6t+18_Z (t—3)2+9 36 (52741

Od naseho cile nas déli posledni krok, a to substituce u = % (du = %dt). Po substituci
ziskava integral novou podobu

1 dt _i/ du
36 (%)2+1 12 ) w2 +1
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Pouzijeme vztah (39) a nachdzime pfislusnou primitivni funkci
1 du 1 —_— cR
— | —— = —arctgu+g¢, c .
12) w1 MO

Pomoci vyse pouzitych substituci se vratime k vychozi proménné = a dostaneme primitivni
funkci F'(x) ve tvaru

12 3

Primitivni funkci F' k funkci f jsme nalezli na celém (intervalu) Dy = R.

1 3
F(:E):—arctg(e )—i—c,cGR,xGR.
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