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Uvod

Mily ctenafi,

od roku 2005 do roku 2018 jsme meély tu cest prednaset na Katedie matema-
tické analyzy a aplikaci matematiky na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého
v Olomouci kurz s nazvem Matematika 2. Jednd se o jeden ze stézejnich kurzi ur-
¢enych obortim Matematika-ekonomie se zaméfenim na bankovnictvi/pojistovnictvi
a Aplikovana statistika. Kazdy rok z téch mnoha krasnych let se na nas studenti
obraceli s otazkou: ,,Odkud berete piiklady na zapocet a na zkousku? Z jaké lite-
ratury? Jen tézko jsme vysvétlovaly, ze tlohy, se kterymi se setkavaji u zkousek a
zapoc¢ti, odnikud neCerpame, ale Ze je tvorime. Za ta léta se tlohy nastfadaly a nam
prislo ohromné lito je dale nevyuzit. Priklady z poslednich let jsme proto sesbiraly a
sestavily tuto sbirku.

Shirka obsahuje nejrtznéjsi typy tloh, se kterymi se studenti mohli potkat na
cesté za zapoctem nebo zkouskou z pfedmétu Matematika 2. Cést tiloh predkladame
i s podrobné popsanym procesem feSeni (piiklady oznadené symbolem x), abychom
ukazaly, jak je mozno pii feseni obdobnych tloh postupovat. Vétsina prikladi je vsak
nefesena, predstavuje vyzvu a moznost pfijit si na vlastni zpiisob feseni. Pro kontrolu
spravnosti nalezeného feseni jsou pripojeny vysledky vsech predkladanych tloh.

Hodné stésti a zabavy pii feSeni!

Iveta Bebcéakova a Pavla Koufilova

Autorky dékuji Mgr. Jané Burkotové, Ph.D. a Mgr. Miroslavu Rypkovi, Ph.D. za
podrobné pfecteni rukopisu a cenné pripominky a v neposledni fadé také O. Gergi-
sakové, A. Hubinkové, H. Lastovicové, T. Pohankovi, J. Ptibylovi, K. Sklenarové a
T. Véclavkovi za kontrolu spravnosti vysledki u nefesenych prikladi.

Tato sbirka vznikla za podpory projektu FRUP_2018_048 Inovace vybranych pred-
métl na Katedfe matematické analyzy a aplikaci matematiky.



Piehled pouzitého znaceni

AUB
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sjednoceni mnozin A a B

prinik mnozin A a B

rozdil mnozin A a B

kartézsky soucin mnozin A a B

vnitfek mnoziny A

hranice mnoziny A

defini¢ni obor funkce f

prvni derivace funkce jedné proménné f

druha derivace funkce jedné proménné f

parcialni derivace funkce f prvniho fadu podle proménné x
parcialni derivace funkce f druhého radu dvakrat podle pro-
ménné x

smisena parcialni derivace funkce f druhého fadu podle pro-
ménné xr a proménné y

interval absolutni konvergence mocninné rady

obor konvergence mocninné rady



1 Zadani priklada

1.1 Mnoziny v R a operace s nimi

Pomoci intervali zapiste mnoziny A, B a C'; mnoziny zakreslete
1. A:{xeR; mgo},B:{er; 1>|r—1>0},C=ANB
2. A={zeR;log(x+1) <1}, B={zeN; |z +3|<2},C=AUB
3. A={zeR 2’ -2-2<0},B={zcZ|v—-3/<2},C=A\B

4. A={zeR2’+2+1>0},B={2€Z 0<|32+2[<3},C=A\B

1.2 Soustavy rovnic v R?
Vypocitejte viechna feseni soustavy rovnic v R?
L. o —2y+ay =27

2 —xy—3x=0

2. 2°—49*—10=0
Yy +6y° — 10y =0

3. 2 +y* +4r -2y =0

w2 —ay—22=0

4.2 —ay—2y=0
22+ 4y = 22

T —2y+xy =27

6. 22 4+ 4y* =10
x4+ 6y =10

7. 22% — 3y* — 5x — 2y = 26
r—y=4

8. 22+’ +4x—2y=0
r—y—2=0



T 41
9. T, Y _ 22
y x 20
ry = 20

10. 2+ 2y — 2y =27
r—y=3

T

11. — =5
4+xy Y
oy +xy =9

T
12. — =5
4—1—3:3/ Y
oy +xy =9

1.3 Primitivni funkce

Najdéte vSechny primitivni funkce
T
1. | ——=dx
/ V212 45
12
2. | ——=d
/ 7 —2x + 22 .

) /4952\3/1 — hx3dx

L /de
24+ 42 +9

227 cos(1 — 42%) dx

w

~

2+ 4z +8
6 +4x
9. d
24+ 3x -7 v
10 4
’ x2 — 6x + 18



11.

12.

13.

15.

16.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

25.

26.




1.4 Mnoziny v R?

Zakreslete mnozinu M a pomoci urc¢itého integralu vypoctéte jeji obsah

1. M= {(x,y) eR%* 2 <0, yZe_%,ySe?’}

2
2. M:{(:c,y)ERZ;yzg,ygng}

1
4 MZ{(%y)GRQ,xZg,yﬁl,yzln(&%)}
5 MZ{(x,y)ERZ,y g,yS\Ma:}

6. M ={(z,y) €ER% 2>0,y>e* y<el
7. M={(z,y) eRy y<do—2*> -3,y > -z +3}
8 M={(r.y) eR*2>1y<1 y>In(21)}

3
9. M:{(x,y)E]RQ;y§2x—x2,y—§x20}

4
10. M = {(x,y) ER* x>0,y > = y < sin(2x)}
T

1

11-M={(fﬂ,y)eRQ;yZ@,ngﬂLl,ySS}
12 M ={(z,y) eR* y+20>0,1>y >In(z+1)}
13. M = {(x,y)ERQ;ygl,yZ 1—x2,y21n(—x),x§0}
14. M={(z,y) eR* y>In(z—2),y >3-z, y <1}
15, M={(z,y) R y<2—-2z,y>1—-¢" —z,y <In(z+¢€*)}
16. M = {(xy)€R2y<cotgx y>—-1l,y<xz-— §,O§x§7r}
17. M = {(xy)eR y>tgr,y<l1 y> x—ggxgg}

1
18.M:{(x,y)E]RQ;yZ\/g—x,ygx/x—k?),yzgx—l—l}
19. M ={(z,y) e R* y <16,y > 2*, y > 3z + 4}

10



*20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.
34.
35. M
36.

37.

38.

39.

M={(z,;y) eR*4—2—y>0,In(z—3)—y>0,-1<y <0}
M = {xy YER% y+2>0, Z>y>arctgm}

M:{xy ER*:0<y<e®, y>1-—u, :p<e}

{xy ) € R?%; arcsinz <y < g,xZO}

r,y) € R? arctgr < y < Z,xZO}

Y ER}0<y<1,2>0,y>nz}

y) ER* y <z, 0<y<6—z}

y) ER*: y>Inw, 1>y >2— 2272 ZL‘>0}

1
z,y) € R% yzx—3,y2—3,y§2,x>3}
:L'_

y) € R% y > (:p—2)2,y2—x—4,8—2x—x22y}

= = £ E E X T B £
[

1 xT
z,y) € R y2(5) ,y2x+1,y§4}

r,y) € R?; y>gsmx y <uw, x<0}

z,y) ERY (-1 <y<1—(z—1)%}

i E i

{
i@,
i@
i@,
U
i@,
{(z,y) eR* y<8—2z—2a”, x+y>2}
U
-1
=1
=1
=1

(
(r,y) €eR* y >5—x2,y > 5x — 5, y<5x—x}
(z,y) ER} 2 <y<a’+4,y<6—xz}

M C R? je mnoZina ohrani¢end kiivkou y = cotg x a pfimkou p, ktera prochazi
body (%,1) a (¢, —1); piitom plati z € (0, )

M C R? je mnozina ohranic¢end grafem funkce f(r) = arctgx a piimkami p a g,
pti¢emz piimka p prochézi body (2,0) a (2, %) a piimka g prochazi body (2,0)
a (1,5)

M C R? je mnozina ohrani¢end grafem funkce f(z
pfiemz piimka p prochazi body (—2,0) a (-2, —

(—2,0) a (—1, —%)

M C R? je mnozina vymezend podminkami y < Inz, y > 2? — 5z + 4 a
polorovinou definovanou hrani¢ni pfimkou p a vnitfnim bodem (0,0); pfimka
p prochazi body (4,0) a (e, 1)

= arctg x a primkami p a ¢,

)
%) a primka ¢ prochazi body

11



1.5 Nevlastni integraly

Rozhodnéte o konvergenci nevlastniho integralu a pokud je to mozné, integral spoci-
tejte

us

1. /6 cotg (3z) dx
0

B
»—\&
w
S
E‘»—t
8

o,

8

ot
O\
1

@)

o

-
OS]
—

[\)

&
-~

o

&

=2
o\
W
S
=N
%3

\]

oo

©

N
8

&M

+

H

|
1\3

10/
In2 6 _]-

5

11/ 4)In(x — 4)dx

12/4ZL‘ —|—12:p+4dx
0 (x 4 2)?

13.
/0 1—625”
0
14.
/2x2—x— &

12
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|
31./ ¢ dx
o xln’x

1
32. / de
0

T

4 5
. d
33 /Ool6x—38—2x2 .

5
34. / 5 dx
0 T4 + 4

2 1
35. / dz
g COST

1.6 Definiéni obor funkce

Urcete, zapiste a zakreslete defini¢ni obor funkce f

\ /log%(x) -1
L f(z) =

arctg (22 + 1 — 2)

_ arcsin (Z+1)

2. f(x) {”/ﬁ
V3z — 22
3 J(w) = 1 —logi(z —2)
log (£+

{/sin(2x) — 2

_ W(5[-v)
5 J(zy) = {‘/y—x2+x+2

6 )
- fyy) = Y22+ (y - 3)?
1+n@2—(z—4)?°-(y—1)

7. f(xay): \/m
B vy — 1
8. flz.9) = logy(z +y+1)
2 _
9. flz,y) = vl

14



10. f(z,y) =In (x—yky)
11. f x\/ y — x?

12. f = log, ( ) -arcsin |z + 1
In(y —z +4)
Vazt+y?—4

V1—2? —y? -2
14. f(z,y) =

In(1 — |y — )

13. f(z,y) = +log(16 — 2° — y)

1.7 Dvojné limity
Dokazte, ze dvojna limita neexistuje

(22 —y3) cos® &

.l
(:v,y)lin(o,o) ysin(2x) + 4y? — 222

lim M
(z,y)—>(2,1) x4 _'_ y2 - 17

4% — 293 — ysin(27)

i
(z,y)—(0,0) xcos(3y) + y3 cosx

3.2
4 lm W w)cosz

(z,y)—(0,0) 4y? + ysin z — 222

32% + 2y® + ysinx
im
(z.y)—(0,0) Y2 cosT — T Ccosy

x?cosy —y3cosw

6. i
(z, y)li}%o 0) ysinx — 222 — 3y3

C (2y)=(00) Y —

- =2 +y* 41
lim
(@y)—(1,0) 2(x — 1)% + 3y?

2 — 2y

10. lim
(@y)—>(2,2) % — 1Y

15



17— () -t

11. im
(zy)—(22) 16 — 2292

3z — 2
12, Hm ——r— %Y
(@y)—23) (x4 1)2 — 32
2 — y?

1m —_—
(z.y)—(2,2) Y2 — 22

(y—x2)*—1
(zy)—(32) 22 —5 —y?

13.
14.

2
15.  lim -éiﬁ_
(x,y)—>(oo,oo) y - 3.%'y

2
16.  lim iliﬁg
(x,y)%(oo,oo) 5xy — X

y2 COST — {L‘3 COoS Yy

17.

im d
(zy)—(0,0) 322 4 2y? — xsiny

Szy + 2y?

18. lim >

(z,y)—=(c0,00) T — Y

3_4
*19.  lim %}_il
()= Y +y—x

-9 2
20. lim 4720
(:E,y)%(l,Z) y — T — ]_

2 _42
21, lim —Y—
(@)1 Y2 — x4 1

2
4
22, lim — %Y
(.y)—(c0,00) Y(y — )

7 42 2

23. lim M
() +(oom0) T — 2y

3x2y — 202

24, lim Y=Y

(2,y)—(00,00) z

33_2
25. lim —
(@.9)—0,0) (z —y)

302y — 1
26.  lim -%#_7
(z,y)—=(o0,00) Y*+ T



S5z3y? + 1

27. im —Z -
(2,y)—(00,00) Y322 4 23
a2
28. im Ty
(@y)—(1,1) y? — 22
2 2
929.  lim Y
(z,y)—(c0,00) T2 + Y2
3
30. im yr
(z,y)—>(2,—3) xy _'_ 6
472 + 3
31. im u
(@y)—(00) T —y
4
32,  lim Y
(@y)—(22) T —y
2 2 - 2
33, lim 25 %7 _ 3y
(z,y)—(0,0) r—y
—3)2 421
34, fim E3) Tty
(z,y)—(3,1) xr — 3y

1.8 Parcialni derivace funkce dvou proménnych

Urcete, zapiste a zakreslete definiéni obor funkce f; vypocitejte f; a f;

(y—2)2—1)

T

L f(z,y)= \/1’2+(y—2)2—4—1n(

2. f(z,y)=1In (ﬂ) —\/3r—x2—y

rT—3—y

5. floa) = Vit (e )

2 +y? -9

25 —4
“4. f(z,y) = Jrlny +si
f(z,y) rlny sm( ™y )

y* 1
5. f(l',y) =In (m) — arctg (x — y>

6. f(z,y)=1n (232__;3) —arctg (by — 1)
201 _
7. f(z,y) = arcsin (2 — 3) + %

17



8. f(x,y)=1In ((x - 3;2_+33/2 - 1) + arctg (4 — 3y)
9. f(z,y) =In(y +a? —4) + ﬁ

10. f(z,y) =In(lnz) — %

1. f(z,y) = In(a® — 4z + y) + V2O _5% —47

12, f(r,y) = VAT — 4z g+ = (42(_y(f 52)2)

13. f(r,y) =(x—22+y2 -4+ (%)

14. f(x,y) =sin?y +¢e“In (fﬁ)

-y
15. f(z,y) =In (‘thy) + xy
16. f(z,y) = 4yf_ T+ (y — 3z)?
x

17. f(z,y) = \/ﬁ +In(x —2)
18. f(z,y) = arcsin (In(x + 2y)) + %

~ In(2® —y?)
19. f(z,y) = Ty

1.9 Parcialni derivace vyssich radu

Vypocitejte prislusné parcidlni derivace druhého radu funkce f

*1. fr, pro funkci f(x,y) = /322 — 2zy + 5y
2. f;;/y pro funkci f(g;’ y) —In (3};1_732»

" : _ 3x—2
3. fry pro funkei f(z,y) = /5=

4. fr, pro funkci f(z,y) = /522 — 2zy + 3y2

18



i 2r—
D. f;’y pro funkci f(x,y) =In (ﬁ)
6. f;/y pro funkci f(x,y) = ¢3y>—2sin(2z)
7. fi.a f), pro funkei f(z,y) = \/3y? — Ta? + 2

1.10 Priblizny vypocet funkénich hodnot

Pomoci diferencidlu prvniho fadu vhodné funkce dvou proménnych ptiblizné vy-
poctéte hodnotu

0,02

\/0 56(0952)

In (0,04 + (0,97)2)
0,97

2
N =T7,97 cos( 97)
0,03
4. \/3,98sin <3’98)

In (0,04 + (0,97)%)

w

ot

(1, 02)2 (2 93)2

7. (0,98) cos(

)
()

o, (0,98 — (3,03
s

oo

1.11 Lokalni extrémy funkce dvou proménnych

Najdéte body, v nichz méa funkce f lokalni extrémy

F(z,y) = 6 + 20y — 27 — 4y® + 2112
*2. f(x,y) = 4 —x(x + 4y* — 3y)
3. flz,y) =¥ (22" — 29" + 2 —y)
4. f(z,y) =2 — 23z + 2y* — 2y)

19



5. f(z,y) =5 — 4oy + 1 — 2*
6. f(z,y) = 2%y — 2y + 2y — 4y
7. flr,y) =€ 20y —a® +a -y’ — 1)
8. f(z,y) =3+ 32% — 6zy + ¢*
z(y* —4)
9 =5y 2
(42* —1)(y* — 1)
10. =
22(y — y?)
11. =
y(4z — z?)
12. =——"°
13. f(x,y) = 22* +y* — 22 — 2y
14. f(x,y) = 2* + dxy® — 3oy + 1
15. f(x,y) = 32* — 1220y + 1 + 5y'x
16. f(x,y) = 32y + 22y +y° — 3
17. f(x,y) = 3y* + yx + 2%y
18. f(x,y) = 22 — xy + 27/°
19. f(z,y) = 22y —y* — ya®
20. f(x,y) = 4y* — 2xy + ay® + 22
21. f(z,y) = ba® — day® + % + 2

1.12 Vazané lokalni extrémy

Najdéte body, v nichz ma funkce f vazané lokalni extrémy s danou vazbou

=ay+1y° —a?svazbouy —2r —3=0

)

f(z,y) = (y—2)* — Try s vazbou v +y —3 =0
)= —Tay + (3 —2y)*s vazbouz —y — 5= 10
)

f(x,y) =2 —2y+5s vazbou y> = 4 — 22

20



5. f(:t,y):4x—%+7svazbou4—y2:x2

f(x,y) =3 —2x + 3y s vazbou 9 — 22 —y?* =0

f(x,y) = ( y)2svazbou2x+y—7:()

9. f(z,y) = (3—2y)* + 7oy s vazbou v = 5+ y

(z,y)
(z,y)

8. fx,y) = 1Tzy — (y — 2)* s vazbou z +y = 3
(z,y) =

“10. f(x,y) =

f(x,y) =2 — 2y + 3 s vazbou y* = 1 — 2°

11. f(z,y) = §+%—7svazboux2+y2:1

1.13 Globalni extrémy

Vypocitejte globalni extrémy funkce f na mnoziné M

L flz,y)=a"+2x+y* -8 kde M = {(z,y) e R, 2 +y* <9,y —2 >0}
2. f(x,y) = (z —3)* + 3y — 5,
kde M = {(:c,y) eER* y<dr—a* y>—6—u, x§4}
3. f(z,v) —4® + 2y, kde M je uzavieny trojihelnik s vrcholy (—2,—1),

2.21), (23 >

L flo,y) = e
kdeM:{(x,y)€R2;x—2§y§x—|—2, —1§y§0}

5. f(x,y):xxfy,kde]\/[:{(x,y)eﬂy;y§4x—x2—3,y2x—3}

6. f(z,y) = 22y — 2> — 4y® + 229, kde M je uzavieny trojuhelnik s vrcholy
(_17 _4)7 (57 2)? (_172)

7. f(x,y) = 2® +y*+ 22— 2y — 3, kde M je uzavieny trojuhelnik s vrcholy (—2,1),
(0,0), (1,2)

*8. f(z,y) = 2* +2y°> — 22y +4xy?, kde M je uzavieny trojthelnik s vrcholy (—1,0),

), (_3a 2)

9. f(z,y) = (x—3)° — (y +2)%
kdeM:{(x,y)GRQ;x§4,y2—4,y2—3x+3,y§3—x}

1
10. f(z,y) = 2%y — Ty + 6xy, kde M = {(x,y) cER} 1<a<T,y< =, y> —2}
x
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

f(z,y) = 2* —2%y* +y, kde M je uzavieny trojthelnik s vrcholy (2,2), (—1,2),

1
f(z,y) = §y3x+3fv2 — 2y +3,kde M = {(z,y) e R? [z] <2, [y| < 1}

f(z,y) = (x—3)> =2y +ay, kde M = {(z,y) e R* y < —2” + 4, y > —x}

f(z,y) = 323y + y* — vy + 1, kde M je uzavieny trojthelnik s vrcholy (0, 1),
0,-1), (—2,1)

fx,y)=y"— 2" +2x+6,kde M = {(z,y) e R} . <2—y* y <z}

f(z,y) = 3zy* — 2, kde M je uzavieny trojihelnik s vrcholy (2,0), (—1,—3),
(=1,3)

flz,y) =10 (x —1)*> - (y +3)* kde M = {(x,y) e R?%; 2% +y* < 16, x20}
flz,y) =2 =22 +y* =8y + 7, kde M = {(z,y) € R*; 2* +4y* <25,y > 0}

f(z,y) = 2* —6x +y*>+ 2y + 10, kde M je uzavieny trojuhelnik s vrcholy (0,0),
(4,0), (4,—4)

f(z,y) = 3%y — 2yz + 6y°, kde M = {(z,y) € R% |22] < 1, |2y < 1}

1.14 Elementarni mnoZiny v R?

Mnozinu M zakreslete a zapiste jako elementarni mnozinu vzhledem k proménné x
a vzhledem k proménné y; v piipadé potifeby mnozinu nejdiive rozdélte na vice ¢asti

1.

2.

M={(z,y) eR}z<e’ y+lnz>0,y<z—1}
M:{(x,y)ERQ;nyQ,yg—x—FZ, ZEQZO}
M:{(x,y)ER*X]R;xySl,2y21,x—2y+120}
M= {(z,y) ER* 2” <y, x>y —2}

M={(z,y) eR}z<e y<lhz,z>1-y}

1
-M={(x,y)€R+><R;y+12—,ygl,yz2x—2}
e
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1.15

Dvojny integral

Vypocditejte dvojny integral

1.

2.

10.

11.

12.

13.

[:// zIn(y® 4+ 1)dedy, kde M = {(z,y) e R* y > vz, y <4, 2 >0}
M

I = // sin? dxdy,

kde M = {:cy 6R2 x +1° §9,x20,y20}

I:// ytg (2°)dady, kde M = {(z,y) eR} 0<2<1,0<y<2?}
M

.I:// ysin(1—2x2) dady, kdeM:{(x,y)€R2;9Z$2y27yZO}
M

I= // cos(5x)e6?) dzdy,
M

kde]\/[:{(x y) €ER*0<y, 0<x, 5x>a,rcsmy,x<1}

10
1
1:// L daay,
vIny+2In“y

1
kdeM:{(x,y)ERZ;ng, \y—e—1|§1,y§—}
x

: 1
1:// AT ady, kdeM:{(a:,y)eRQ;y§x2,x20,y20,x§§}

M/ (1—y)3

I:// 2xln<\/y3+4> dzdy, kde M = {(z,y) e R* y <1, 2* <y, z >0}
M

t 1
I:// g—fdxdy, kdeM:{(xy)€R20< E—SQSCOS$}
v Y 4’ 2

I:// ln<sing> dxdy, kdeM:{(:p,y)ERQ;ggxgw,y§0082 y>0}
M

1
[:// dxdy, kde]\/[:{(x,y)6R2;x2—1,y§e“,y262x}
M€2m+4

I = // y*sin (2x4 + 1) dxdy,
M

kde M je uzavieny trojuhelnik s vrcholy (0,0), (2,2), (2,—2)
I= // sin*(2°) dedy, kde M = {(z,y) € R |y| <2, |z < 2}
M
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*14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

I—/ sinvVx — 2dzdy, kde M = {xy eR% x> y*+2, x<3}

1_// sin x—— ln<sm<x——>> dady,

2
kdeM—{(x y) € R?; 0<y<cos<x—§) ngﬁ,xgﬁ}

I:// arctg (2z* +4) dzdy, kde M = {(z,y) e R* 0>y >2® z+2> 0}
M

I3

I= // In (cosy) dzdy, kde M = {(x,y) €R* 0<z, arcsinz <y < 4}
M

g

I:// ln(y4+1) dxdy, kdeM:{(x,y)€R2;0§x,y2\3/5,y§1}
M

I://Mtg (x?’—l—%) dxdy,

kdeM:{(x,y)ERQ;O§y§6x2,x§1—7;,x20}

IN

1
I:// In (¢! Inz) dzdy, kdeM:{(:p,y)GR2;O§y§— 2<z
M T

I:// cos/ydzdy, kde M = {(z,y) e R* 2> <y <4,z >0}
M

[_// sin (y*) dedy, kde M = {(z,y) e R} Vo <y <2,0<z <4}

2

T
4

[:// y sin /x dady, kdeM:{(x,y)€R2;x§
M

I= / / arcsin (cosy) dzdy,
M
)
kdeM:{(x y) € R 2 >0, y>— x<smy,y<67r}

,OSysx/:E}

6’

I:// tg \/y3 dzdy, kdeM:{(x,y)ERQ;xZO,ygl,nyQ}
M

I:// zysin (z* + 1) dedy, kde M = {(z,y) e R} 0 <y <z, z <1}
M
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1.16 Mocninné fady

Urcete interval absolutni konvergence, obor konvergence a soucet rady

[e.9]

_21,n+1
1.

(4 — 3z)" !
2.2 21(2 — 2n)

n=2
3. nf:l(—m %
4. ni; (5n—2n3+fri)"
S S

6 Z (1 _ 3x)2n+1
' = 57+1(5 + 10n)

0 3n+1(2x _ 10)n+2
7. Z n4nr 4+ 22n+1
n=0
= (5 — 2x)"H
8. —
; 57(3n + 3)
L 27(3z 4 4)nH
9. —_—
; 4+ 4n
= (6 — 3x)"
10. > e
n=1
. =\ (5 + 10)"+2
- = (n+2)(-15)"
1o o0 (3 _ 41,)n+1
(ot 1)(-5)

— (=3)""(2 — 6x)"**
13- ; (n+2)5
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

n-+4

I (.CL' + 7)2n+3

(=1) 2n+3

i(_l)nJrl (3z —9)"

127n

(22 — 6)" !
4n(n+1)

M 10

1
9" —(3x + 6)*"
2n( x + 6)

i
I

(5 _ 5l.)n+1
(n+ 1)10"

W

1

S
Il

(—6)”“(9 — 3xz)"
n36m

WK

i
I

(=3)" (22 + 8)"*!
(n+1)127

(_4)—2n—1 (4.1' + 8)2n+1

M 1M

2n+1

i
(=)
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2 Vysledky neresenych priklada
2.1 Mnoziny v R a operace s nimi
1. A=(-2,2), B=1{0,2}, C = {2}
A B
) ) 0 2
2. A=(~1,9),B=0,C=A
A B
-1 9
3. A=(-1,2), B={2,3,4}, C = (—1,2)
B
i : > 3 4
4. A=R = (—00,0), B= (—g, —%) U <—g, %)’
) 2 1
o= (e Bhol (L)
A B
2.2 Soustavy rovnic v R?
1. {(0,-%),(-3,-6),(7,4)}
2. {(V10,0), (-V10,0), (3(~5 - 9V5), 5(6+ V5)) ,
3. {(0,0),(0,2)}
4. {(0,0),(2,0)}
5. {(—3,-6),(7,4)}

27

C
2
C
1 9
C
1 2
C
5 2 1
3 3 3

(:(9V5—=5), =3 (V5 =5))}



(=)

10.

11.

2.3

10.

11.

12.

A{3))

{(11,7),(6.2)}
0

{(5,4),(~5,—4),(4,5), (4, -5)}
{(=3,-6),(7,4))}

{(4,1), (45, —5) }

Primitivni funkce

3
. F(x) = §\4/(2x2 +5)3+¢cceR

r—1
F(z)=2V6arctg (=—— ) 4+¢, ceR
) g(%>
1

F(:E):—g?’ (1-523)*+c, ceR

3 T+ 2
F(z)=SVbarctg (— ) +¢,ceR
=5 g(ﬁ)

1
F(z) = 5 sin(l —42®) +¢,c€R

3
F(z) = §arctg(2x—1)+c, ceR

1
. F(x) = —1\3/(1—3x2)4+c, ceR

1
F(z) = §arctg <%—|—1> +c,ceR

3
F(z) =2In|2* + 3z — 7| + ¢, x%—ai

4
F(z) = - arctg <£—1>—|—C,CER
3 3
3
F($):E\3/(8$3+1)2+C,CER
7 3
F(x):Zarctg T+ +c,ceR

28
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26. F(x

F(z) =

F(x) =

F(z) =

F(z) =

F(x) =

F(z) =

F(x) =

F(z) =
F(z) =

F(z) =

2
-5 cos(37® +1)+c¢,c€R

14 4z + 3
—— arctg ( vt )+C,CER

V39 V39
-5 3
— —— R
2amta) ¢ TS
6 3r 4+ 2
—— arct +c,ceR
V11 8 ( V11 )

)
—§\3/(1 — 322t 4+ ¢, ceR

0 arct (4x_5>+ eER
— arc —_— ¢, c
N AR

5

§arctg(2x—|—3)—|—c, ceR

-7 5
S — 2 ceR
2(2x_5)+c, :U7E2,ce

arctg?—kc, r>0,ceR

—Injl—€*|+¢, #0,ceR

1 2
gcos(—)—kc, r#0,ceR

T

3

3

—1
3lnx

+c, >0,ceR

-5
= —arctgi+c, ceR

V8 VB

29
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2.4 Mnoziny v R?

)dx:%—ke?’
\

(63 . 6—2w

ella\}

0

Ls— [

b =

-2x
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A
~ A =
= = A
% 5 -
e
5 I
Il =,
>N v |on
|||||||||| No)
p—
|
|
|
! Rl
=) | !
_ : -
o — | |
N— 4
— | 6_3 "
I I I
8 g !
o] o] ~ | )
—~ (@] /N .
T Rl oo
Q) _
S—
= 8
_ ~<fi
— S———"
N—
vlen w
— —<

4. S
5. 8
6. S
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1FF-===----—-

y

3
7. S:/ (4z — 2 =3+ 2 - 3) dx:%
2

e

(1 —In(2z)) de =1n2 + o) —2

o]

5=
1

In(2x)

y:

[N

— N

— =

(2x —?

ey

0 5=
0

2x — x*2

y:

— |

o<

32



A

sin(2x)

y:

||||||||| Bl

A

y

A0
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A

34



e+2 3
(1—3+x)dx+/ (1—1n(:p—2))dx:e—§
3

:/23

14. S

35

1+e?
(ln(x+62)—1+e2+x)dx+/ (2-20-1+¢€+2)ds=
0

e2

0

:/1

15. S



36

S
B d =
=
+ Rl
= N
AT
o g WS cle R
— | <t a0 |
I I F
x y
e
& <
]
o0 -~
_
i
~—
&< __] —
1
R I
1




6

3(v/3-1)
18.5:/ (\/:E+ —\/§+x> dx—I—/
0

3(v3-1)

1
(vx+3—§x—1) dox =

=-3(V3-1)2+6—-2V3

—1 4
19.5:/ (16—x2)dx+/ (16—3x—4)dx:%7
- -1

37



In(x — 3)

y:

A

—1n2

1
2

=
32

arctg x) dr =

s
4

+ ) dx+/01<

yﬂ

R

R

arctg x

y:
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3
xd N
(e*)de =e 5

e

(e* —1+ux) dx—f-/
1

:/01

22. S

A

—

I

8
o
N
8
=
R
o
—~
o]

_
&l
N—

—
/0
|
PN
el
—~
D
=
@
~—
Kkl
/0
|
wn

yﬂ

BRI

arcsinx

y:
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\/

y = arctg x

1 e
25.S:/eydy:1+/(1—lnx)dx:e—1
0 1

=

Y

40



4 6 29
26. S:/ (V) dx—l—/ (6 —z)der=—
0 4 3
Y4 y=6—x
y=vx
} x
4 6>
! ° 2 —T7V2
27. S:/ (1 -2+ 22%) dx—i—/ (1—-1Inz) dz = \[—I—e
1 1 3\/§
vz
yﬂ
2 y=2— 2x?
y=Inx
1 |
7 ;
-1 1 e

41



—

V5
0
(&

(—2* — 22+ 8+ (z —2)%) du

[
A

y=-(x-2)

2

(—2* -2z +8— (—z—4)) do +

8— 2x— x?

y
y=-—-x—4

/.4

g

8 — 2x— x?2

5
y
&

= A

2—2+x) dx =

2
30. S:/ (8—2x—x
-3

42



y=(x-1)?°

y=1- (x— 1)?

I
|

‘ >

22 1 24nf2 X
2 2
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(5v5-9)

|

(5x—x2—5x+5) dz =

V5

e

(5x—x2—5+x) dx +

5
3

34.52/
1

y=5x—75

= A

F

V5

| o,

/!

(x2—|—4—x2) dx—l—/
1

1
2

(6 —z—2?) dx+/

Z—ln2
4

) s

4
——x + 2 —cotgx

(-

s
2

A

36. S:Z/
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2
1.2 3
37. S:/l (arctgx—(—%x—i—g)) dx:2arctg2+§lng—§
V4 pix =2
L2
2
%tgx
TL___
4 |
|
|
| x
0 1 2 o _EL LT
IY="3*"3

—1
1. 2 3
38. 5= /2 (—%:p — g — arctgx> dr = —2arctg (—2) + ilng - g

pix=-—2 y
2 -1 y =arctg x
I 0 X
:
.z
4
/
™ gy — T
-5 qy = 4x 2
e ) 4 T 4
39. S:/ (Inz — 2 + 5z — 4) dx+/ < - —x2—|—5x—4) dz =
1 e e—4 e—4
:1576
2
y
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2.5 Nevlastni integraly

1
1. primit. funkce F(z) = gln |sin(3z)|, x # k%, k € Z;

Integral = oo (diverguje)

, r € RT;

1
2. primit. funkce F'(z) = —3
nx

Integral = oo (diverguje)

1
3. primit. funkce F(z) = 8 In(1+ 3z%), z € R;
Integral = oo (diverguje)
. 1 2
4. primit. funkce F(z) = geos{— | @ # 0;
x
Integral = neexistuje

1
5. primit. funkce F(z) = 3 In |sin(2z)|, x # § + k7, k € Z;

Integral = oo (diverguje)

1
. primit. funkce F(z) = ——— R\ {1};
6. primit. funkce F(x) 4lnx’x€ \ {1}
Integréd:i

3
7. primit. funkce F(z) = g In(22* + 1), z € R;

Integral = oo (diverguje)

1 3
8. primit. funkce F'(z) = —3 sin (—), x # 0;
x

Integral = neexistuje

9. primit. funkce F'(z) = %ln i—;; , £, x #£ =2;
Integral = %ln2
10. primit. funkce F(z) = — ! , T #0;
2(er —1)2
Integral = %
11. primit. funkce F(x) = Mln(x —4)— #, x >4

1

Integral = —7

2
12. primit. funkce F(z) = 3In|x + 2| — P +1In|z|, z # 0;
T

Integral = oo (diverguje)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

1 1+e”
primit. funkce F'(z) = 5 In 1i , T #0;
— 61'
Integral = —oo (diverguje)
1. |z—3
imit. funkce F(z) = - In|——
primit. funkce F'(z) R e
Integral = —oo (diverguje)
1 1+ si
primit. funkce F(z) = - In ﬂ
2 1—sinx
Integral = —oo (diverguje)
1 1
primit. funkce F'(z) = = In sy
2 1—cosx
Integral = oo (diverguje)
imit. funkee F(z) = —= — — :
primit. funkce F'(z) = ez o ¥ # 0;

Integral = oo (diverguje)

1 3
primit. funkce F'(x) = —=arctg ix , T € R;
2v/3

_T_

Integral = 7

1

primit. funkce F(z) = 5 (cos(2) In(cos(2z)) — cos(2z)), z € (0,%);

Integral = —%

primit. funkce F'(x) = arcsin %, x € (=5,5);

Integral = 7

1 2
primit. funkce F(x) = iarctg (%), r € R;

Integral = ¢

. 1 T
primit. funkce F(x) = ga,rctg 37 € R;
Integral = %

24 x
2—x

, T £ 12

1
primit. funkce F(x) = 1 In

Integral = oo (diverguje)

primit. funkce F(x) = —ze * — e %, z € R;
Integral = 1

47
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

1
primit. funkce F(x) = iarcsin g, z € (-2,2);
Integral = 7

1. |14 cos(3x)

primit. funkce F(x) = Eln I~ cos(37) | v # k%, k€Z;
Integral = oo (diverguje)
1+sin2
primit. funkce F'(z) = 2In Lnfg ,x# (2k+ V)7, k € Z;
B 2

Integral = oo (diverguje)

1 — e®
primit. funkce F(z) =In ¢ ,  #0;
61'
Integral = —oo (diverguje)
1 1
primit. funkce F'(z) = = In - heosw , x # km, k €7
2 1—cosz

Integral = oo (diverguje)
primit. funkce F(r) = —In|cosx|, v # § + km, k € Z;

Integral = —oo (diverguje)

primit. funkce F'(x) = — , x>0, x #e;

1
5In°
Integral = oo (diverguje)

1
primit. funkce F'(z) = 5 In*(27), = > 0;

Integral = —oo (diverguje)

) r—4
rimit. funkce F(r) = ———=arctg [ —=— |, * € R;
P 0=z ()

41 — 5w
Integral = — >~ e
. ) T
primit. funkce F(x) = §a,rctg 5 € R;

Integral = %r

1+sinz
1 —sinx

1
primit. funkce F(x) = 5 In ,x# 5 +kn kel

Integral = oo (diverguje)
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2.6 Defini¢ni obor funkce

1

0 1
3
5) 3
2. Df=(—,—-1 U | -1
1= (=)o ()
s 3
2 2
5) 5)
3. Df=(2,-JU|(=,3
= (23)0 (3o)
2 s 3
2
3
4. Df = (—o0, 1)U(§,oo)
1 2
2
5. Df:{(x,y)eRZ; z‘>y,y>x2—.7c—2}
Y y=x*—x— 2
// -
= o
S ., 2
\\Q\ //
\\\\\ . /
\ N 7z /
‘1\\ //2 X
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6. Df = {(x,y)

1 —
€ R?; y—£>o,y+27&o, (:c—|—2)2—|—(y—3)27é0}

7. Df={(z,y) eR*2— (z—4)° - (y—1)>>0,z+y°—4 >0}

Y

(x— 42 +(y—-1D?*=2

= ~
2\\\\ V2 ™
- - , \
~ < / \
\\\é \
(B |
\ e /
\ \4 /‘
]

\\ Ay

N

\

N\

N
\\ N

9 N\

2 AN

N N

\ »
_1\\ \ X
N N
N N

— s B N N = —X

y=-x-1 N \y
N
-1 \
N AN
A N
N N
N
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9. Df = {(v,y) € R% |y| > 1, 2> + y* > 9, 2 + y* # 10}

Ay
-~ - 1 = ~
7 N
/ -~ T~ N
VA SN
[ 1 N
[ \
\
l »
1 I I =
VL 0 3; V10 x
o—> —0
N\ -1 -
N 4
N S = 7
S >

Yy
\\ Ay
\ I
N I
N I
AN
A\ I
N I
N I
\\I
________ %_______»
|\\ X
I N
| AN
| AN
| \\
I N y= —x
I
I
11 Df = {(r,9) € % ¢ £ 0,y > 2*}
y4
|
|
| y= x?
|
|
|
|
|
|
|
I L.
"o x
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z+1

12. Df:{(:c,y)eRQ; 2 >0, |x+1\§1}

Ay

plialie T e - - - - Qo= ===

13. Df ={(z,y) e R y > a2 —4, 2> +y* > 4, 2> + y < 16}

yﬂ
|~ 16
/ \
/ \
/ \ y= 16 — x?
/ \
/ \
/ \
/ \ y=x— 4
/ \ _ -
I 2,\ v 7
( X -
1 1 g
4 N PR
>
I 1 \
- |-
7 4 |
-
I~ \
-~
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4. Df ={(z,y) eR} 1 -2 —y*>0,1> |y —a|, |y — x| #0}

yﬂ

ry=x+1
7/

y=x

2.7 Dvojné limity

1. postupné limity: —% al

2. postupné limity: ¢ a 4

3. postupné limity: 0 a —2
4. postupné limity:
5. postupné limity: 0 a 2

6. postupné limity: —

N[
W=

a8

N =

7. postupné limity:

8. postupné limity: —2 a —1

9. postupné limity: % a neexistuje

10. postupné limity: 2 a 1

=

11. postupné limity:

N[
w

12. postupné limity:

N[

13. postupné limity: —

W=
oY
N

14. postupné limity:
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

postupné limity:

postupné limity

postupné limity:

postupné limity

postupné limity:

postupné limity:

postupné limity

postupné limity:
postupné limity:

postupné limity:

postupné limity

postupné limity:
postupné limity:
postupné limity:
postupné limity:
postupné limity:
postupné limity:
postupné limity:
postupné limity:

postupné limity:

Oal

:0a—1

N[

c—2a00

—8 g -8

2al

c—4a -2

0a—o0

—oc0al

—0o0 a &

:0a—1
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2.8 Parcialni derivace funkce dvou proménnych

(y—2)2°-1
y—2 2(y — 2)

L D ={(ea) e R4 - 27 2 1,

_ ' WL ) |

P (y—22—4 Y Pt (y—22—-4 (y-22-1
2

Df =Dy = { (o) € R 22+ (- 07 > 4, L5 0

>0};

I

2
2. Df:{(x,y)ERz; L>0, 3x—x22y};
r—3—y
—1 3—2x z—1 1
fo= - s fy = + ;
r—=3—-y 2/3x—a%2—y (Y+2)(r—=3—-y) 2/Bzx—22—y
> 0, 3x—x2>y}

y+2
Dfy=Df,= {(%?J) € R%; T—3_y

y A
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3r
3. Df = ERZ‘ >0, ——— > 0¢;
f {(x7y) 1y— 7y2+x2_9 }1
y2—l'2—9

2y\/y

1 3z
I N 1
Jz \/gx(xQ +y2—9)’ Iy 2\/y ! ($2 +y? - 9)

3z
J— — 2'
Df;_Df;—{(:v,y)ER,y>0’m>

g

_:E2+y2—9;

4. Df = {(x,y) e R% xlnyZO,x#O,y>0};
Iny 2° 41

fo= + cos (24 = ———
T 2y/xlny %y dxy Y 2yyaxlny  4dxy?

Df,=Df,={(z,y) eR* 2lny >0, 2 #0,y >0}

y+
|
|
|
11
A
|
|
|
|

_________ ?—————————;
|

y4
5. Df =4 (,y) RS —— > 0,2 —y#0{;
422 — yx
y— 8z 1 Cp 16 =3y 1

! — .
fz_4:c2—yx+(x—y)2+1’y y(dr—y) (z—y)P?+1

Df,=Df,=Df
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| A
| A= S
1/ ’
(VA
_______ L,
/;n:) X
4 1
e
’ /1
// I
v I
2 2y° =8
6. Df =< (z,y) € R%; 3 >0, #3;
-z
1 4y )
r .o i .
Le=g=5 Iy 202 —8 1+ (by — 1)’
Df,=Df,=Df
y 1
|
|
____________ O_______
2 I
|
| —
3: X
2 !
____________ g|>_______
|
|
7. Df ={(z,y) eR* -1 <2*-3<1,2#0};
2 y*(1-y) y
L= - s = 2 — 3y —2¢°);

Dfi=Df, ={(z,y) eR* -1 <2’ -3 <1,z #0}

y

o7



T —3
/ (?[7—3)2—y2—|—1

P )@ 3R E )

Df,=Df,=Df

8. Df:{(:l?,y)ERQ; (r =32 +y*>—1 >0};

y A

9. Df = {(z,y) e R* y >4 —2”, y <a®+4};
[ 4- ’
fm_ 5 + Y .f/_

/y+x —4 Zrd—y)3 Y
Df.=Df, = Df

x
y+x2—4+2 2 5
(2244 —vy)

\ Ay
Y !
V= 4+ x? !
1 /
" /
N /
" /
. 4 %
~ p
£ O—0il)
_ =
/ b
Y AN
4 \
; \
p \
I n X >
’ 2\ X
1y=4-—x° \

10. Df = {(x,y) eR* z>1, y2+1>x};

po Lo e
rlnz 22, /(2 — x4+ 1)3
f; _ ye4792 2y° —2x+3
Vi -+ 1)

Dfy=Df,=Df

o8



=y

11. Df = {(z,y) e R* y > -2 + 4,4 > |y — 4|,  # 0};
2r —4 16 — (y — 4)? 1 y—4

r _ Lol _ .
fm_x2—4x—|—y 512 y 2 —4dx+y 5:c\/16—(y—4)27
Dfi.=Df, ={(z,y) eR* y>—a® +4z, 4> |y — 4|, z £ 0}
Y
I's
®
|
|
|
| //—-—\\
(2 N
I/ N
1 % |
//0 4% x
/ y=4x—x2\\

1

12. Df = {(z,y) e R* y > —a” + 4z, 2 > |v — 2|, y # 6};

- x—2 B x—2 . 1 _1n(4—(x—2)2).
m_\/x2—4x+y (y—6)(4—(z—2)2)"Y 9 22 4z +y 20y — 6)2

Dfy = Dfy={(z,y) e R* y > —a® + 4z, 2 > |z — 2|, y # 6}
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13. Df:{(:c,y)eRz; (x —2)* +y* >4, %>O};
. x =2 20@0-2) ., _ y 1
f“_\/(x—2)2+y2—4+(x—2)2—1’fy_\/(x—2)2+y2—4 y’

Df.=Df, = {(:v,y) ER% (2 -2+ > 4, % >o}

3
14. Df = {(x,y) € R?; :ij >O};
-y
3 1 1
fi=e" (ln (ij) + x—|—3>;f; = 2sinycosy+ex1 = sin(2y)+e”

-y I—y
Df,=Df,=Df

I

=y
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‘ ry !
\ I /
1
Vy= —x2 |
\y 2x | //
\ ' /
\ I /
\ [ ,
\\ I// |
i X
|
16. Df = R? >0
f {(l’,y)é ,42_1_},

1 1 —4xy
== —6(y — 3x); fl = +2(y — 3x);
fo=3 D) (y —32); f, P (y — 3z)

I !/ 2 T
Dfm_ny_{(xay)€R74y2_1>O

y
_________ |
1
2
x
_________ 1 e
2
17. Df = {(z,y) e R* 2 +y* > 9, v > 2};
¥’ -9 1, —xy

r_ . _
RV G A

Df.=Df,=Df

NCGEEO
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3

— ~
s ~

’ 1?\

\

t

/
/

=y

|

|

| |
|

N &

7
-

- -

18. Df ={(z,y) e R* =1 <In(zx +2y) <1,z +2y >0,z #0};
o 1 1 v . 1 2 1
V1 —f(z+2)r+2y Y 1 —P(z+2y) T +2y @

Dfl.=Df)={(z,y) eR* -1 <In(z+2y) <1, z+2y >0,z #0}

19. Df = {(z,y) € R% |z| > |y|, y # 0};
, 2z 27— (22— y?) In(a® —yP)
=@ T T par @)
Df, = Df, =Df
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2.9 Parcialni derivace vyssich radu
—14xy

1. f;’y = =5
/372 — 23y + 5y?
Df;’y = {(x,y) e R?% 32% — 22y + 5y > O}

2 1 = 222 + 3y? _
sy (222 + by — 3y?)?’

2z — vy
2. 2 2
Df;’y:{(x,y)eR T3y > 0, 22° + bxy — 3y %0}

13(302% + 13xy + 4y?)

3. foy = =5
4(y + 5z)+/ (3 — 2y)(y + 5x)
3r — 2y
Df" = e R% >0
fzy {(l’,y) ’ y+5$

—1dxy

4. fo, = 5
/522 — 2zy + 3y2
Df;’y = {(x,y) e R?% 52% — 22y + 3y° > O}

S (222 — 3y + bay)?

2 _
D" —{(x,y)eR2; Y79, 2x2—3y2+5xy7é0}
r+ 3y

Ty
"no_ 2 3y%—2sin(2x). "o 2
6. f/ =6(6y>+1)e® ; Dfy, =R

vy

7 f// - _7(3y2 + 2) a f// o 3(2 B 7172)
. xxr 3

32 —712+2 " 3R —T2i2

Dft =Dfh = {(z,y) € R% 3y> — T2* + 2 > 0}

2.10 Priblizny vypocet funkénich hodnot
1. f(z,y) = Vzes; 0,995

2. fla.y) = @; 0,02
3. f(z,y) = /x cos (g), —1,9975
4. f(z,y) = Vxsin (%), 0,015

5. f(z,y)=1n (x+y2); —0,02

63



6 et ATt 7 486
f(x’y)_ \3/% v 150 D

7. f(z,y) = 2° cos (—); 0,96

SHES

8

8. f(z,y) ==xcos <—2>; 0,02
y

2 2 .
9. flz,y)=—— L, 124 _ _g 973

\3/5 ! 150
2.11 Lokalni extrémy funkce dvou proménnych
1. lok. maximum v bodg (2, 1);

2. lok. maximum v bodé (32
sedlové body (0,0), (O, %)

3. lok. maximum v bodé (—5 —i);

sedlovy bod (-1, —1)

47 4

4. lok. maximum v bodé (35, 3);

sedlové body (0,0), (0,1)

5. lok. maximum v bodé (16

sedlovy bod (0,0)

6. lok. maximum v bodé (2, —3);
2

sedlové body (2,0), (—2,0), (2, —4)

7. lok. maximum v bodé (%, 1);
sedlovy bod (l —l)

67 3

8. lok. minimum v bodé (2, 2)
sedlovy bod (0, 0)

9. lok. minimum v bodé (3,0); lok. maximum v bodé (-3, 0);

sedlové body (0,2), (0, —2)

10. lok. minimum v bodé (0,3 — 2\/5);
sedlové body (0,34—2\/5)’ (%71)’ (_%71)’ (%’_1)’ (_%7_1)

11. lok. minimum v bodé (-2, 1); lok. maximum v bodé (2, 1);
sedlové body (0,0), (0,1)
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12. lok. minimum v bodé (2, —1); lok. maximum v bodé (2,1);

sedlové body (0,0), (4,0)

13. lok. minimum v bodech (%,1), (%,—1), (—l 1), (—l —1) ; lok. maximum v
bodé (0, 0);
sedlové body (0,1), (0,—-1), (5,0), (—=1,0)

14. lok. minimum v bodé (%, 2);
sedlové body (0,0), (0, %)

15. lok. minimum v bodé <% i‘/g, {’/%)7

sedlové body (0, 0), (O,

w
Siile
N——

16. lok. minimum v bodé (—3,
sedlové body (0,0), (—2,0)

17. lok. minimum v bodé (—

1
27
sedlové body (0,0), (—1,0)

18. lok. minimum v bodé (15

16
sedlové body (0,0), (0,1)

19. lok. maximum v bodé (1, 1);

sedlové body (0,0), (2,0)

20. lok. minimum v bodé (0, 0);

sedlové body <715Z\/§, 3+;/?§>7 <715Z\/?§’ 375/33)

21. lok. minimum v bodé (0, 0);
sedlové body (l @)’ (1 _@)

47 4 47 4

2.12 Vazané lokalni extrémy

1. vézané lok. minimum v bodé (—32,0)

2. vazané lok. minimum v bodé (%, %)

3. vazané lok. maximum v bodé (—%, —%)

2 4

vl \/g), vézané lok. maximum v bodé <%, —%)

4. vizané lok. minimum v bodé (—
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5. vazané lok. minimum v bodé (—\/21—%5, ﬁ), vazané lok. maximum v bodé

24 2
V1457 /145

6. vazané lok. minimum v bodé (\/%, —\/%) , vazané lok. maximum v bodé (—\/%, \/%)
7. vézané lok. minimum v bodé (22, 2)

8. vazané lok. maximum v bodé (%, %)

9. vézané lok. minimum v bodé (&I, —2)

10. vazané lok. minimum v bodé (—%, %), vazané lok. maximum v bodé <%, —%)

11. vazané lok. minimum v bodé (—%, —%), vazané lok. maximum v bodé (%, %)

2.13 Globalni extrémy

1. body podeztelé z glob. extrému

e na hM: (—%), (—3,0), <_%’_%>7 < ’%>

Sl

glob. maximum 1 + % v (%, %), glob. minimum —9 v (—1,0)

y

A
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2. body podezielé z glob. extrému
o v M°: ()
e na hM: (3,22), (-1,-5), (4,-10), (4,0)
17

glob. maximum < v (%, 1745); glob. minimum —34 v (4, —10)

y A

. body podezielé z glob. extrému

e v M°: (0,0)
e na hM: (% =+ 1), (%ﬂ,—l), (2,1), (=2, 1), (2,3), (2, —1)

glob. maximum 17 v (2,1) a (—2, —1); glob. minimum —ﬁ —1v <3%/1, —1) a
(1)

y=x+1

) X
el 2

. body podezielé z glob. extrému
o v M°:()
e na hM: (0,0), (1,-1), (=3,-1), (-=2,0), (2,0)

glob. maximum e'7 v (=3, —1); glob. minimum e~ v (1, —1)
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3 y
y=x+ 2 y=x— 2
-3 -2 1
YA
I
-1
-2

5. body podeztelé z glob. extrému
o v M°: ()
e na hM: (V3,4v/3 —6), (0,-3), (3,0)
glob. maximum 1 + % A\ (\/3, 44/3 — 6); glob. minimum 0 v (0, —3)

y

7

6. body podezielé z glob. extrému
e v M°:(0,0), (2,1), (2,3)
e na hM: (3,0), (—1,—4), (5,2), (—1,2)
glob. maximum 231 v (—1, —4); glob. minimum —45 v (—1,2)

y
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7. body podeztelé z glob. extrému

o v M°: (—1,1)
o na B (12), (~8.2). (24 22). (~2.1). (0.0), (1.2)

107 10

glob. maximum 0 v (1, 2); glob. minimum —5 v (—1,1)

2 —_ - =

1 [

y=3(x+5) |

|

M |

| |

| 1 y= 2x|

| y= —5X I
-2 1 X

8. body podezielé z glob. extrému

o v M°: (—1,1)
e na hM: (—3.2), (0,1), (-3,2), (5,2), (-1,0)

glob. maximum 101 v (5, 2); glob. minimum —11 v (—3,2)

y

<
Il

|
=
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9. body podeztelé z glob. extrému

o v M°: (3,-2)
o na hM: (3,—4), (4,-2), (,-3),(0,3), (4, —1), (4, —4), (%, —4)

glob. maximum 2 v (%, —%); glob. minimum —16 v (0, 3)

10. body podezrelé z glob. extrému

o v M
e na hM: (Ly) proy € (_27 1)7 (17_2)7 (77_2)7 (77 %)7 (17 1)

glob. maximum 12 v (7, %), glob. minimum —168 v (7, —2)

B

11 =4
_1

1 y_;

7o 2|2 2 o T == X

1 7

M

21—
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11. body podezielé z glob. extrému

o. 1 1
o v M°: <ﬁ,1>, <—ﬁ,1>

e na AM: (—1,1), (0,2), (v2,2), (2,2), (-1,2), (-1,-1)

glob. maximum 2 v (2,2) a (0,2); glob. minimum —2 v (v/2,2)

12. body podezielé z glob. extrému

e v M°: (0,0)

e na hM: (3,1), (—=5,-1), (=2,-1), (—2,1), (2,-1), (2,1)

80

glob. maximum % v (-2,1) a (2, —1); glob. minimum 52 v (§,1) a (—

3

1
(9]
\S)
=y
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13. body podezrelé z glob. extrému

o v M°: (2,2)

e na hM: <7+3ﬁ, 28792ﬁ>, <773ﬁ, 28+92ﬁ>, (0,0), (5, —5)

glob. maximum 9 v (0, 0); glob. minimum —11 v (5, —5)

=y

14. body podezielé z glob. extrému

o v M7 (=250, (-3, -3)

e na hM: (~1,1), (0,0), (=2, 1), (—%,% . 1), (0,1), (0, ~1), (—2,1)

w

glob. maximum 29—0 v (—%, 1); glob. minimum —20 v (—2,1)

<

<

y=—-x—1
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15. body podezrelé z glob. extrému

e v M°: (1,0)

o na hM: (2,0), (;,_@), (1,1), (=2, -2)

glob. maximum ‘1—3 v (%, —\/§>; glob. minimum 2 v (-2, —2)

1
N
v =

==-+-2

16. body podezielé z glob. extrému

e v M°: (0,0)

e na hM: (—1,0), (2 —v2,v2), (2—v2,—v2), (2,0), (-1,-3), (-1,3)

glob. maximum 8(\/§ -1 v (2 -2, \/Q) a (2 -2, —\/Q); glob. minimum
26 v (~1,-3) a (—1,3)

y
- -3
\
y=-—x+2
N
-1 M 2
y=x —2
1 4

73



17. body podezrelé z glob. extrému

o v M°: (1,-3)

e na hM: (0,-3), (\/Ll—o,—\}—%), (0,4), (0,—4)

glob. maximum 10 v (1, —3); glob. minimum —40 v (0, 4)

/
N

18. body podezrelé z glob. extrému

o v M°: (1,4)

o na hM: (2, (1,0), (=5,0), (5,0)

-3

glob. maximum 42 v (—5,0); glob. minimum —10 v (1,4)

-
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19. body podezrelé z glob. extrému

o v M°: (3,-1)

e na hM: (3,0), (4,—1), (2,—2), (0,0), (4,0), (4, —4)

glob. maximum 10 v (0,0) a (4, —4); glob. minimum 0 v (3, —1)

y

i 19 _1 1). i _ 49 _1 _ 7
glob. maximum 3 v ( 5 2), glob. minimum —2¢7 v ( 55 48)
Yt
2
M
21 L X
2 2
1
)
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2.14 Elementarni mnoziny v R?

V zépisech mnozin mé operace kartézského soucinu (tj. x) vzdy pfednost pred
sjednocenim (tj. U).

1. M= <1,€2> X (—lnz,z—1),
M = <6_y,€2> x (—2,0) U<y+ 1,62> X <O,€2 — 1>

yﬂ

2. M =(y*2—y) x(-2,1),
M = (0,1) x (—va,vVa)| J(1,4) x (~Vz,—z +2)
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O o

Y I
=

4. M =(-1,2) x (2,2 + 2),
M = (=g, ) x 0. ) Jw—2,vo) x (1,4)

———————————— y=x+ 2

\J

7



5. M = <1,€2> X (1 —z,Inx),
M = <1 —y,62> X <1 —62,0>U<€y,62> x (0,2)

A
2
N
1

0

78



2.15 Dvojny integral

L

2

[(4°+1)In (4° +1) — 4°]

1
xln (y5+ 1) dx) dy = 10

o in 54
2. [:/ (/ sin? (\/9—3:)3 dy) d.%’:9—sm6
o \Jo
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9 NG 1
4. I = / / ysin (1 —22%) dy | dz = 3 (cos 161 — cos 1)
o \Jo

Y _ 2
£ S i
M
9 x

e+2 % 1 1
6.1:/ /—2 do | dy = o 210 +2)
. o Iny+2In‘“y 1+2In(e + 2)
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1 2 )
. I:/2< arcsin x ™2 T
ST gy )de=(Z) - T
i i (1_y)3y x <6> 5 V342
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10.[:/

w3

xT

0 e
1 1 1 1 5
11. I = dy | de = = tg — — tg — —In ——
/1(/6230 2t 1+ 4 y) x 2(arcg2 arcg2e ne—2+4)
y/
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2 T 9, 3 92 1 )
13. I = sin“(z°)dy | de = - | 8 — = sin 16
L\ 3 2

[\S]
=V

AN

3 T—2
14. [:/ (/ sin\/x—2dy>dx:4cosl+8sin1—8
2 —

r—2
Vx —2
M
2 3
y=—Vx—2

15. [zﬁi(/OCOS( 72)sin (91:— g) In (sin (x—%)) dy) dr = %6(211&2—3)

y

=y

= cosfr—3)
y= cos{x - -

T
[
3
3



0/ 0
16. [ = / (/ arctg (20" + 4) dy) dr =
2 x3

=1 (36arctg 36 — darctg4 + $In17 — L 1In(36% + 1))

y

<
I
R

A

17. [z/f(/osmyln(cosy) dx) dy = % (—ﬂln?—Q#—\/ﬁ)

y

x= siny

<

Szl - -
_

3 1
@ 1 2
18. I:/ (/ (y+In(Inz)) dy) d:p:E—I—lng—kln?)ln(ln?))—ln2ln(ln2)
2 \Jo

y
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1 y3 1
19. 1:/ / In (y*+1) dz dy =7 (2m2-1)
0 0
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[V

x= siny
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1 VY )
25. 1 :/ (/ tg \/y3dx) dy = —gln\cosl\
0o \Jo

2.16 Mocninné rady

Ve vysledcich oznacuje xy stfed mocninné fady, r polomér konvergence, [AK
interval abolutni konvergence a OK obor konvergence mocninné rady.

3.) L (x—2)", 20=2,7=2,TAK = (0,4), OK = (0,4)

— X

,x € TAK
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10.

11.

n
n=1
(x) =1 2 € IAK
s(z) =In x
|3 = 3z|’
Sem( 5\" 1 2\""
5 (-g) n+1(l’—g> ,.%'0:%,7“:%,[14[(:(—%,1),
n=1
OK = (—3,1)
1
s(x) = 5(31n\1+5x\—31n3—5x+2) x € lAK
Y s \FT5) = b= AR = (58,155) oK,
n=0
1 1-—
s(z) = | Y5+ 5T\ e TAK
10v5  |Vb—1+3a
= 3TL+1 5n+2 =5 _ 2 JAK = 13 17 OK = 13 17
_04(n+2)2n($— )" =5, =3, = (5. %), OK =(3.5)
2. 1173
s(x)z—8(x—5+§ln' 5 x),xEIAK
[e8) n+1 5 n+1 ; 5
~ 3”—}—35”( —5) ,l’o:§,T:§,IAK:(O,5),OK:(O,5>
1 5 75
s(x):—ﬁ (2511195—20:6—1—2952—251115—1—7),xE[AK

4 n+1
: 3Z4+4n( 3) 7$0:—§,T=%,1AK:(—%7_%)70K:<_%7_%)

3
(x):—Zx—l—gln|6x+7|,$€IAK

V2)

L= (=) n
gZ( S (@~ 2"z =2, 7 =2, TAK = (0.4), OK = (0.4)

1 n+2 _ o o _
25Z<n+2>(—3>n(“2) 2o = =21 =3, [AK = (=5,1), OK = (=5,1)

n=0

s(x) =175 (x+2—|—3ln
T

35’),956[14[(
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12.

13.

14.

15.

16.

17. )

18.

19.

AN 3\ 5 ; .
g) n+1(l’—1> ,$021,T21,[AKI(—5,2),

n=0
0K (1)
s(x) = —201In 8 , v € TAK

30oo 18\ 1 1" =1 =2 JAK = (L 1
- ; g nto 9U—§ »y Lo = 3, T = 1g» _(Eaﬁ)a

OK = {

S

15 1)

25
(x) = 3 (In|11 — 18z +1nb) +10(3z — 1), v € TAK

oK'= (-42)

s(x):5ln|4+3 |,xEIAK

P DR L r =2 TAK = (-3,2

;(n+3)23n +§ » Lo =4 _(_5’5)7

OF =(-3.3)

s(x) = 64 811r1|3 | x2—5x——),x€IAK

S U 2y sy = 2, ¢ =8, LAK = (—5.1), OK = (~5.1)
(n+1)3n_117 y Lo = y ' =19, - » ) - )

n

=0

s(x)=9In|b+ x| —9In3, x € TAK

> 3n+4

() = -

n+4

(x+2)"" o= 2,7 =L JAK = (-1, -5), OK = (-1, -5)

3z +6)° (314 6)2
(fv; ) —(x; S (304 6)— |30+ 5],z € [AK

> T (x4 7" 2g=—7,r=1,IAK = (-8,—6), OK = (—8, —6)

T)==x

—arctg(x +7)+ 7,2 € IAK
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

iMe 210

—

x)

S

(-1

n4m

1

(n+1)2n-1

=4In

5 — |’

)=In|l+z| —In4, 2 € JAK

z € JAK

(x—=3)", xg=3,r=4,[AK = (-1,7), OK = (—1,7)

(z—3)"t, 2o =3,r=2, IAK = (1,5), OK = (1,5)

=1
> > (x42)*", 2p= -2, 7 =1, JAK = (=3,-1), OK = IAK
n

(-1

—%111]1 — (z+2)%], z € IAK

(z—1)"" 2 =1,7r=2, [AK = (-1,3), OK = (—1,3)

1 n
_6Zﬁ($_3) ,170:3,7’:2, IAK:(LE))’ OK:<1’5)

s(x)

o9
n=0

s(x)

=6In

(="

(n+1)2n-1

=41In

|5;x‘,a:eIAK

16 + x|

Y

(w+4)"", 2 = —

€ IAK

(x 42" zg=—-2,r

z+1

3+ x

)

€ IAK

4,7 =2 TAK = (=6, —2), OK = (-6, —2)

=1, IAK = (-3,-1), OK = IAK
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3 Resené priklady
Priklad 1.4.20 Zakreslete mnozZinu
M={(r,y) eER* 4—2—y>0,In(x—3)—y>0,-1<y <0}
a pomoct urcitého integralu vypoctete jeji obsah.
Reseni:

Ulohu budeme Fesit ve dvou krocich. Nejprve identifikujeme a zakreslime mnozinu
M a poté spocitame jeji obsah.

a) Identifikace a grafické znazornéni mnoziny M
Mnozina M je urcena tfemi podminkami:

4—z—y>0 (1)
In(z —3) —y >0 (2)
-1<y<0 (3)

Podminka (1) vyjadiuje vztah mezi proménnymi = a y. Je ve tvaru nerovnosti,
tudiz ptijde o néjakou ¢ast roviny R2, ktera bude ohranicena kiivkou popsanou
rovnici 4 —x — y = 0. Jedna se zjevné o rovnici pfimky. Pro lepsi nazornost si
vyjadiime jednu z proménnych (tradiéné to byva proménna y), abychom rovnici
primky obdrzeli ve smérnicovém tvaru a pfimka se nam lépe kreslila, tj.

y=4—ux.

Z tohoto zapisu je jiz zifejmé, ze plijde o primku klesajici se smérnici —1. Bude
to tedy pfimka rovnobézna s osou druhého a ¢tvrtého kvadrantu protinajici sou-
fadnicovou osu z v bodé 4 a soufadnicovou osu y také v bodé 4. Tato primka
rozdéli rovinu R? na dvé poloroviny. Jedna z téchto polorovin bude odpovidat
zadané podmince (1). Které ze dvou polorovin to bude, ur¢ime napiiklad tak,
zZe si vybereme néjaky bod z jedné z polorovin a dosadime ho do zadané nerov-
nice. Dospéjeme-li po dosazeni tohoto bodu k pravdivému vyroku, je uvazovana
polorovina tou spravnou polorovinou, kterou popisuje zadana nerovnice. Pokud
bude vyrok nepravdivy, hledanou polorovinou je zrovna ta, kterou nezkoumame.
V naSem piikladé je za ti¢elem této kontroly vyhodné zvolit bod (0, 0). Po dosa-
zeni soufadnic tohoto bodu do nerovnice (1) dospé&jeme k vyroku 4 > 0. Jedna
se o pravdivy vyrok, tudiz jsme odhalili, Ze prvni podminka urcujici mnozinu
M popisuje polorovinu definovanou pifimkou y = 4 — x a bodem (0, 0).
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Podminka (2) opét popisuje vztah mezi proménnymi = a y a opét je ve tvaru
nerovnosti. Bude se tedy jednat o n&jakou ¢ast roviny R2, kterou bude ohrani-
¢ovat kiivka popsand rovnici In(x —3) —y = 0. Z rovnosti vyjadiime proménnou
Yy ve tvaru
y=In(zx —3), kdex € (3,00).

Hledanou hrani¢éni kiivkou tedy bude graf jedné ze zékladnich elementarnich
funkci, a to y = In(z), ktery se vSak musi posunout o tfi jednotky doprava.
Posunuty graf bude protinat souradnicovou osu x v bode€ 4, s osou y se neprotne.
Abychom zjistili, kterd ze dvou ¢asti roviny R? je popsana podminkou (2),
dosadime do této podminky napfiklad bod (4,1). Obdrzime vyrok —1 > 0, coz
je nepravdivy vyrok, tento bod nevyhovuje podmince. ReSenfm nerovnice (2)
je tedy ta ¢ast roviny ohrani¢end grafem funkce y = In(z — 3), v niz bod (4, 1)
nelezi.

Posledni podminka se tyka pouze proménné y. Podmince (3) vyhovuji vSechny
body roviny, jejichz y-ovéa soufadnice patii do uzavieného intervalu (—1,0). O
x-ové souradnici podminka nehovori, tu mohou mit hledané body libovolnou.
Podminku (3) tedy budou spliiovat vechny body z roviny R?, které lezi v pasu
ohrani¢eném pifimkami y = —1 a y = 0.

VSechny tfi podminky maji byt splnény soucasné. Mnozina M proto bude pri-
nikem dil¢ich feSeni. Jeji vysledna podoba je znédzornéna na obrazku 1.

y N\y=4-—x
| y=In(x- 3)
- \C

0 31 4 e x
| |
| |

-1 I | A BI
| |
| |

Obrazek 1: Mnozina M

Zbyva urcit souradnice bodt, v nichz se protinaji kfivky ohranicujici mnozinu
M. Jedna se o tii body, které jsou na obrazku 1 oznaceny pismeny A, B a C.

V bodé A se protind graf funkce y = In(z — 3) s pfimkou popsanou rovnici

y = —1. Soufadnice bodu A tedy musi vyhovovat obéma rovnicim soucasné.
Resime proto soustavu dvou rovnic o dvou neznamych ve tvaru

y = In(z—3)

y = —1.
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Resenim této soustavy je bod (é + 3, —1), coz je hledany bod A. Obdobné
najdeme soufadnice zbyvajicich pruseciki: B = (5,—1) a C' = (4,0).

b) Obsah mnoziny M
Splnili jsme prvni ¢ast tlohy. Identifikovali a zakreslili jsme mnozinu M. Zbyva
spocitat jeji obsah. Zde mame dvé moznosti:

e MozZnost 1:
Mnozinu M zapiseme elementarné vzhledem k proménné z. To se nam
ale nepodafi, protoze se nejedna o mnozinu, kterd by byla elementarni
vzhledem k této proménné. Mizeme vSak mnozinu M rozdélit primkou
x = 4 na dvé podmnoziny M; a M, (tyto uz elementarni vzhledem k
proménné z jsou) a poté zapsat mnozinu M pomoci jejich sjednocenti, tj.
M = M; U Ms. Pro My, My a M bude platit:

1
Mlz{(x,y)ERQ;—+3§$§47—1Syﬁln(x_3)}a
e

M2:{(:c,y)€R2;4§x§5,—1§y§4—x},
M:M1UM2.

Obsah mnoziny M, ktery si oznac¢ime pismenem S, pak spoc¢itame pomoci
souc¢tu dvou urcitych integrali, tj.

S:ﬁ (In(x — 3) — (1)) dx—i—/4 4—z—(-1)) de =

+3

e

4 4 5
:/ ln(x—3)dx+/ 1dx+/ (6 —x) dz.
++3 ++3 4

e

Na prvni integral pouzijeme metodu per partes, pfi¢emz volime u = In(x — 3)

a v’ =1 a dopocitdme u' = x%a av=ux— 3. Potom

4

4 4 5
S:{(:p—?))ln(x—?))} —/ 1dx+/ 1dx—|—/ (5 —x) dz.
143 143 143 4

e

Dva dil¢i integraly se odectou, u posledniho snadno najdeme primitivni
funkci k funkei f(z) =5 — z a integral dopocteme

4

N

Pouzijeme Newtontv-Leibniziv vzorec pro vypocet urcitého integralu a
pro S dostavame
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S = (—1(—1))+(25—22—5—(20—8)> :£+1:2+6.

e 2 2e

V zavéru vypoctu si lze vSimnout, Ze celkovy obsah S je roven souctu
hodnot £ (obsah mnoziny M) a 3 (obsah mnoziny Ma).

e Moznost 2:
Mnozinu M si zapiseme elementarné vzhledem k proménné y. To se nam
podari celkem snadno:

M={(z,y) eR} -1 <y <0, +3<1x<4—y}
Potom obsah S spoc¢itame pomoci jediného urcitého integralu

sz/ (4—y)— (e +3)) dy.

-1
Po apravé lze zapsat ekvivalentné
0
S:/ (1—y—e’)dy.
-1
Snadno nalezneme primitivni funkei k funkei g(y) =1 —y — €, tj.

2 0
g
-1

a pouzijeme Newtoniiv-Leibniztiv vzorec

S =(~1)— (—1—1—61) _2te

2 2e

Priklad 1.5.20 Rozhodnéte o konvergenci nevlastniho integrdlu a pokud je to mozné,
integral spocitejte

/5 dx
0o V25— 22
Reseni:

Nejprve zkontrolujeme defini¢ni obor integrované funkce. Jedna se o funkci ve
tvaru podilu, musime si tedy dat pozor, abychom nedélili nulou. Odtud plyne prvni
podminka

V25 — 22 #£ 0.
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Zaroven je ve jmenovateli druhd odmocnina, pod niz nemtiize byt zaporné ¢islo. Tedy
musime pfidat dalsi podminku

25 — 2% > 0.
Defini¢ni obor integrované funkce f(z) = \/ﬁ tvori vSechna realnd cisla vyhovujici

obéma podminkam soucasné, tj.
Df =(-5,5).

Z tvaru defini¢niho oboru je patrné, ze bod x = 5 je tzv. singularnim bodem
integrace. Na zadném levém okoli tohoto bodu neni funkce f omezena. Jedna se tedy
o nevlastni integral vlivem funkce.

Pfejdeme nyni k vypoctu nevlastniho integralu pomoci rovnosti

5 dz ) t dx
——— = lim T — (4)
o V25 —a22  t=5 Jo /25 — a2

1
25—12

Ur¢ime si primitivni funkei k funkei f(x) = na intervalu (0, 5). Integrova-

nou funkci upravime
/ dx 1 / dx
V25 —a22 5 1— (§)2’
5
pouZzijeme substituci y = £ (dy = 1d:c) a dostavame

— 5

E/L_/L—arcsin( )+c—arcsin<£>+c ceR
FAVAETEr RV e A A

Zz
5

Primitivni funkeci dosadime do vztahu (4) a dopo¢itame limitu:

/ 5 dx i . <x> ! i . t in (0) m s
——— = lim | arcsin ( — = lim [ arcsin { — | — arcsin =—0=—.
0 V25— a2 to5- 5/ |, =5 5 2 2

Odtud pak

/5 dz. 7
0o Vv 25 — a2 2 '
Priklad 1.7.19 DokaZte, Ze limita

. 23 — day
lim

(zy)—2) Y? +y—x
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neezistuje.
ResSeni:

Chceme-li dokazat, ze dvojna limita neexistuje, staci ukazat, ze hodnota limity
zavisi na cesté, po které se do bodu (2, 1) pfiblizujeme. Existuje nékolik metod, jak to
udélat. Mezi ty nejpouzivanéjsi patii metoda postupnych limit, kdy se do bodu (2, 1)
priblizujeme po lomenych caradch rovnobéznych se soutadnicovymi osami. Princip
spociva v tom, ze se spocitaji dvé postupné limity

3_ 4
L, = lim (lim T TRy )

T—2 y—>1y2—|—y—;p

34
Ly =ty (tiy =2 )
y—1 x~>2y2—|—y—l’
Pokud se hodnota L; nebude rovnat hodnoté Lo, bude neexistence dvojné limity
dokédzana. Vime totiz, ze v kazdém bodé (a tedy i v bodé (2,1)) muze mit funkce

f(z,y) = ;;;;fi nejvyse jednu limitu.

Pokud vsak budou hodnoty L; a Ly shodné, nelze tuto metodu k dikazu nee-
xistence dvojné limity pouzit a je potfeba poohlédnout se po metodé jiné (metoda
svazku pfimek, metoda svazku parabol, vyuziti polarnich soufadnic apod.).

Spocitame tedy hodnoty postupnych limit

3_4 3_4 2_4
m:mom%_ﬂ):-w Ty MY
=2 \y=1ly*+1y —x

x® — dxy ) 228y . 8(1 —y) 8
e lim ——— — 2

Lo =1 1i = =1 .
2 m<m Pty —2 ly+2y-1) 3

y—1 z—>2y2—|—y—$

Hodnota L; se lisi od hodnoty L, neexistence dvojné limity je dokazana.

Priklad 1.8.4 Urcete, zapiste a zakreslete definicni obor funkce

2 —4
x,Y) = v/ xlny 4+ sin ;
) = Vol +sin (=)
vypocitejte parcidlni derivace f, a f,.
Reseni:

Nejdiive stanovime a zakreslime defini¢ni obor a v druhém kroku potom vypoc-
teme obé parcialni derivace a ur¢ime jejich defini¢ni obory.
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a) Stanoveni Df
Defini¢ni obor funkce f stanovime analyzou piedpisu funkce. V prvni ¢asti pred-
pisu se nachazi druhéd odmocnina. Pod druhou odmocninou nikdy nemuze byt
zaporné cislo, tj. prvni podminka pro stanoveni defini¢éniho oboru této funkce
bude ve tvaru

rlny > 0. (5)

Dale se podivame na vyraz, ktery se nachazi pod zminénou druhou odmocninou.
Jde o soucin, v némz jeden ze souciniteld je pfirozeny logaritmus. Argument
logaritmu musi byt vzdy kladny, takze musime pridat podminku

y > 0. (6)

Timto jsme s prvni ¢asti funkéniho predpisu hotovi a podobné analyzujeme
i druhou ¢ast. V druhé ¢asti funkéniho predpisu figuruje funkce sinus. Tato
funkce je definovana na celé mnoziné redlnych cisel, tudiz odtud nam zadna
omezeni neplynou. V argumentu funkce sinus vSak vidime podil. Na podil si
vzdy musime dat pozor, abychom nepfipustili déleni nulou. Jmenovatel zlomku
musi byt vzdy rizny od nuly, coz zapiseme jako

4xy # 0. (7)

Defini¢ni obor zadané funkce je tedy definovin podminkami (5), (6) a (7).
Funkce f je funkci dvou proménnych, definiéni obor tedy bude podmnozina
mnoziny R2. Ptjde o mnozinu bodi, které splituji soucasné vSechny tii vyse
stanovené podminky. ZapiSeme ji takto

Df ={(z,y) € R*zlny > 0,y > 0,4ay # 0}.

Tuto mnozinu nyni znizornime graficky. Ptjde o mnozinu bodd v roving R2,
ktera obsahuje body, jejichZ soufadnice spliuji souc¢asné podminky (5), (6) a
(7). Posledni z podminek, podminka (7), fikd, Zze do defini¢niho oboru funkce
f nepatii body na soutadnicovych osdch. V podmince (6) je zakédovana infor-
mace, ze ptjde pouze o body lezici nad osou x. Podminku (5) je potieba blize
prozkoumat.

Jedna se o soucin, jehoz vysledkem ma byt nezaporné cislo. Tato situace nastane
ve dvou pripadech:

1. oba ¢initelé jsou soucasné nezaporni, tj. + > 0 Aln(y) >0
Jde o body lezici vpravo od osy y nebo na ni (z > 0) a zaroven body lezici
nad pfimkou y = 1 nebo na ni (podminka Iny > 0 bude splnéna pravé
tehdy, kdyz y > 1).
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2. oba soucinitelé jsou soucasné nekladni, tj. z < 0 Aln(y) <0
Zde se jedna o body vlevo od osy y nebo na ni (z < 0) a soucasné pod
pfimkou y = 1 nebo na ni (podminka Iny < 0 bude splnéna pro y < 1).

Mezi prvni a druhou situaci je vztah ,nebo*, tudiz do obrazku zakreslime body,
které budou vyhovovat prvnimu piipadu, i body, které popisuje druhy ptipad.

Celkovy vysledek, tj. defini¢ni obor funkce f, je znazornén na obrazku 2.

Obrazek 2: Mnozina Df = {(z,y) € R% zlny > 0,y > 0,4zy # 0}

b) Vypocdet parcidlnich derivaci
Nyni prejdeme k druhé casti tkolu a ur¢ime obé parcialni derivace funkce f,
tedy f, a f,. Nejdiive si ukdZeme parcialni derivaci podle proménné . Pfipo-
menme si predpis zadané funkce, ktery je tvaru

>4
f(z,y) = xlny + sin (x4xy )

Funkéni predpis je vyjadien jako soucet dvou diléich funkei fi(z,y) = v/zlny

a fa(x,y) = sin <m:x_y4). Derivovat budeme nejdiive jednu a pak druhou.

Prvni funkei, tj. fi(z,y) = vz Iny, lze ekvivalentné zapsat ve tvaru fi(z,y) =
T3 - (In y)%. Derivujeme-li podle proménné z, je vyraz (In y)% pouhou konstan-
tou, kterou je pfenasobena funkce 22 . Platf tedy

T

=
N[

In(y) '

()l (,y) = (0% - (ny)?) = (24) -(nly)? = So7*(n(y))

8
N | =
N —

Podivejme se na druhou ¢ast predpisu funkce, tj. na fo(z,y) = sin <xjx;4). Jde

o funkci slozenou, kdy vnéjsi funkci je funkce sinus a vnitini funkce je ve tvaru
podilu dvou polynomt. Tomu uzptisobime i vypocet parcialni derivace podle
proménné x a postupné tak dostaneme
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e - () - (5 (5 -

o —4\ bxt-dzy — (2° — 4)4y -4\ °+1
= COS . = COS . .
4xy (4xy)? 2y

Protoze (f). (z,y) = (f1),, (z,y) + (f2). (¥, y), ziskdme hledanou parcidlni deri-
vaci funkce f podle proménné x jako soucet vysSe vypoctenych dil¢ich derivaci,
tj. ve tvaru

1 /1 4 541
) n(y) +cos (x ):c +
x

Podobné uréime i parcialni derivaci funkce f podle proménné y. Oproti derivo-
vani podle proménné x zde vSak budou drobné zmény.

Vzhledem k proménné y je prvni ¢ast predpisu funkce (tj. funkce f;) nyni funkei
slozenou. Vnéjsi funkei je druhd odmocnina, vnitini funkei je pak logaritmus,
ktery je navic pronasoben konstantou x. Tuto ¢ast funkce f tedy musime deri-
vovat jako slozenou funkci, tj.

(fl); (37,3/) = <($ . lny)é>; = %(x . lny)_% ex- 5 = m . g

Druhé c¢ast predpisu funkce f je také funkci slozenou, ale na rozdil od derivovani
podle proménné zx, zde nebudeme derivovat podil. Plati totiz

. [(2°—4 (P-4
fg(x,y)—mn( 1y )—Slﬂ( Y )

Z upraveného zapisu je ziejmé, ze vnéjsi funkci je opét funkce sinus, ale vnitini
funkce je funkce g(y) = y~!, ktera je pfenasobend konstantou z°

4;4. Potom plati
5 /
, ) T’ —4
(f2)y (xay) = (SIH ( 4xy >)y =

5_ 4 / 5_4 5_4
= | sin r -y_l = COS : - : (_1)9_2 =
4x ” 4y 4o

x® —4 x® —4 x® —4 x® —4
= —cos . = ———— - CoS )
4xy 4xy? 4xy? 4xy
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Se¢tenim ( fl)'y (z,y) a( fg); (x,y), ziskdvame parcidlni derivaci funkce f podle
proménné y ve tvaru

) 1 r 2’ —4 (x5—4)
T,Y) = ———=+—— ——— - COS .
vy 2\/xIn(y) y  4ry? dxy
Defini¢ni obory obou parcialnich derivaci funkce f jsou ve tvaru

Df! :Df;: {(z,y) e R*};xlny > 0, y > 0, 4oy # 0}.

Ptiklad 1.9.1 Vypoditejte parcidlni derivaci druhého tdadu f;, pro funkci

flz,y) = \/3x2 — 2xy + 5y2.

Reseni:

Mame-li vypocitat konkrétni parcialni derivaci druhého fadu, je nutno se zamérit
na proménné, podle kterych budeme derivovat. Z naseho zadani snadno zjistime,
Ze budeme muset derivovat podle obou proménnych. Konkrétné v tomto pripadé
nejdiive podle proménné x a teprve potom podle proménné y.

Zacneme tedy parcialni derivaci prvniho fadu funkce f podle proménné x. Funkce
f je funkce sloZena z funkci g(z) = /x a h(x,y) = 3% — 2zy + 5y?, tj. plati

f(x,y) = g(h(z,y)).

Pti derivovani podle proménné z zacneme od vnéjsi funkce g(x) a potom se bu-
deme vénovat funkci vnitini h(z,y), tj.

folz,y) = g (h(x,y)) - Wz, y).
Tedy

1 1 (6 29) 3r —vy

— . x —_ = .

2 \/3302 — 2zy + 5y? Y \/3x2 — 2xy + 5y?
"

Abychom ziskali funkci f7 , musime jeSté jednou parcidlné derivovat. Tentokrat
budeme derivovat funkci f. podle proménné y. Nejprve opét prozkoumame tvar
funkce fI. Nyni je situace komplikovanéjsi. Funkce f] je tvofena podilem dvou funkci
u(z,y) = 3 —y a v(r,y) = /322 — 2xy + 5y2. Pfitom funkce v(z,y) je opét funkci
slozenou z funkei v1 (y) = \/y a va(z, y) = 32° —2xy+5y? tak, ze v(z, y) = vi(v2(, y)).
Tedy

fulx,y) =
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u(w,y)
U1 (UZ (l‘ ) y))
To znamena, ze pii derivovani funkce f, podle proménné y budeme muset pouzit
pravidlo pro derivovani podilu a pravidlo pro derivovani slozené funkce, tj.

folz,y) =

uy(,y) - vi(va(,y) — ulz,y) - vi(w(r,y)) - (), (@,y)

fo @) = (), (z,y) =

v3(z,y)
Tedy
—1)- /322 -2 5y2 — Bz —y) - 5+ ——2—— - (=22 + 10
f”(xy)—( )\/$ rYy + oy 3z —y) 3 \/m( x Y)
Ty \* - .

2
<\/3x2 —2xy + 5y2>

Po apraveé
14xy
5
<\/3x2 — 2xy + 5y2>

Na konec jesté pro uplnost doplnime defini¢ni obory obou funkci

1= -

Df = {(z,y) € R* 32° — 22y + 5y*> > 0}

Dfy, = {(x,y) € R% 32% — 2xy 4+ 5y° > 0} .

Priklad 1.10.9 Pomoci diferencidlu pruniho fddu vhodné funkce dvou proménngch
priblizné vypoctete hodnotu
(0,98)? — (3,03)?
/0, 98

ResSeni:

Vychozim bodem pfi feSeni této tlohy je stanoveni spravné funkce, jejiz diferen-
cial prvniho fa4du nam pomiize priblizné urcit pozadovanou hodnotu. Predpis hledané
funkce zavisi na tvaru zadané hodnoty. V nasem pfipadé zvolime funkci f(z,y) za-
danou predpisem




Hledana hodnota je tedy rovna funkéni hodnoté funkce f v bodé
(z,y) = (0,98; 3,03),
tj. plati

(0,98)? — (3,03)?
V0,98
Nebude snadné tuto hodnotu vypocitat pfimo, proto vyuzijeme toho, Ze zname
funkéni hodnotu funkee f v bodé (xo, yo) = (1, 3), ktery lezi ,blizko“ bodu (0, 98; 3,03).
Pritom snadno dopocteme

£(0,98; 3,03) =

f(zo, ) = f(1,3) = 8.

Funkce f je spojita na okoli bodu (¢, yo), tudiz je ziejmé, Ze funkéni hodnota této
funkce v bodé (0, 98; 3, 03) bude blizka ¢islu —8. To, zda hledan& hodnota bude menst,
nebo vétsi nez ¢islo —8, ndm pomitze zjistit diferencial funkce f. Tento diferenciél
nam pomuze i jinak. Stanovi pfibliznou hodnotu, kterou je tfeba pficist k ¢islu —8,
abychom ziskali hledanou pfibliznou funkéni hodnotu funkce f v bodé (0,98; 3,03).
Pro diferencial prvniho fadu funkce f v bodé (z¢,yo) (znacime df(zo, yo, z,y)) plati

df (o, Y0, 2,y) = f1(%0, o) (= — x0) + f5/(T0, ¥0) (¥ — Yo)-

Urc¢ime potfebné parcidlni derivace prvniho radu

2 1,2, 1.2
2x 327+ 3y

f;(x,y) = :L‘\3/5 s
fi(ey) = %ﬁ<—2y>,

a jejich hodnotu v bodé (xg, y0) = (1, 3)

folzo,p0) = —
fg; ("L‘Oa yO) = —6.
Vypocitané hodnoty dosadime do predpisu diferenciélu, t;j.

df(1,3,z,y) = 13—4(30— 1) —6(y — 3).

Funkéni hodnotu funkce f v bodé (z,y) pak pfiblizné vypocitame jako

f(xay) R f(x()ay()) + df(x()ay()axay) = f(x()ay()) + 1_;(3: - 1) - 6(y - 3)
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Po dosazeni (x,y) = (0,98; 3,03) pak dostdvame

(0,98)2 — (3,03)?

14
0,98; 3,03) = ~ —84 —(0,98 — 1) — 6(3,03 — 3) =
£(0,98; 3,03) 008 + 50, ) — 6(3, )
82 1241 _
— 8- —— =T — 8273
300 150 ’

Priklad 1.11.2 Vypocitejte lokdlni extrémy funkce

f(z,y) =4 — z(x + 49° — 3y).

Reseni:

Hledéni lokéalnich extrému je zalezitost dvou krokti. Nejdiive vytipujeme body
z defini¢niho oboru, v nichz by mohl lokalni extrém nastat (tzv. body podezielé
z lokdlnich extrémi). Néasledné tyto podezielé body provéfime, zda v nich lokalni
extrém nastava a piipadné uréime typ tohoto extrému (minimum/maximum).

a) Vytipovani bodu podezrelych z lokalnich extrému
Funkce mize nabyvat lokalnich extrémt pouze v né€kolika typech bodt z D f:

— body, v nichz jsou obé parcidlni derivace prvniho fadu nulové (stacionarni

body),

— body, v nichz je jedna parcidlni derivace prvniho fadu nulova a druha
neexistuje,

— body, v nichZ neexistuje ani jedna z parcialnich derivaci prvniho radu.

Vychozim bodem tedy bude urcit obé parcialni derivace prvniho fadu. Plati

fi(z,y) = —2z—4y*+3y
fo(xy) = —8xy+ 3z,

piicemz Df = Df, = Df, = R2. Ob¢ parcidlni derivace srovname s nulou,
¢imz ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, tedy

—2r—4y*+3y = 0
—8xy+3x = 0.

Resenim této soustavy jsou t¥i body (0,0), (0,2) a (3, 2). Jedn4 se o stacio-

narni body funkce f. V téchto bodech mtze funkce nabyvat lokalnich extrémni.
Aby byl seznam podezielych bodi tplny, je potieba zkontrolovat, zda neexistuji
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néjaké body z D f, ve kterych parcidlni derivace neexistuji (staci, kdyz neexis-
tuje jedna a druhd je nulova). Toto provedeme snadno srovnanim defini¢niho
oboru ptvodni funkce f s defini¢nimi obory obou parcialnich derivaci. Protoze
Df = Df, = Df, = R? je ziejmé, ze neexistuji zadné body z definiéniho
oboru piivodni funkce, ve kterych by nebyla definovana néktera z parcidlnich
derivaci. Neexistuji tudiz zadné dalsi body, v nichz by funkce f mohla nabyvat
lokalnich extrémui. Nas seznam podezielych bodt je tedy tplny a obsahuje tii

vyse nalezené body, tj. (0,0), (O, %) a (3%, %)

b) Provéreni nalezenych bodu a urceni typu extrému
VSechny podezrelé body, jsou stacionarnimi body. K provéteni, zda se jedna
o lokalni extrémy funkce f, tudiz pouzijeme parcialni derivace druhého radu.

Plati
fq,;/q; (l’, y) —2
" _
fzy(xa y) - _8y +3
fye(wy) = —8y+3
"
fyy (.I', y) - _8'17
Tyto parcialni derivace druhého fadu pouzijeme pro sestaveni determinantu
D2 (l‘, y)
Dyfoy) :‘ " (ay) fl (@) H 2 -8y +3

(T, y) [ (2, ) —8y+3 8z

Hodnota determinantu bude zaviset na hodnotach proménnych x a y. Pomoci
tohoto determinantu postupné provérime vsechny tii podezielé body

D5(0,0) = —9 <0,

3
D2 (O, Z) - —9 < O,
9 3 9
Dy —=,-] = =>0.
2(32’8) 2
V bodech (0,0) a (O, %) je hodnota determinantu zaporna. Znamena to, ze v

téchto bodech funkce nenabyva lokalnich extrémii a jedna se pouze o tzv. sedlové

body funkce f. Po dosazeni bodu (?%, g) je hodnota D, kladna, funkce f tedy
nabyva v tomto bodé lokalniho extrému. Zbyva zjistit, zda pujde o lokalni
maximum, nebo minimum. S tim ndm pomize hodnota D;(z,y) = f” (z,y) v
bodé (3%, %) Snadno zjistime, ze fI, (3%, %) = —2. Jednd se o zdporné ¢islo,

tudiz funkce f nabyva v bodé (3?—2, %) ostré lokalni maximum.

Priklad 1.12.1 Vypoditejte vazané lokdini extrémy funkce f(z,y) = xy + y* — 22
s vazbou y — 2x — 3 = 0.
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Reseni:

Nejdfive se podivame na zadanou funkci a urcime si jeji defini¢ni obor. V nasem
ptipadé bude platit Df = R2 P¥i hledani vazaného lokalniho extrému je dilezity
tvar vazby. Zalezi na tom, zda se z vazebni podminky d& snadno vyjadfit jedna z
proménnych, ¢i nikoli. To bude mit vliv na volbu metody Teseni.

V této tloze je vazbou linearni funkce, jejimz grafem je pfimka. Z vazby tak
snadno vyjadiime napi. proménnou v, tj.

y=2r+ 3.

Vzhledem k jednoduchosti vazby a snadnému vyjadfeni jedné z proménnych zku-
sime pouzit metodu primého dosazeni a pfevést tlohu na hledani lokalniho extrému
funkce jedné proménné. VysSe vyjadienou proménnou y tedy dosadime do predpisu
funkce f a ziskdvame novou funkei F'(x), kde

F(z) = f(z,22 + 3) = 52% + 152 + 9.

Funkce F' je funkci pouze jedné proménné, pro kterou plati DF = R. Pokud
najdeme lokalni extrémy funkce F', snadno dopocitame vazané lokalni extrémy funkce
f. Zacneme vytipovanim bodi, ve kterych by funkce F' mohla nabyvat lokalniho
extrému. Mohou to byt dvé skupiny bodi, a to

1. staciondrni body, v nichz plati F'(x) = 0,
2. body z DF, v nichz derivace funkce I’ neexistuje.

Postupné prozkoumame obé skupiny bodt.

e Zaméfime se nejprve na stacionarni body. Plati

F'(z) = 10z + 15, DF' = R.

Derivaci srovname s nulou a ziskdme jednoduchou linearni rovnici

10z + 15 =0,

které vyhovuje jediny bod xy, = —%. Jedna se o stacionarni bod funkce F'.
V tomto bodé funkce F' miize, ale také nemusi mit lokalni extrém. To, zda tam
extrém existuje, zjistime pomoci druhé derivace funkce F'. Plati

F'(z)=10 Vze DF" =R.

Druhaé derivace funkce F' je zjevné konstantni funkci na svém definiénim oboru,
tudiz bude platit F”(—3) = 10. Vzhledem k tomu, ze druha derivace funkce F
je v bodé xy = —% kladna, mizeme ucinit zavér, ze funkce F' nabyva v bodé
To = —% lokéalniho minima.
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e Funkce F' vSak mtize nabyvat lokalnich extrémt i mimo stacionarni body. Je
nutné prozkoumat i body z DF, v nichz F'(z) neexistuje. Porovname proto
defini¢ni obory funkci F' a F’. Plati

DF =R aDF =R.

Oba defini¢ni obory jsou stejné, tedy v definiénim oboru funkce F' nenajdeme
zadny bod, ve kterém by funkce F’ nebyla definovéana.

e Funkce F' nabyva lokdlniho extrému (a to lokdlniho minima) pouze v jednom
jediném bodé, a to xy = —%.

K vyfeseni tlohy tak zbyva posledni krok. Jestlize funkce F' nabyva lokalniho
minima v bodé zy = —%, bude funkce f nabyvat vazaného lokalniho minima v
bodé (xg, yo) = (29,220 + 3) = (—%,0).

Piiklad 1.11.10 Vypocitejte vdzané lokdlni extrémy funkce f(x,y) = © — 2y + 3
s vazbou y? = 1 — 22,

ResSeni:

Definiénim oborem funkce f je celd rovina R% Vazebni podminku, kterou lze
upravit do tvaru x? + y* = 1, spliiuji body lezici na kruznici se stfedem v bodé
(0,0) a polomérem 1. Vyjadfovani jedné proménné z vazebni podminky by bylo zby-
tecné komplikované, proto k nalezeni vazaného lokalniho extrému funkce f pouzijeme
Lagrangeovu funkci L(x,y) s parametrem \. Funkce L je dana predpisem

L(z,y) = o =2y + 3+ \z* +y° — 1).

Véazané lokalni extrémy funkce f budeme hledat v bodech, kde funkce L nabyva
lokalnich extrémi. Piesli jsme tedy k tloze jiného typu, hleddme lokalni extrémy
funkce L.

Defini¢nim oborem funkce L je celd rovina R2, parametr A\ miiZze byt jakékoli
realné ¢islo. Najdeme si stacionarni body funkce L, tj. parcidlni derivace

L (z,y) = 142\,
L(z,y) = —2+2\y

polozime rovny nule a dostdvame soustavu rovnic

1+2\z = 0,
—242\y = 0.
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K témto dvéma rovnicim pfidame také vazebni podminku, coz je vlastné derivace
funkce L podle proménné A, tj.

22 —1=0.

Této soustavé (o nezndmych x, y a parametru ) vyhovuji dva body

Abychom zjistili, zda v téchto bodech nabyva funkce L lokalniho extrému, sestro-
jime si matici parcidlnich derivaci druhého radu, tj. Hessovu matici

L’ (x L (x 2
( Lgxg:i; Lygng ) = ( o 2 ) '
ya\ yy \"

Determinant Hessovy matice si ozna¢ime jako Ds(x,y). Jeho hodnota obecné
zévisi na hodnotach proménnych z a y i parametru A. V nasem ptipadé dostavame
Dy(z,y) = 4)\%

Pro oba podezielé body P, a P, dostavame po dosazeni kladnou hodnotu Ds,
tj. v obou téchto bodech funkce L nabyva lokalniho extrému. Typ extrému je urcen

znaménkem parcialni derivace druhého fadu funkce L podle proménné x v ptislusném
bodé, v nasem ptikladu mame

V pripadé bodu P; je A = § a tedy

Iy (P) > 0.
Z toho plyne, zZe funkce L nabyva v bodé P; lokalniho minima.
Analogicky prozkoumame bod P, a zjistime, Ze plati

f” (P2)<07

Trr

coz vede k zavéru, ze v bodé P, funkce L nabyva lokalniho maxima.

Vzhledem k tvaru parcialnich derivaci prvniho fadu funkce L (obé parcialni deri-
vace prvniho fadu existuji na celé roviné R?) miZeme soudit, Ze jsme nasli vSechny
lokalni extrémy funkce L.

Vratme se k funkei f. M4-li funkce L v néjakém bodé lokalni extrém, ma v tomtéz
bodé funkce f vazany lokalni extrém stejného typu. Z toho plyne, ze funkce f nabyva
v bodé P, vazaného lokalniho minima s vazbou 42 = 1 — 2% a v bodé P, nabyva

vézaného lokalniho maxima s vazbou y? = 1 — 2.
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Priklad 1.13.8 Vypoditejte globdlni extrémy funkce f(x,y) = x?+2y°—2xy+4zy? na
mnoziné M, kde M je uzavieny trojuhelnik s vrcholy v bodech (—1,0), (5,2) a (=3, 2).

Rese

ni:

Zadana funkce je spojita na celém svém defini¢nim oboru (D f = R?) a mnoZina
M je kompaktni (uzaviend a omezend), tudiz existence globédlnich extrémt funkce f
na této mnoziné je zarucena. Body, v nichZ funkce bude nabyvat globalnich extrémn,
mohou lezet ve vnititku mnoziny M, nebo na hranici této mnoziny. Prohledavat je
budeme postupné.

a)

b)

Hledani boda podezrelych z glob. extrémt na vnitfku mnozZiny M

Uvniti mnoziny M miize funkce f nabyvat globalnich extrémt pouze v téch
bodech, ve kterych nabyva lokalnich extrémt. Pti hledani podezielych bodu
tedy budeme postupovat stejné jako v pripadé hledani bod podezielych z
loké&lnich extrémi, tj. prostfednictvim parcialnich derivaci prvniho fadu. Plati

fi(zy) = 2z —2y+ 4y
f(zy) = 6y — 2+ 8xy,

kde Df, = Df, = R2. Obé& parcidlni derivace srovhdme s nulou a ziskdme
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, tj.

20 — 2y +4y* = 0
6y? — 2z +8xy = 0.

Resenim této soustavy jsou tii body (0,0), (—1,1) a (3%, %) Zkontrolujeme,
ktery z bodi lezi ve vnittku mnoziny M, a zjistime, Ze

(0,0) ¢ M°, (=1,1)e M°, (3,3) ¢ M°.

Defini¢ni obory obou parcialnich derivaci jsou stejné jako defini¢ni obor ptivodni
funkce. Ve vnittku mnoziny M tedy lezi pouze jediny bod, ve kterém muze
funkce f nabyvat globalniho extrému, a tim bodem je bod (—1,1). Tento bod
si oznacime jako P, a zafadime ho mezi body podezielé z globalniho extrému.
Pozdéji provérime, zda v ném globalni extrém nastava, nebo nenastava.

Hledani boda podezrelych z glob. extrému na hranici mnoZiny M
Hranici mnoziny M tvorii tii tsecky (strany trojihelnika), které lze popsat
rovnicemi ve tvaru

y = —x—1, xe(-3,-1) (8)
y = %x%—%, x € (—1,5) 9)
y = 2, xr € (=3,5), (10)
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a ti1 body (vrcholy trojuhelnika) se soutadnicemi (—1,0), (5,2) a (-3, 2).

Kazdou z vySe uvedenych ¢asti hranice mnoziny M provérime zvlast. Budeme
hledat body podezielé z vazanych lokalnich extrémi funkce f s vazbami nejprve
(8), poté (9) a nakonec (10).

e Zacnéme tedy s vazbou (8). Vazba mé jednoduchy tvar, hodnota proménné
y je vyjadrena v zavislosti na proménné z a to ve tvaru y = —x — 1. Toho
milizeme vyuzit a prevést funkei f(x,y) na funkci Fi(x) = f(z, —z —1), tj.

Fi(z) = 2* 4+ 2(—x — 1)* = 22(—2 — 1) + 4a(—2 — 1)?, kdex € (-3, —1).
Timto jednoduchym zptisobem jsme prevedli tilohu hledani bodid pode-
zielych z vazanych lokalnich extrémt funkce f na tlohu hledani bodu
podezielych z lokalnich extrémt funkce F) na intervalu (—3,—1). Staci
najit stacionarni body funkce F}. Nejdtive si vyjadiime derivaci funkce Fj
Fl(z) = 224+6(—2—1)*(—=1)—2(—2—1)+2z+4(—2—1)*+8z(—z—1)(-1),
kterou si upravime do jednodussiho tvaru, t;j.
Fi(z) = 2x2(3z +5).

Derivaci srovname s nulou a dostaneme jednoduchou rovnici

2x(3x + 5) = 0.

wlot

. Zkontrolujeme,
) a zjistime, Ze

Resenim této rovnice jsou dva body 1 = 0 a x5 = —
zda body nélezi do intervalu (—3, —1) (viz podminka (8

~—

x1 ¢ (=3,-1) a x9€(—3,—1).

Dale tedy pracujeme pouze s bodem x5, protoze bod x; nespliuje vazebni
podminku, takze tento dale neuvazujeme. K bodu x5 dopocitame y—ovou
slozku. Provedeme to jednoduse. Hledany podeziely bod musi lezet na
hranici mnoziny M, tj. musi spliiovat rovnici v podmince (8). Bude platit

y2:_x2_17

coz vede k TeSeni yo = %

Ziskali jsme tak druhy bod, v némz muze funkce f nabyvat globalniho
extrému. Tento bod si oznaCime P, = (—%, %) Dame ho do seznamu

podeztelych bodt k bodu P; a pozdéji ho provérime.
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e Analogicky prohleddme druhou ¢ast hranice mnoziny M. Pujde o c¢ast
popsanou podminkou (9).

Zatneme vytvofenim funkce Fy(z) = f(z, 52 + 3), tj.

Fy(z) = 2% 42 1+13 o0 (Lo L) 44 1+12
) = — — — zZ2r | =& — XT — —
2 37" 3 37" 3 37" 3) "

kde x € (—1,5). Tuto funkci zderivujeme, derivaci upravime do jednodu-
chého tvaru a srovname s nulou, ¢imz ziskdme rovnici

2
§x(7x +13) = 0.

Resenim jsou dva body z3 = 0 a 2, = —%. Bod x4 nespliiuje vazebni
podminku (9), protoze plati —% (—1,5). Bod 3 tuto vazebni podminku
spliiuje, proto k nému dopocitdme i y—ovou soufadnici a ziskame bod
_ 1
Py=(0,3).
e Nakonec prohledédme i tieti ¢ast hranice popsanou rovnici (10).

Vytvotrime funkci
Fy(2) = f(,2) = 2* + 120 + 16, kdex € (—3,5).

Protoze Fj(z) = 2x + 12, je stacionarnim bodem funkce Fj pouze bod
x5 = —6, pro ktery plati —6 ¢ (—3,5). Na tfeti tisecce, kterad tvoii hranici
mnoziny M, tedy neexistuje zadny bod, v némz by funkce f mohla nabyvat
globalniho extrému na mnoziné M.

c) Provéreni podezielych bodu
V tomto kroku feseni zadané tilohy spocitame funkéni hodnoty ve vSech pode-
zielych bodech. Plati

71

f(Pl):la f(P2)22—7> f(P3)=%.

Doplnime jesté funkéni hodnoty ve vrcholech zadaného trojuhelniku, tj.

f(=3,2) =—-11, f(5,2) =101, f(-1,0)=1.

Nyni porovname vsech Sest funkcnich hodnot. Nejvétsi funkéni hodnota, kterou
jsme vypocitali, je hodnota 101. Funkce ji nabyva v bodé (5,2). Hodnota 101
je globalnim maximem funkce f na mnoziné M. Naopak, nejmensi funkéni
hodnotu nabyva tato funkce v bodé (—3,2). Jedna se o hodnotu —11, coz je
tedy globalni minimum funkce f na mnoziné M.
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Priklad 1.15.14 Vypocditejte dvojny integrdl

Reseni:

I:// sin vV — 2dzdy,
M

M={(z,y) eR* x>y’ +2,z <3}.

Vypocet provedeme ve dvou krocich. Nejprve identifikujeme obor integrace, tj.
mnozinu M. Teprve pak pristoupime k samotnému vypoctu zadaného integralu.

a) Identifikace a grafické zndzornéni mnoziny M
Abychom zvolili spravnou metodu vypoctu daného dvojného integralu, musime
védét, jak vypadd mnozina M a jak si ji vhodné zapsat. Dle zadani jde o
mnozinu bodl v rovin€, které splituji dvé podminky

x2y2+2
r < 3.

e Prvni podminka x > y? + 2 popisuje vztah mezi proménnymi = a y a je

ve tvaru nerovnosti. Pijde tedy o né€jakou mnozinu boda v roviné, kterou
bude ohranicovat kfivka popsand rovnici x = y? + 2. Jedn4 se o rovnici
paraboly, jejiz osa je shodna s x—ovou souradnicovou osou a jejiz vrchol je
v bodé (2,0). Tato parabola rozdéluje rovinu R? na dvé ¢asti. To, kterd z
nich vyhovuje nerovnosti x > y2>+2, zjistime jednoduse. Vybereme si jeden
bod z roviny (ktery nelezi na nasi parabole) a jeho soufadnice dosadime
do nerovnosti. Pokud bude nerovnost splnéna, trefili jsme se do té casti
roviny, kterou hledame. Casto se voli napi. bod (0,0). Kdy# dosadime
tento bod do nerovnosti x > y? + 2, ziskAme vyrok 0 > 2. Tento vyrok
je nepravdivy, bod (0,0) tedy nelezi v mnoziné, kterou hledame. Z toho
plyne, Ze body splnujici danou nerovnost budou lezet ,vpravo“ od nasi
paraboly nebo na ni.

Druhé podminka x < 3 je opét ve tvaru nerovnosti. Vsimnéme si, ze zde
vystupuje pouze jedna proménna. Tato podminka tedy stanovuje omezeni
pouze na xr—ovou soufadnici bodt, zatimco y—ova soufadnice muze byt
libovolna. Pjde tedy o body, jejichz x—ova soufadnice je mensi nebo rovna
¢islu 3. Znazornime-li tento pozadavek graficky, ptijde o body lezici vlevo
od pfimky x = 3 nebo na ni. Jedné se o primku kolmou na osu x, ktera
prochézi bodem (3, 0).

Body z mnoziny M musi spliovat obé vyse diskutované podminky. Abychom
ziskali mnozinu M, musime najit prinik obou ziskanych mnozin. Mnozina M

111



je tedy uzaviena mnozina (obsahuje celou svou hranici) bod, které lezi vpravo
od paraboly z = y? + 2 a zaroven vlevo od piimky z = 3. Grafickou podobu
mnoziny zachycuje obrazek 3.

Obrazek 3: Mnozina M = {(z,y) € R? x > y? + 2, x < 3}

Abychom mohli spocitat integral pfes mnozinu M, je potieba ji vyjadrit ve
specialnim tvaru, tj. elementarné vzhledem k proménné x nebo elementarné
vzhledem k proménné y. Zkusime si mnozinu zapsat obéma zptisoby a poté se
rozhodneme, ktery z tvarti pouzijeme pro vypocet integralu I. Plati

M = {(zy) €R%2<0 <3, —Ve-2<y<Ve-2}  (11)
M = {(z,y) eR* -1<y<1,y*+2<z <3} (12)

b) Vypocet dvojného integralu
Vzhledem k tvaru integrované funkce vyuzijeme pro vypocet integralu zapis
mnoziny M ve tvaru (11), tj. elementarné vzhledem k x. Protoze jsou splnény

predpoklady Fubiniovy véty, miizeme s jeji pomoci prepsat zadany dvojny in-
tegral do podoby integralu dvojnasobného, tj.

3 r—2
// Sin\/x—2dxdy:/ (/ Sin\/x—2dy> dx.
M 2 —vVx—2

Pti vypoctu dvojnasobného integralu zac¢iname integralem vnitinim a teprve
pak se vénujeme integralu vnéjsimu. V nasem piipadé tedy zaciname integraci
podle proménné y, tj.

3 vr—2 3 )
/ / sinvx —2dy dx:/ [y~sin\/x—2]7 — dz.
2 ) 2
Odtud po dosazeni obou mezi integrace a malé tipravé prichazime k rovnosti

3
I:/ 2vVx — 2sinvx — 2dz.
2
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Dostali jsme se tak k ur¢itému integralu funkce jedné proménné. Volbou substi-
tuce t = /x — 2 (a prepoc¢itanim mezi integrace) prevedeme integral do tvaru

1
I:/ 4t% sin t dt.
0

Na tento integral uplatnime dvakrat metodu per partes a dostavame se k vy-
sledku

I =4cos(1) + 8sin(1) — 8.

Priklad 1.16.9 Urcete interval absolutni konvergence, obor konvergence a soucet
rady

o0

1 — 3z)"+!
Z( )"

e (n+1)5"

Reseni:

Jedna se o mocninnou fadu. Abychom s ni mohli dale pracovat, pfevedeme si ji
do standardniho tvaru )~ a,(x — )", t]

o0

Z tohoto vyjadieni je ziejmé, ze fada ma stifed konvergence v bodé xy = % Nale-
zeni stfedu konvergence je prvnim krokem k urceni intervalu absolutni konvergence.

a) Interval absolutni konvergence

Interval absolutni konvergence mocninné fady (dale budeme oznacovat jako
TAK) ur¢ime pomoci stfedu konvergence xy a poloméru konvergence p. Plati

TAK = (xo — p,z0 + p).

Polomeér konvergence p stanovime jako prevracenou hodnotu k ¢islu A, které si
spocitdme pomoci limity

. Qn41
A= lim |——|.
n—o0 Qp,
. o v < ; (=3)nt!
Protoze v nasem pripadé plati a,

(D57 PO dosazeni dostavame

__92\n+2 n
A= lim (=3)""(n + )5
n—oo | (=3)"+1(n + 2)5n+1

3

1
=3 a tedy 'OZX

Nic vic pro stanoveni intervalu absolutni konvergence nepotiebujeme. Plati
TAK = (—%,2).
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b) Obor konvergence
Vime, Ze na intervalu TAK = (—%, 2) zadana fada konverguje absolutné. Déale
vime, Ze na sjednoceni intervali (—oo, —%) U (2, 00) fada diverguje. Ponékud
tajemné zustavaji body —% a 2. V téchto dvou bodech fada mize konvergovat,
nebo divergovat. Je proto nutné je prozkoumat zvlast. V kazdém z téchto dvou

bodt vysetfime konvergenci nasi mocninné rady samostatné.

e Bod x = —% dosadime do funkéni fady a obdrzime ¢iselnou fadu ve tvaru
oo
>
n+1
n=0 -
Abychom zjistili, zda zadand mocninna fada konverguje v bodé x = —%,

musime vySetfit konvergenci takto ziskané ¢iselné fady. K tomu pouzijeme
napiiklad srovnavaci kritérium. Plati

) )
>— VneNlN
n+17 2n "
Rada }_.° ) 2> je tedy minorantou k fadé > >~ niﬂ Minorantni fadu lze

dale upravit do tvaru
o

5 bexl
£ 2n 2 nZ:O n
Rada Yoo % je tzv. harmonicka fada a vime o ni, ze tato rada diverguje
a ma soucet nekonecno.

Jestlize fada Y~ + diverguje, pak i fada 5 3> | L diverguje. Diverguje-li

minorantni fada k fadé > nil’ pak diverguje i fada Y - ni—i-l Odtud
co  (1-3x)"*

. * / v v L] ’ v 1 . . b4
miizeme uéinit zavér, Ze mocninnd fada }-.", e diverguje v bodé
4

e Analogicky vysetfime bod x = 2. Po dosazeni bodu do mocninné rady,
dostavame radu ¢iselnou -
>R
n+1"

n=0

Jedna se o alternujici fadu, kterd miize konvergovat absolutné nebo rela-
tivné (samoziejmé muze i divergovat). Proto nejprve vySetiime absolutni
konvergenci, tj. konvergenci rady

=[5 o 5
HZ:O n+1'_§0n+1’

Tuto fadu jsme jiz prozkoumali diive a zjistili jsme, ze diverguje. Rada,
Yoo (;215 tedy jisté nebude konvergovat absolutné, ale mtze konvergo-
vat relativné. K prozkoumani relativni konvergence alternujici fady typu

>0 o(—=1)"*a, pouzijeme Leibnizovo kritérium. Lze snadno ukézat, Ze
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1. a, = Jrl>0 Vn € Ny

n

2. posloupnost {a,} = {27} je nerostouct (a,4+1 < a, Vn € Np)

n+1 }
. _ . 5 _
3. lim,,_,o a, = lim,,_,o — i 0.

Tyto tii vyse uvedene vlastnosti jsou postacuj1c1 podmlnkou pro konver-

genci fady > 7 0
1-32)
Ze mocninna fada ZZO 0 W

e Zaveéry plynouci z piredchozich iivah vyuzijeme pro stanoveni oboru konver-
gence mocninné fady (OK). Do oboru konvergence budou patfit vSechny
body, ve kterjch mocninna fada konverguje (af uz absolutné, nebo rela-

tivné). Tedy plati
4
OK=1|--,2).
(+2)
c) Soucet mocninné Fady

Poslednim tkolem je na intervalu /AK najit souc¢tovou funkci s(z), tj. funkei,
pro kterou bude platit s(z) = >, % Soucet nasi fady hleddme pouze
na intervalu IAK, protoze na tomto intervalu fada konverguje absolutné a
také stejnomérné. Stejnomérna konvergence nam navic dovoli provadét rtzné

operace, napt. derivovat mocninnou fadu ¢len po Clenu, tj. bude platit

- () R an ()

konverguje relativné v bodé z = 2.

Obdrzeli jsme tak geometrickou fadu s kvocientem ¢ = % a prvinim clenem

—3. Prox € T AK plati nerovnost |¢| < 1, coz staci k tomu, aby tato geometricka
fada konvergovala a méla soucet. Soucet takové geometrické rady se spocita jako
podil prvniho ¢lenu fady a hodnoty 1 — ¢. Odtud plyne

-3 15
[ T = R P

Hledanou funkei s(x) pak ziskdme integraci funkce s'(¢) na intervalu (zo, x), tj.

bude platit
v 15
s(z) = / ———dt.
1 443t

Po vypocteni tohoto jednoduchého integralu se dostavame k hledané souctové
funkci

) ) 4
=bln|{—+——=—)=5In| —— kd TAK = (—2,2).
s(x) 5n<|4+3$|) 5n(4+3x), ex € ( 1 )

115



Literatura

e Demidovi¢, B. P.: Sbirka uloh a cviceni z matematické analyzy, Fragment,
Havlickiv Brod, 2003.

e Kojecka, J., Rachiinkova, 1.: Resené priklady z matematické analyjzy 111, 3. vyd.,
Univerzita Palackého v Olomouci, Olomouc, 1998.

e Kourtilova, P., Pavlackova, M.: Zdklady matematickeé analyzy a jejich aplikace
v ekonomii, Univerzita Palackého v Olomouci, Olomouc, 2013.

e Madrova, V.. Matematickd analyza I, 2. vyd., Univerzita Palackého, Olomouc,
2004.

e Madrova, V., Marek, J.: Resené priklady a cviceni z matematické analyzy I,
Univerzita Palackého, Olomouc, 2004.

e Moucka, J., Radl, P.: Matematika pro studenty ekonomie, Grada, Praha, 2010.

e Mracnova, L.: Parcidlni derivace funkce vice proménnych — princip reseni a
sbirka prikladu, 2013, Bakalafska prace, Univerzita Palackého, Katedra mate-
matické analyzy a aplikaci matematiky.

e Rektorys, K.: Prehled uzité matematiky 1, Nakladatelstvi technické literatury,
Praha, 1988.

e Rozensky, Z., Martan, F., Brabec, J.: Matematickd analyza 1, Statni naklada-
telstvi technické literatury, Praha, 1989.

o Suskova, M.: Dvojny integrdl — princip Teseni a sbirka prikladi, 2013, Baka-
larska prace, Univerzita Palackého, Katedra matematické analyzy a aplikaci
matematiky.

e Slozilova, E.: Mocninne rady — sbirka prikladu, 2013, Bakalaiska prace, Univer-
zita Palackého, Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky.

116



Mgr. Iveta Bebcakova, Ph.D.
Mgr. Pavla Kourilova, Ph.D.

Co bylo na pisemce?
Sbirka prikladu ke kurzu Matematika 2

Vykonny redaktor prof. RNDr. Karel Lemr, Ph.D.
Odpovédny redaktor Be. Otakar Loutocky
Technicka redakce autorky

Navrh obalky Bc. Karina Pavlikova

Vydala Univerzita Palackého v Olomouci
Ktizkovského 8, 771 47 Olomouc
www.vydavatelstvi.upol.cz
www.e-shop.upol.cz

vup@upol.cz

1. vydani

Olomouc 2018

Edi¢ni rada — Studijni literatura
ISBN 978-80-244-5420-7
Publikace k dispozici zdarma

VUP 2018/0347



	Úvod
	1 Zadání příkladů
	1.1 Množiny v R a operace s nimi
	1.2 Soustavy rovnic v R2
	1.3 Primitivní funkce
	1.4 Množiny v R2
	1.5 Nevlastní integrály
	1.6 Definiční obor funkce
	1.7 Dvojné limity
	1.8 Parciální derivace funkce dvou proměnných
	1.9 Parciální derivace vyšších řádů
	1.10 Přibližný výpočet funkčních hodnot
	1.11 Lokální extrémy funkce dvou proměnných
	1.12 Vázané lokální extrémy
	1.13 Globální extrémy
	1.14 Elementární množiny v R2
	1.15 Dvojný integrál
	1.16 Mocninné řady
	2 Výsledky neřešených příkladů
	2.1 Množiny v R a operace s nimi
	2.2 Soustavy rovnic v R2
	2.3 Primitivní funkce
	2.4 Množiny v R2
	2.5 Nevlastní integrály
	2.6 Definiční obor funkce
	2.7 Dvojné limity
	2.8 Parciální derivace funkce dvou proměnných
	2.9 Parciální derivace vyšších řádů
	2.10 Přibližný výpočet funkčních hodnot
	2.11 Lokální extrémy funkce dvou proměnných
	2.12 Vázané lokální extrémy
	2.13 Globální extrémy
	2.14 Elementární množiny v R2
	2.15 Dvojný integrál
	2.16 Mocninné řady
	3 Řešené příklady

