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Chcete se vyznat v &asovych fadéch?
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Chcete byt pripraveni na pn'lmysl 4.07
Chcete umét optimalizovat vjrobni procesy?
Chcete rozumét pohybu kapalin a plyni?
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Chcete umét rozeznat trvale udrzitelné technologm7
Chcete rozumét matematickym modelim?

Chcete sprévné zachazet s nejistotou v predikcich?
Chcete mit moznost placenych stazi béhem studia?
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Spoluprdce s prumyslem — Technologickd platforma KMA

Reseni praktickych projektd pochdzejicich z prOmyslu
Transfer znalosti do praxe
Zapojeni studentU pod supervizi akademikU

Pravidelnd setk&vdani s prumyslovymi partnery na
Diskuznim klubu KMA

Aktivni Clenstvi v Ceské asociaci umélé inteligence
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Spoluprdace se strednimi Skolami

Nabidka bezplatnych pfedndsek pro studenty SS

Vedeni studentl v rdmci programd Badatel a SOC

https://www.prf.upol.cz/badatel/

Studium nanecisto — program Newton

hitps://www.prf.upol.cz/verejnost/pro-skoly/program-newton/
Nabidka kurzO DVPP

https://kma.upol.cz/zajemci-o-studium/kurzy-dalsino-vzdelavani-pedagogickych-
pracovniku/
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K cemu ta matika jee



doc. RNDr. Rostislav Vodak, Ph.D.

docent na Katedre matematickeé analyzy a aplikaci matematiky

Matematické modelovani
Digitalni dvojce
Al vsude kolem nds



Matematicke modelovani

aneb jak matematika popisuje svet
... a profo je dobré o ni néco vedeét



Matematické modelovani

Matematické kyvadlo

Newtonuv zdkon

F=ma
Tecna slozka sily p

F, =ma; =-mgsin©
Tecné zrychleni

_ dv dw__ ,d?0

a, == = [22= 2 _

dt dt =~ dt F,

Rovnice matematického kyvadla
d26

dt?

-+ %Sine =0



Matematickée modelovani

Numerickda simulace kyvadla
Rovnice kyvadla:
Soustava rovnic 1. radu:

Eulerova metoda:

Fulerovo schéma:




Matematickée modelovani

Dvojité kyvadlo a chaos




Matematickée modelovani

2D lamindrni proudéni - Uvod

A

« tekutina teCe rovné podél g
. ) . x
vodorovne osy do mist s nizsim L N
Hakem 3
« pohyb nestlacitelné tekutiny je
ustaleny

(v(y),0)




Matematické modelovani

2D lamindrni proudéni - rovnice

¢ Viskozni sily jsou pfimo Umeérné zméné tlaku

- tlak linedrné klesd ve sméru osy x: p = p(x)=Px+py, P <O
1Yy =P, w0
‘udy2 =
d*v

hos (y)=P obycejnd diferencidlni rovnicel!
Y



Matematickée modelovani

2D lamindrni proudéni - reseni

Y A
1 v v
u(y) = ZPy2 + Cyy + C, asoucasné u(0) = u(h) = 0
h e —
I ) — — —
—_— — — — —
—_— —_— — — —
= -> -»> -> >
B |
9 ® x



Matematickée modelovani

Navierovy-Stokesovy rovnice

Modelovdani pohybu tekutiny/nestlacitelného plynu:

= (X1,X,,X3) € R? je pocdatelni pozice sledovane Cdstice

€ R3 je pozice sledované Cdstice v Case t
 v(X,t) €R3 je vektor rychlosti sledované cdstice v Case t
€ R3 je vektor zrychleni sledované Cdstice v Case t v, 0)

——



Matematické modelovani

Navierovy-Stokesovy rovnice

(11i) rovnice hybnosti
dv

—=-Up+ uV?v+ pf oy
Vne|VS| objemove sily,

dt
/ NApI:
>  Gravitace
2. Newtonuv zakon

e Coriolisova sila

F =ma Gradient tlaku: Viskdzni sily: .y
, , s .. ., * Elektromagneticke sil
“tlak okolni tekutiny » Okolni castice maiji A i/
tlaci na castici* jinou rychlost

« Rychlejsi brzdi
« Pomalejsi urychluje

(jedna) rovnice kontinuity

V.ev=20



Matematické modelovani

Navierovy-Stokesovy rovnice

62171

| | | |
dx1 “(axf L oxZ 0 axZ’ Ph
_ 0p 0°v, |, 0%v, | 0%V, | . .
T 9x, “(axf Cax2 0 ox2/ P2
_ 0p 0°v3  0%v3 | 0%v3
= o T HG T tag) T A

dvy, 0vy, 0v;
ey
dx; 0x, 0x3




Matematicke modelovani
Typy proudéni vody




Matematické modelovani

A kde to vyuzijeme?

Aerodynamika
Hydrodynamika
Meteorologie
Biomedicina
Geofyzika
PocitaCova grafika




Matematické modelovani

Od modelovani k digitalinimu dvojceti

Redlny problém Matematicky model Digitalni dvojce




Digitalni dvojce

Virtudlni kopie redlného objektu
Propojeni s redlnym svétem
Simulace, optimalizace, predikce

Odpovéd na otdzku:
Co se stane kdyz?

h @ Kalibrace & Adaptace

Realna data z provozu ~ Digitalni dvojce

000

Senzory, loT, méreni

¢ Aktudlni data

Diferencialni rovnice
dx = f(x,u
X =f(xu)

=280
FyzikdlIni model

\ Virtudlni kopie

Simulace & Predikce

Analyza & Optimalizace

= = — Il &

_



Digitalni dvojce

Vztah k neuronovym sitim

« Neuronovd sit — mozek bez téla
o matematicky model

ucCi se z dat

nereprezentuje konkrétni objekt

nema Casti, neznd vazby

Neuronova sit Digitalni dvojce

O O O

« Digitdlni dvojce — télo + smysly + mozek
o je svazdano s origindlnim objektem
o mMa historii a aktudini stav
o kombinuje dataq, pravidla, modely
o obsahuje komponenty, znd vazby




Digitalni dvojce

Aplikace
Promysil « Budovy a mésto
o Monitorovdni stroju a o Optimalizace
vyrobnich linek energeticke naroCnosti
o Predikce poruchovosti o Rizeni dopravy v rediném — DIGITAL TWIN
o Optimalizace vyrobnich case ) L | =
procesu o Simulace pozaru -~ ' a—
Doprava * Energetika
o Optimalizace tras o Rizeni elektrdren
o Spotreba paliva o Analyza rizik a poruch

o Planovani udrzby o Optimalizace provozu




Matematika za umelou inteligenci

Co si predstavit pod umélou inteligenci®e

Definice: Pouzifi:

UmélJd inteligence pracovani jazyka
je schopnost strojd (po&itacy) analyza a generovani
vykondvat lidské &innosti jako lidskeho jazyka

je uCit se, premyslet, resit PoEtaEove vidan|

Ulohy, vnimat a rozhodovat. ociracove vigent
Zpracovani a analyza
obrazovych dat

Strojoveé uceni
analyza dat a predikce




Matematika za umelou inteligenci

Neuronove sité

Lidsky mozek

Model neuronove sité

Forward Propagation

X2T 2 ,

Weights

Weight

[terative process until
loss function is
minimized

\

True Values (y)

|
'\I

update

Backward Propagation

Loss Score Loss Function



Matematika za umelou inteligenci

Neuronove sité

Jak funguje matematicky model neuronu?e

Neuron Aktivacni funkce
L0 }20 Sigmoid Tanh ReLU Leaky ReLU
axon from a neuron S . e e L g(z) = max(ez, z)
WO iB)=1= Gk J= vith e < 1
cellbody N = ; (Zwi:ci N b)
S Zw x; +b i ——
> F 1 e —_—
: e f output axon ' ' ! 1
activation
function ‘ ! ;




Matematika za umelou inteligenci

Neuronove sité

Jak vvhodnotime kvalitu modelu?

Ucelové funkce
, 2 lyn . — $.)2
« Stredni kvadraticka chyba - == (i =90

° . - - 1 ~
Prdmérnd absolutni chyba = 1y — vl

= cToPY — =¥ [yilog@) — (1 - yplog(1 — )]



Matematika za umelou inteligenci

Neuronove sité

Jak probihd frénovani (u€eni) neuronove sité?

Metoda nejvétsiho spddu 1D Metoda nejvétsino spddu 2D

/

f(o
© & / 4@ _ A1©)
do - AO
¥
B —
k+




Matematika za umeélou inteligenci

Konvoluéni neuronove sité — analyza obrazu

Obraz v pocitaci

. . Digitalizace . . . .
SkuteCny obrdzek Obrdzek s rozlisenim 8x8 pixeld




Matematika za umelou inteligenci

KonvoluC€ni neuronove sité — analyza obrazu

QObraz v pocitacli

Obrdzek = Ciselnd matice 1|1]05l05|05] 1|1

Cernobily obrdzek - 1matice

Barevny obrdzek - 3 matice (RGB)

Hodnoty pixel0 —i/255,i=0,...,255 05(05/05|05(05|05(0,5

= | = | = | = | = | = | = | =




Matematika za umelou inteligenci

KonvoluC€ni neuronove sité — analyza obrazu

Konvoluce

Aplikujeme fzv. filtry, které pomahaiji I E
hledat vzory, textury a tvary ket B s

1|1|o5lop]05| 1|11
1 |o5[05(05]05(05] 1 |1
05| 1|1 |05 11051
.)1. 11“11“%1
05/05(|05(05(05(05(05| 1
05/05(05(05(05(05(05| 1
1105|105 1|05 1
tleft a1 ]1]1

https://www.marketa-trneckova.cz/cnn.hitmi
@



Matematika za umelou inteligenci

Konvolucni neuronove sité — analyza obrazu

Pooling + Flatten

1. Pooling: Pomoci filtru obrdzek postupné —
zmensujeme EEEEEs ==

Nnapr. se vezme maximum z 2 x 2 pixelU

2. Flatten:  Nakonec z matic vytvorime Ciselny

vektor




Matematika za umelou inteligenci

KonvoluC€ni neuronove sité — analyza obrazu

Jak Al pracuje s obrazye

Pripraveny Ciselny vektor je vstupem do plné propojené neuronove site.
Vystup ze sité je ve smyslu klasifikace nebo regrese.

Feature maps

— R
v - Zpiva
Q : 90 %
L ]
. — Nezpiva
: 10 %
- \ )

Convolution Pooling Flatten Classification Output



Matematika za umelou inteligenci

Konvolucni neuronove sité — analyza obrazu

Zkusme si to na prikladu

Mdme dvé skupiny ptdkU o kterych vime, zda umi zpivat, nebo ne:

i 70} .t
Umi zpivat e ‘ qp $
iﬁ*}:“ »° . > >
A & .-Q ;‘ 4 Neumi zpivat

Umi tito ptdaci zpivate
mm) klasifikace

f

<

https://teachablemachine .withgoogle.com/
@



Matematika za umelou inteligenci

Zkusme si to na prikladu

Mdme dvé skupiny ptdkU o kterych vime, zda umi zpivat, nebo ne:

Konvoluéni neuronove sité — analyza obrazu

B @) P B
SRS SN i

Umi tito ptdaci zpivate

mm) klasifikace

https://teachablemachine .withgoogle.com/

Umi zpivat

Neumi zpivat

Model Trained



Matematika za umelou inteligenci

Konvolucni neuronove sité — analyza obrazu

Na co si dat pozor

Mdme tfidu hrnkU naucenou na ndsledujicich obrdzcich:

- w
av e

O =) B || &l @
: WARRS *o09

ProC ndsledujici obrdzky nejsou
klasifikovany jako hrnky?

. | W
[E—




Matematika za umelou inteligenci

Velké jazykové modely (LLM) — analyza textu

Jak funguiji velke jazykové modely?

Prakticky je to ndstroj, ktery predikuje [ Pres ][ cestu ][ prebehla ][ Cema ]
nasleduijici slovo v textu [ - ]

Matematicky jde o funkci, kterd na
zaklade predchozich slov odhaduje
nasleduijici. Pfes cestu prebéhla cerna

Optimdlni slovo vybird na zakladé
pravdépodobnosti.

0

70% 7% 5%

LLM dopliuje vétu:



Matematika za umelou inteligenci

Velké jazykové modely (LLM) — analyza textu

Tokenizace
LLM nepracuiji s konkrétnimi Ten star{ pes bézel rychle.
slovy/vyznamy, ale s Cisly (Tokeny): ]
Rozdéleni textu na objekty [ stary ) pes J bézel ] rychie
(odstavce, véty, slova,...) S e L
« Slova v zakladnim tvaru (1.0sobag, P

infinitiv,...) _ @
© O
33,0.60,076]  [1.24,043,015,1.35] [0.79,1.22,0

« Tokenizace pro CJ - projekt LINDAT s -

(online) | \ I/
pes -\ /[1:2,0,45,%1,1.37]




Matematika za umelou inteligenci

Velké jazykové modely (LLM) — analyza textu

Sinusové kddovani pozice

Poskytuje komplexni informace o pozici tokenu, k Cemuz vyuzivd posloupnosti
funkci sinus a cosinus:

« spojité goniometrické funkce,

« vyjadreni blizkosti: tokeny vyskytujici se v textu blizko sebe maiji podobny
pozicni vektor,

« periodicita funkci: zohlednéni relativni vzddalenosti v kratkych resp. v dlouhych
vetach,

« jednoznacnost: diky vétsimu poctu funkci sinus a cosinus Ize unikatné popsat
pozici kazdého tokenu.



Matematika za umelou inteligenci

Velké jazykové modely (LLM) — analyza textu

Sinusove koédovani pozice — Jak to tedy funguije:

« Jako podobnd slova chdpeme ta, u kterych je Casty spoleCny vyskyt.
- Vztah mezi slovy chdpeme joko analogii vzddlenosti bodu v prostoru.
« Je nutné zachovaniinformace podstatné pro vyznam véty.

« Ke kazdému tokenu (resp. jeho Ciselné reprezentaci) navic pricitdme jeho
pozicni vektor.

Tedy pro vétu ,,Ten (0) stary (1) pes (2) bézel (3) rychle (4)."
Je pozi¢ni vektor slova pes:  [sin(2), cos(2)] = [0.91, —0.42].
A soucet tokenu a pozicniho vektoru mizeme chdpat takto

z

pes




Matematika za umeélou inteligenci

Neuronoveé sité

Neuronove sité maji mnoho variant

Napfr. rozpozndni ruzné psanych Cisel mUze probihat takto:




Matematika za umelou inteligenci

Neuronoveé sité

Kde vsude se tedy potkdme s neuronovymi sitémi?

Analyza obrazu Generovani obsahu

« identifikace osob, « text, obraz, hudbaq, video.

* rozpoznavani SPZ,

« autonomni vozidlg, Predikce z dat

» analyza rentgenovych snimku. . vyskyt nemoci, pocasi, poptavka.

Analyza textu
« preklady,

X2 ’ Al WEATHER PREDICTION LICENSE PLATE RECOGNITION > » » PERSON IDENTIFICATION
« chatbot, e L e N e
’ o e W . = "o {/‘—’ e
« analyza senfimentu. e , & , : e [acssnz]
. c 30 ' 40°C G s =T
. . ) 4 D = Skfﬂim 3

v NO DATA FOUND

f‘ DATA COLLECTION Al ANALYSIS | | S FORECASTING a6 {3 FAALRetoGMION ﬁ BIOHANIC SCAN E
= ) nanann s a & 0 s | O @ amma —




RNDr. Pavel Ludvik, Ph.D.

odborny asistent na Katedre matematické analyzy a aplikaci matematiky

Stavba Eiffelovy veze

PageRank algoritmus aneb vektor za 25 miliard dolard
Jak si s pomoci teorie grafu optimdalné napldnovat cestu
Vyuziti konstrukéni geometrie pri 3D tisku



.| have never done anything ,useful.’ ~Neexistuje zadna oblast
No discovery of mine has made, or is matematiky, jakkoli abstraktni, kterd

likely to make, directly or indirectly, by jednou nemohla byt pouzita k
for good orill, the least difference to popisu jevu redlného svéta.*
the amenity of the world.” N. . Lobac&evskij

G. H. Hardy




je zadna oblast

ky, jakkoli abstraktni, kterd
J nemohla byt pouzita k
vU rediného svéta."

icevsKi]

»| have never done anyth
No discovery of mine has |
likely to make, directly or i
for good or ill, the least dif
the amenity of the world.”

G. H. Hardy




N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez

Nékdy kolem roku 1700 se Clen vyznamné Svycarské
rodiny Bernoulli z Basileje Jacob Bernoulli (1654 — 1705)
pokousi sestavit rovnici popisujici pruhyb nosniku.

[ | I

b moll

SRR

Chce to zaridit tak, aby 3D téleso dokdzal popsat pomoci obycejné
diferencidlni rovnice v 1D.
mm) nckteré z nich Ize fesit analyticky.

Nez to stihne dokoncit, umird.



F

OH YEAH?

unvr MATH M,.;‘.‘::‘,::,‘.‘.:E:..s

' A

o

BEBNIIIIllI

Ihat's on me, | set
the,bar too low.




N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez

Jeho zapisky se pak dostanou k jeho synovci ménem
Daniel Bernoulli (1700 - 1782).

Ten se problémem zacne zabyvat, az kdyz ziskd v roce 1725 placené
misto na katedre matematiky v Sankt-Petérburgu.

/de se za 2 roky setkd s neékym, koho znd uz ze spolecné vlasti.



N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez

Tou osobou je Leonhard Euler (1707 - 1783).

Jejich spoluprdace vede k tomu, ze se rovnici pro
nosnik nakonec podari dokoncit.

Euler navic prida problematiku stability sloupu. £

Uloha o nosniku Uloha o sloupu



N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez

Kolem roku 1750, kdyz uz je Bernoulli zpdtky v Basileji a
Euler zaméstndn na dvore pruskeho krdle Friedricha |l
se Vv jejich korespondenci objevuje vyslednd rovnice
pro ohyb nosniku a stabilitu sloupu.

Fuler-Bernoulliho rovnice:
EIw"" +Pw" =q v (0,L)

kde E je materidl nosniku a I = §h3b.

T
EI p

_________________________________ _|<— > X I:l 2h
L b

NN
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Jak to bylo s Eiffelovou vez

V 19. stoleti Usilim prevazné lidi s polytechnickym vzdélanim se
postupné vybuduji postupy umoznujici reseni obecnéjsich uloh.

To umozni pouziti Euler-Bernoullino rovnice pri projektovani staveb.

Prvni velkou stavbou, kterd vdéci za svuj vznik této rovnici, je stavbo
Eiffelovy veze v letech 1887-1889.




N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez

o

|




N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez

Stavba véze vdédi za svUj vznik Svétové vystave v Parizi
v roce 1889.

Radni vypsali soutéz o vstupni branu na vystaviste, 'é”ﬁa‘
kterou vyhrdl Alexandre Gustave Eiffel (1832 - 1923). \

Na projektu pracovalo v Eiffelové firmé kolem 50 inzenyru
jiz nekolik let predem.

Véz pak v roce 1889 navstivily témér dva miliony ndvstévniku.

Bez pouziti matematiky a specidlné reseni rovnice nosniku (nebo sloupu) by vsak Eiffel tak
rozsdhlou stavbu vysokou 300 metr0 nedokdzal realizovat.

G. Eiffel: Kfivka ctyr vnéjsich rohU véze, tak jak ji nadiktovaly matematické vypocty,
vytvarn mohutny dojem pevnosti a krasy.



N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez




N v/

Jak to bylo s Eiffelovou vez




PageRank algoritmus

Pribéh jednoho uspéchu

« 1998: Objevil se Google jako verejné dostupny vyhleddavac.
« PUvodné slo o studentsky projekt Larryho Page a Sergeye Brina na

Stanfordu.
« Drive se vyhledavalo: AltaVista, Yahoo!, Lycos, Excite, HotBot, ...




PageRank algoritmus

Od zacatku bylo vidét, ze Google néjakym zdzrakem ukazuje na
prednich mistech vyhledavani ty nejpodstatné&jsi vysledky.

Konkurenti Googlu zobrazovali vysledky hledani ve zddanlivé nahodilem
poradi a vzivatel dlouho hledal chtény odkaz. Poméroval se treba
pocet vyskytu hledanych slov.

A

0 ( lle ' I A

Search 1,326,920,000 web pages

Google Search



PageRank algoritmus

Jak to ten Google délae

1. Prochdzet web a vyhledat vSsechny webové stranky s vefejnym pristupem.

2. Indexovat data z kroku 1 tak, aby v nich bylo mozné efektivné vyhledavat
relevantni klicova slova nebo fraze.

3. Ohodnotit duUlezitost kazdé stranky v databdzi tak, aby pfi vyhleddvdani a
nalezeni podmnoziny stranek s pozadovanymi informacemi mohly byt
nejdUlezitési strdnky zobrazeny jako prvni.

mm) Jok ale hodnotit dUlezitost stradnky?



PageRank algoritmus

Jak to ten Google délae

1. Prochdzet web a vyhledat vSsechny webové stranky s vefejnym pristupem.

2. Indexovat data z kroku 1 tak, aby v nich bylo mozné efektivné vyhledavat
relevantni klicova slova nebo fraze.

3. Ohodnotit duUlezitost kazdé stranky v databdzi tak, aby pfi vyhleddvdani a
nalezeni podmnoziny stranek s pozadovanymi informacemi mohly byt
nejdUlezitési strdnky zobrazeny jako prvni.

mm) PageRank - &iselné hodnoceni stranky, které odrdzi jeji dlezitost

Pokud na strdnku vede hodné odkazu, zvysuje to jeji dulezitost.
Odkaz z dUlezité stranky je cennéjsi nez odkaz z mdlo dulezité stranky.



Mdam maly web...

PageRank algoritmus

I\

\|/

Na stranku 1 vedou odkazy zz 3, 4.
Na stranku 2 vede odkaz z: 1.
Na stranku 3 vedou odkazy z: 1, 2, 4.
Na stranku 4 vedou odkazy zz 1, 2.

P P
P1:_3_|__4

1 2
P

P2:3

Py Py Py
p,="tyf2y
37 3 " 2 ' o

P P
P4=_1_|__2
3 2



PageRank algoritmus

Matice, aneb proc psat Cisla do tabulky?

Oznacime-li matici

q Pak resSime maticovou rovnici
/O E\ Ax = x,
0 kde x obsahuje hodnoceni jednotlivych

strdnek Py, P,, P3, P,.

- - - =
I

WlRr Wk W]|R
N N[~ O )

~

0/ Vektoru x se rikd viastni vektor matice A.



Vvyhodnoceni

PageRank algoritmus

I\

\|/

Vychdz:
. P, =12,
« P, =4,
¢ P, =09,
+ P, =6.

Nebo libovolny ndsobek téchto hodnof,
napr. P; = 0.387,P, = 0.129,
P; = 0.290,P, = 0.194.

Nejvyssi ohodnoceni ziskala stranka 1,
prestoze nejvice odkazu miri na stranku 3.



PageRank algoritmus

Vsimnéte si, ze soucet prvku v kazdém sloupci nasi matice je 1.
Takove matici rikdme sloupcove stochasticka.

Hlubokd Perronova-Frobeniova véta rikd,

1
/ YA E\ ze pro takovou matici vzdy existuje
1 09 0 o nenuloveé feseni rovnice Ax = x.
3
A= 1 1 1 o/ ~ ~ 7 ~ . .
2 5 0 > — Jqlf n,cm’r ’rp’ro resent, kdyz |e rjncmce
\1 Iy 0/ velikd2 A internet je obrovsky...
3 2



PageRank algoritmus

Maticové ndsobeni neni jen hricka

K freSeni maticové rovnice (coz je vlastné soustava linedrnich rovnic) se
v tomto specidlnim pripadé Ize priblizit opakovanym ndsobenim matici
A.

/acneme ohodnocenim napr. (1/4,1/4,1/4,1/4) a ndsobime matici A:

1. (0.38,0.08,0.33,0.21)
2. (0.44,0.12,0.27,0.17)
3. (0.35,0.14,0.29, 0.21)
4. (0.4,0.12,0.3,0.2)

/. (0.39,0.13, 0.29, 0.19) — presné na 2 desetinnd mista



PageRank algoritmus

Skutecnost je slozité[si

Problémem jsou stranky, ze kterych nevedou zadné odkazy.
Ohodnoceni nemusi byt jednoznacneé - je freba zvolit to nejvhodnégjsi.

Aktudini podoba Google PageRank neni verejnd, ale podle zndmych
dilCich informaci je mnohem sofistikovanéjsi a bere v Uvahu daleko
vice parametrU.



PageRank algoritmus

Dalsi vyuziti PageRanku

« Chemie

« Biologie
 Neuroveda

« Inzenyrské systémy

« Matematicke systémy
o Sport

Literatura

Bibliometrie

Databdze a znalostni systémy
Doporucovaci systemy
Socidlni sité



Pldnovdni cesty s teorii grafu

Jednotazka a Eulerovsky tah

Nakreslete jednim tahem V teorii grafu jde o hleddni Eulerovského tahu
Plati jednoduché pravidlo:

0 vrcholU s lichym stupném
mm) zaCneme iskonCime ve stejném bodé

2 vrcholy s lichym stupném
mm) zacneme Vv jednom a skonéime v druhém

Vice nez 2 liché vrcholy
) cdnim tahem to nejde




Pldnovdni cesty s teorii grafu

Cinsky problém posfdka

Co kdyz to jednim tahem Tento optimalizacni problém se nazyva Cinsky
nejde? problém postaka.

Redeni:

1. Kfizovaiky s lichym stupném spdrujeme
tj. po dvojicich spojime novymi ,,hranami*
(= existujici cesta v grafu).
Tim budou mit sudy stupen.

2. Vybereme nejkratsi mozné pdarovani.



Pldnovdani cesty s teorii grafu

Praktické aplikace: doprava a udrzba

Kde se to pouzivde Jaké grafy se pouzijie
>+ Zimni Udrzba silnic Neorientované
/7 Uklid ulic Obousmérné vedlejsi cesty s malou
Rozvoz posty hustfotfou dopravy
i Popeldri
Orientované
Jednosmerky

Situace, kdy je potreba projizdét kazdy
smér zvIast (Siroké, s velkou hustotou
dopravy)




Pldnovdni cesty s teorii grafu

Uloha obchodniho cestujiciho (okruzni problém)

V teorii grafu jde o Ulohu hleddni nejkratsi hamiltonovské kruznice.
V anglictiné je zndm jako Travelling Salesman Problem (zkr. TSP).

Popis problému:
Je ddno n vrcholU (mést) navzdjem spojenych
hranami (cestami) se zndmou déelkou.

Hleddme nejkratsi trasu, kterd prochdzi vsemi
vrcholy (kazdym praveé jednou) a kterd konci
ve vychozim vrcholu.




Pldnovdni cesty s teorii grafu

Uloha obchodniho cestujiciho (okruzni problém)

Zkuste si sami ©




Pldnovdni cesty s teorii grafu

Uloha obchodniho cestujiciho (okruzni problém)

Zkuste si sami ©




Pldnovdni cesty s teorii grafu

ProC je TSP zajimavy a dulezity?

Jednd o problém, ktery Ize snadno popsat bez nutnosti pouziti slozitého
matematického apardtu, takze je pochopitelny i pro ne-matematiky

Ovsem jednd se o velmi obtiznou Ulohu paftrici mezi tzv. NP-tézké ulohy:

. Velmi malé ulohy Ize vyresit snadno tim, ze vyzkousime vsechny moznosti.
. S velikosti vSak vypocetni nadrocnost reseni roste exponencidlne.

/da existuje néjaky rychly (polynomidlni) algoritmus dodnes nevime.
Pokud bychom to zjistili, vyresili bychom problém ,, P versus NP*

Tj. jeden ze 7 Millennium Prize Problems, které vyhldsil ClayOv matematicky institut
v roce 2000



Pldnovdni cesty s teorii grafu

A jok mUZeme nqijit ,,dostatecné dobré" feseni?

Konstrukéni — napr. Metoda /lepSovaci — napr. 2-opt
nejblizsSiho souseda o Zkousi vymény dvojic hran
o Jdeme do nejblizsiho volného o Geometricky viastné

sousedniho vrcholu odstranuje krizeni



Pldnovdni cesty s teorii grafu

Aplikace TSP:

« Trasy obchodnich cestujicich a okruzni tfrasy pro turisty
« Trasa skolniho autobusu

« PoStovnisluzby (napf. rozvoz baliku)
e Rozndska jidla pro seniory P T
« Inspekcni cesty

« Vrtdni otvort do desek tisténych spoju
« Polohovdni dalekohledU

« Soucast vétsich Uloh napr. rozvozni Ulohy, kde se soucasné hledaji trasy
vozidel



Konstruktivni geometrie a 3D tisk

3D objekty je mozné v pocitacireprezentovat roznymi zpusoby.

Jednou z rozsifenych reprezentaci je objemovad reprezentace pomoci
konstruktivni geometrie (CSG), kterd se pouzivda zejména v CAD systémech,
kde je kladen duraz na presnost.

Vychdzime z jednoduchych geometrickych objektU, jako je krychle nebo koule
— geometrickd primitiva.

Tyto prvky sklidddme pomoci mnozinovych operaci (prunik, siednoceni, rozdil)
a prostorovych fransformaci (posunuti, otoceni, zvétseni, ...).

oW

. Mnozinové operace na krychli a kouli °




Konstruktivni geometrie a 3D tisk

Konstrukce je charakterizovana tzv. CSG stromem - systémem dilcich
krokU a jejich ndvaznosti, ktery popisuje, jak je objekt vytvoren
z geometrickych primifiv.

Rozlisujeme

« koren stromu (1),

 listy stromu (4, 6, 7, 8), o e

« rodice uzlu a potomky (napr. 5 m& potomky 7 a 8). @) (5) (o)
Se stromem pracujeme odspodu o o

« listy predstavuji jednotlivd geometrickd primitiva,
« vySe postavené uzly odpovidaji operacim na potomcich,
« koren je findlni produkt konstrukce.



Konstruktivhi geometrie a 3D tisk

Hrnicek Ize vytvorit

7 primitiv torus, krychle a dva ruzné velké vdice
« a operacirozdilu (\) a sjednoceni (U)

takto:



Konstruktivhi geometrie a 3D tisk

A ted vy ©

Jak vypada téleso, které je reprezentovano fimto CSG stromem?

pozn. Objekty maiji stred ve stejném bodé.



Konstruktivhi geometrie a 3D tisk

Ated vy ©

Jak vypadad téleso, ktere je reprezentovano timto CSG stromem?

pozn. Objekty maiji stred ve stejném bodé.
{ ]



Konstruktivni geometrie a 3D tisk

Atedvy ©

Jak vypada téleso, které je reprezentovano fimto CSG stromem?




doc. Mgr. Ondrej Vencalek, Ph.D.

docent na Katedre matematickeé analyzy a aplikaci matematiky

Matematika jako nezbytny pomocnik mediciny
Bayesova véta, jednoduchy vzorec s velkou silou
Jak porozumét pocasi diky matematice



Matematika v mediciné

Problem indukce

18. stol.
(Pojedndni o lidské prirozenosti):

Ani ze sebevétsino poctu pozorovani bilych labuti
nelze usuzovat, ze jsou bilé opravdu vsechny,

k odmitnuti takového zavéru postacuje jedind
cerna.

16.-17.stol. ;

Jakmile Clovék zaujme néjaké stanovisko, sbird
vsechny dukazy, které ho potvrzuji, a i kdyz
dukazy svédcici o opaku mohou byt ¢astéjsi a
zavaznéjsi, bud si jich nevsimne nebo je zavrhne,
aby vira v zaujaté stanovisko nebyla otfesena.



Dafta:

Arizona:
Aljaska:

—

Matematika v mediciné

Srovnani umrtnosti Aljaska versus Arizona

1996
824 Umrti na 100 tisic obyvatel za rok
427 omrti na 100 fisic obyvatel za rok

/Adad si vysvétlenil



Matematika v medicineé

Srovnani umrtnosti Aljaska versus Arizona

Data: 1996
Arizona: 824 Umrti na 100 tisic obyvatel za rok
Aljaska: 427 Umrti na 100 tisic obyvatel za rok

mm)  /Add si vysvétlenil

10.0% 4

. Arizone
N l . "J
<1 1.4 5.9 10.14 1519 20.24 2534 3544 4554 5564 6574 7585 >85
age

Podil na populaci statu [%]

0.0%




Matematika v mediciné

Srovnani umrtnosti Aljaska versus Arizona

age AL.popul AL.died AR.popul AR.died US.popul

D; ... pocet zemrelych v i-te skupine T <1 10037 72 75322 575 3801494
= e [ ° 4, Z R X 2 1.4 40445 18 290256 127 15516482
Ti ... pocie’r “.dl,celkem Vi'f,e SkUplne. o o 3 5.9 54359 12 344886 67 19441182
R; ... pocet lidi v referencni populaci v i-té skupine 4 10.14 52437 14 328220 05 18981045
5 15..19 49475 53 313422 322 18662151
I o ) o 6 20.24 44690 60 294762 372 17559730
s; = D;/T; ... mira umrtnosti v i-t€ vekove skupine 7 25.34 84864 137 657430 1022 40368234
8 35..44 116015 238 684967 1700 43393341
Y siR; 9 45.54 81857 306 5009569 2271 32369791
SMR = == .. standardizovand mira Umrtnosti 10 55.64 40162 359 347841 3632 21361460
Zj Rj 11  65..74 20668 518 333235 7639 18669337
12 75..85 8337 509 199416 10494 11429984
13 >85 1947 286 55929 8240 3761561

Stat Umrtnost

Arizona: 832 Umrti na 100 fisic obyvatel za rok
= Aljaska: 856 umrti na 100 tisic obyvatel za rok

Vékova struktura



Matematika v mediciné

Klinicke studie — James Lind

Lék — Uzdraveni

/

Jiny faktor

Jablko se uvadi jako priklad zdravé stravy. Ale proc jsou jablka tak zdravae
Protoze obsahuji vitaminy.

Jaké vitaminy?
B, CH

Ano, tyto opravdu v jablku najdeme. Kolik myslite, ze je v jablku vitaminu C?2

Z.kusme to naijit na Wikipediii...



Matematika v mediciné

Primeérny obsah |editovat | editovat zdroj |

Klinicke studie — James Lind

Jablko obsahuije pfiblizné 100 miliénG bakterii z téméF 100 tisic mikrobialnich druhd, pfi¢emz jejich koncentrace ve slupce je mensi.l*! Pocet bakterii ani
nezalezi na tom, zda jde o organické nebo konvencni zeméde&lstvi, ale organické poskytuje vét3i druhovou rozmanitost bakterii.

Tabulka udava dlouhodobé primémy obsah Zivin, prvku, vitamint a dal$ich nutriénich parametru zjisténych v syrovych jablkach.®! Viyznamny podil
vlakniny a dalsich minerall je ve slupce, takZe loupana jablka maji vyrazné horsi podil takovychto sloZek.

Slozka Jednotka Prameérny obsah Prvek (mg/100 g) Pramérny obsah | Slozka (mg/100g) | Primérny obsah

voda g/100 g
bilkoviny g/100 g
tuky g/100 g
cukry g/100 g
celkovy dusik g/100 g
vlaknina g/100 g
mastné Kyseliny | g/100g
cholesterol g/100 g
energie kJ/100 g

854
04
0,1
11,2
0,05
1,6

stopy

0
190

Na
K
Ca
Mg
P
Fe
Cu
Zn
Mn

3
100

0,1
0,02
0,1
0.1

vitamin C 3-20
vitamin D 0
vitamin E 0,27
vitamin B6 0,06
vitamin B12 0
karoten 0,017
thiamin 0,03
riboflavin 0,02
niacin 0.1

https://cs.wikipedia.org/wiki/Jablko



Matematika v mediciné

Klinicke studie — James Lind

Jak vime, ze ndm vitamin C prospivde
Jak byste se o tom presvedcilie

James Lind — 1747
namorni vypravy (objeveni Ameriky 1492),
kurdéje, IECba citrusy,
prvni klinickd studie

=) ok velké maiji byt skupiny?

Je pozorovany rozdil zobecnitelny?



Matematika v mediciné

Vyskyt Downova syndromu

Celkovy pocet diagndz:

150 200 250

pocet diagnostikovanych DS

100

I I I I I I
1960 1970 1980 1990 2000 2010

rok



Matematika v mediciné

Vyskyt Downova syndromu

Celkovy pocet diagndz: Pocet diagndz na 100 000

narozenych:
°
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Matematika v mediciné

Vyskyt Downova syndromu

Vékova struktura rodicek: Primérny vék rodicek:

1961 1971 1981
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Matematika v mediciné

Vyskyt Downova syndromu

Riziko vyskytu DS roste (exponencidlné) s vékem rodicky

logit(p) = log (&) 5

Jak ale ohodnotit nejistotu v
odhadue¢




Matematika v mediciné

Modelovani epidemie

Nové predikce ve ¢tyrech scénarich: projekce do listopadu

Rizikovy scénar pri R = 1,47

Scéndre vyvoje dle hodnoty
reprodukEniho Cisla

Scénar vedouci k zpomaleni rustu (R = 0,73)

Denni podet osob s nové
prokazanou nakazou COVID-19

60 000 - S
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— . I s oo L ’
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=== Epidemicka krivka odpovidajici R = 1,10 ’,’
30000 - == Epidemicka krivka odpovidajici R = 0,73 ot
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Matematika v mediciné

Modelovani epidemie

Model dobre popisujici historickd data jesté nemusi byt vhodny pro predikce

y(t) = f(t' P1s -+ pk)

y(t) = Boi t+ Pit pro tE€E(a; ajsq)

F/\—

Elektrokardiogram: zdznam casové zmeény elekirického potencidlu zpUsobeného

A srdecni aktivitou.



Matematika v mediciné

Modelovani epidemie

Model dobre popisujici historickd data jesté nemusi byt vhodny pro predikce

F/\-

(_/\_,

Elektrokardiogram: zdznam casové zmeény elekirického potencidlu zpUsobeného

srdecni aktivitou.



Matematika v mediciné

Modelovani epidemie

Model dobre popisujici historickd data jesté nemusi byt vhodny pro predikce

y(t) = f(t, 01, Pi)

mmm) Jaok volit parametry optimdiné?

(*/\— mmm) Jok srovnat rizné modely?

mmm) Jok pracovat s nejistotou?

Elektrokardiogram: zdznam casové zmeény elekirického potencidlu zpUsobeného

A srdecni aktivitou.



Matematika v mediciné

Rakovina dutiny ustni a HPV

Preziti 3 roky od diagnozy

prezil | zemrtel | celkem PomerEetat
HPYV pozit. 66 17 83
HPV negat. | 45 63 108 orR=20"9 .,
celkem 111 | 80 181 S

) Vyu7Ziti: volba zpUsobu 1€Cby

Vencdlek, O. (2016). Praktickd ukdzka vyuziti testovani
hypotéz. Matematika-fyzika-informatika, 25 (4), 256-263.
https://mfi.upol.cz/files/25/2504/mfi 2504 all.pdf



https://mfi.upol.cz/files/25/2504/mfi_2504_all.pdf

Bayesova veta

Podminéné pravdépodobnosti

Mdam doma kocku. Jakd je pravdépodobnost, ze ma 4 nohy?

P(4 nohy | kocka)

Mdam doma ¢tyrnohe zvire. Jakd je pravdépodobnost, ze je to koCka®?

P(kocka| 4 nohy)




Bayesova veta

Pfesnost testu napr. na drogy

Pravdépodobnost, ze osoba, kterd je pod vlivem,
mMa pozitivni test:

m=)  SENZITIVITA = P(T+ | D+) =97 %

Pravdépodobnost, ze osoba, kterd neni pod
vliivem, mda negativni test:

m=) SPECIFICITA=P(T- | D-) =95 %




Bayesova veta

Pfesnost testU napr. na drogy

Senzitivitu a specificitu testu vycCislujeme v situaci, kdy vime, v jakém
stfavu osoba skutecne je.

?

V praxi nas ale casto zajimda opacnad otdzka:

Jakd je pravdépodobnost, ze osoba, kterd ma pozitivni
test, je pod vliveme

Tedy:
P(D+ | T+) =¢



Bayesova veta

Pfesnost testU napr. na drogy

PocCet osob s pozitivnim testem je vedle senzitivity a specificity ovlivnén
| prevalenci sledovaného znaku, tedy P(D+).

MR

. ]QOOO]7,
D+ orevalence 1 % D- -
BRIt 100 5900 MtAKEA
senzitivita 97 % specificita 95 %

T- T+ T+ T-
3 77 495 7405



Bayesova veta

Pfesnost testU napr. na drogy

Jakad je tedy pravdépodobnost, ze je osoba s pozitivnim testem pod
vliivem®e

PocCet osob pod vilivem,
jejichz test byl pozitivni

97
P(D+|T+) = o-——oc =016~ 16 %

Celkovy pocet osob, jejichz
test byl pozitivni



Bayesova veta

Obecné znéni véty

D+ 7 - P(T +| D+) x P(D+)

P(T +|D+)xP(D +) + P(T +| D—) X P(D-)

- P(T+|D+) x P(D+)
B P(T+)




Bayesova veta

A jak se projevi zména prevalence?

IR
10000

+ D+ prevalence 20 %

Wttt 2000 8000 MM

senzitivita 97 % specificita 95 %
T- T+ T+ T-
60 1940 400 /600

1940
P(D+|T+) = w5 o= =083~ 83%




Bayesova veta

A kde vsude Bayesovu vetu vyuziieme?

« Soudnictvi, napr. vyhodnoceni pravdivosti tvrzeni, ze podpis je
pravy profti tvrzeni, ze je zfalSovany.

« Kontrola kvality: vyhodnoceni pravdépodobnosti, ze celd varka

vyrobku je v porddku, za podminky, Ze ve vzorku bylo nalezeno
urcité mnozstvi zmetkO

« Vyhodnoceni aktudlni polohy kosmické lodi pri pristani na méesici

« Aje toho mnohem vic ...



Matematika a predpoved pocasi

Predpoved pocasi dnes

Dnes Utery Stfeda == Cturtek Patek Sobota
& 4°C / 0°C 4°C/-1°C & 3°C/0°C N 2°C/0°C Cb 2°C / 0°C & 4°C / 1°C
Stieda - 28. 1. :2-07:27 ::16:40 Cturtek - 29 1 =
¢
- 19:00 22:00 01:00 04:00 07:00 10:00 13:00 16:00 19:00 22:00 01:00 04:0C
+ gty o
Gl Ciaiaay = ™y | O il
Teplota 3° 0° 0° 0° 0° 0o° 20 30 30 20 29 20 1
e T __ | , I
« -
-1°C
F
—
Srazky ) mm é Omm é Omm é Omm é Omm é Omm é Omm é Omm é Omm é Omm é Omm 04mm &2
Snih 0cm ¥ 0cm ¥ Ocm ¥ Ocm ¥ Ocm ¥ 0cm ¥ Ocm ¥ Ocm ¥ Ocm ¥ Ocm ¥ Ocm ¥ Ocm
Vitr 2 m/s % 3m/s ¥ 2m/s ® 1m/s * 1m/s  1m/s % 1m/s * 1m/s & 2m/s & 3m/s & 3m/s & 3 m/s



Matematika a predpoved pocasi
Predpoveéd pocasi pred 5 lety

Dnes Zitra Ctvrtek Patek Sobota  Nedéle  Pondéli Utery Stfeda
y . d 3 P, s, A P Jd % y
3 3 3 3
w o owd W e e e e W W
12°C 12°C 12°C 9%C Y a6 7°C 8°C 9°C 8°C

Pfedpovéd pocasi - zitra pFes den

oblaénost
Jasno
F pocitova teplota

16 °C

»’1 rychlost a smér vétru

+# 3km/h ®

| pravdépodobnost srazek
‘ 0%

Dnes, 23.2. Zitra Ctvrtek Patek Sobota Nedéle Pondé&li Utery Stieda Ctvrtek
< den 24.2. 25.2. 26.2. 27.2. 28.2. 1.3. 2.3 313 4:3 )
o000 @ o OO0 OO o oo o s

Dnes Zitra Ctvrtek Patek Sobota Nedéle  Pondéli Utery Stfeda
12°C 12:°C 12°C 9°C 7°C 7°C 8°C geC 8°C

Pfedpovéd pocasi - patek den

Dnes, 23.2. Zitra Cturtek Patek  Sobota Nedéle Pond&li Uter)’l Stieda Ctvrtek
den 24:2:: :25.2: :26.2; 27:2: _28:2: 1.3 2.3. 3.3. 4.3.
L e O OO @ o o oo o s



Matematika a predpoved pocasi

Meteorologie neni vésténi, ale fyzika tekutin

Vilhelm Bjerknes (1904):
1. Zndat s dostatecnou presnosti aktudlni stav atmosféry

2. Inat fyzikdlni zakony, které ridi jeji vyvoj (pohybové a termodynamicke
rovnice)

Atmosféru modelujeme jako stlacitelnou tekutinu na rotujici kouli

mm) tlok, teplota, hustota a rychlost vétru
@z
i

(0))
N>
o J




Matematika a predpoved pocasi

Tovdarna na pocasi: Vize, ktera predbéhla dobu

Lewis Fry Richardson (1922):
prvni numerickd predpoved

Vysledek: narUst tlaku o 145 hPa za é h
(meteorologickd katastrofa)

Pricina: numerickd nestabilita

Koncept: 64 000 lidskych poctaru
synchronizovanych jako
orchestr

64,000 POCTARD DIRIGENT

| " (LIDSKE"POCITACE")  (qyNCHRONIZACE TEMPA)
.-,m g s =
solReA 5 - C > 0 > e
e etV
20 e i < A 7 7
| 7

mm) Sen se stal realitou az vr. 1950 (pocitad ENIAC)

GLOBALNI MRiZKA

ATMOSFERY i
" o -

1 S >
RN D e
e
& &
) el
2 '}"f.’“r
= :.:;";,”j il Z . (...____I______> M -"\_\»\—."'
GLOBALNI MRIZKA 4%/ 1 NS —"" PREDAVANI VVSLEDK(
ATMOSFERY Q@i = R (OKRAJOVE PODMINKY)
®



Matematika a predpoved pocasi

Jak dostat atmosféru do pocitace

Diskretizace: rozdéleni spojitého svéta na 3D
mrizku

Derivace nahrazeny rozdily

Body mrizky nahrazeny vinami

CFL podminka stability: informace se nesmi WM\W\V
Sifit rychleji nez

fyzikalni veliciny Yt NSNS\




Matematika a predpoved pocasi
Efekt motylich kridel: Meze predpovéditelnosti

Edward Lorenz (1963): Objev deterministického
chaosu

Citlivost na pocatelni podminky: Zaokrouhleni
na 3 desetinnd mista misto na 6 zméni vysledek

DUsledek: Nikdy nezndme pocdtecni stav
atmosféry dokonale -> teoreticky
limit predpovedi 10 - 14 dni




Matematika a predpoved pocasi
Ensembler: Od jistoty k pravdepodobnosti

Princip: paralelni vypoclty s mirné
pozmeénénymi vstupy

Spaghetti Plot

Vysledek: pravdépodobnostni scéndre
(napr. 20% sance na extrém)

Novinka 2025 (CHMU): pravdépodobnostni
hydrologie

ALADIN-LAEF: stredoevropsky ensemble
oro lokdini extrémy (17 béhu)




Matematika a predpoved pocasi
Model ALADIN: Vidét neviditelné

Globdlni modely (ECMWEF, GFS): rozliseni 9 - 25 km

ALADIN: rozliseni 2,3 km (vidi udoli i hory)

Nehydrostatickd dynamika: pocitd vertikalni zrychleni vzduchu
mm) lefni bourky, krupobiti, pfivaloveé srdzky

Globalni model (15 km) ALADIN (2,3 km)
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