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Abstrakt

Quadratic interpolatory splines on simple knotset depend on one free
parameter. We can find optimal value of such a parameter to reach mini-
mum of proper norm or another quantitative criteria. It gives to the user
some possibility to choose such a variant of computing algorithm (to pre-
scribe free parameter, criterium) which corresponds to his needs. Some
frequently used criteria are considered in details and demonstrated on ex-
amples.
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1 Problem statement

Let us have given vectors x of real monotone knotset and prescribed function
values s in knots

x={z;, i=01)n+1}, s={s, i=0(1)n+1} (1)
with knot stepsizes and slopes
hi=iy1 — 2, pi = (Six1 — 8i)/hi, i =0(1)n. (2)

It is well known (see [2], [3]), that quadratic spline (from C'—with the defect one)
which interpolates in knots x; the function values s; has one free parameter—
usually taken as value of the first or second derivative in some knot. When we
take the values s;,s;11 as two local parameters for the local spline representa-
tion on the interval [z;, z;11], then the third local parameter (e.g. first or second
derivative in knot) can be computed by recursion from continuity conditions (CC)
§'(z; — 0) = §'(x; + 0) in knots x;, expressed in local parameters used (see exam-
ples below). So the choice of free parameter influences the behavior of the spline
over the whole interval and according to the properties of (CC) the errors are
propagated without damping (see [3]). When we have no idea about the proper
value of the free parameter corresponding to the problem under search, we may
ask for a procedure for finding some optimal value of such a parameter according
to the criterion which the user can choose more easily. Such criteria may repre-
sent some norms of first or second derivative (for continuous functions or vectors
of their values in knots), some measure of the curvature. In the most used cases
the problem can be then formulated as some quadratic programming problem.
We can even find explicit solution for optimal values in some problems. It is also
possible to use the simple approach which computes the vector of optimal pa-
rameters with pseudoinverse matrix. Applying results from difference equations
to continuity conditions we can obtain also some another type of algorithms for
solving such special types of quadratic programming problems. Let us mention,
that the quadratic splines interpolating function values have not extremal prop-
erty on some wider class of functions (as have linear or natural cubic splines) and
so we search for the optimizer in the class of quadratic splines on simple grid
only (the points of interpolation coincide with spline knots). Some comparison of
results is given on examples in the last section.

2 Minimal norm of first derivative
When we use the local representation of quadratic spline

s(z) = (1 —u?)s; + u?sip1 + hiu(l — u)m; (3)
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with local variable v = (x — z;)/h;, local parameters s;, s;11 and m; = §'(z;),
then the continuity conditions can be written as recurrence

m; + miy1 = 2p1, 1= O(l)n, Pi = (Si—i-l — Sz)/hz . (4)

When the values s;, i = 0(1)n + 1 are given, then values m;, i = 0(1)n + 1
depend on one free paramater. Let us choose as free parameter the value my;
then remaining values m; can be computed from relations (4) and we obtain by
induction (with Qo = 0)

) izl o dm.; )
m; = (—=1)'mo +2Q; with @, = Z(—l)””lpj; then dzz =(-1)". (5)
=0 0

The Ly-norm of the first derivative can be assumed as the measure of the speed
changes in the continuous process described by the data given. In the class of
continuous interpolating functions (more generally in W) this norm is minimized
by interpolating polygon (see [3], [5]). Let us find the optimizer in the class of
quadratic splines. Using Simpson’s rule of numerical integration, we can write
(exactly for quadratic splines)

Tn+1 12 m; +m; 2
W) = 1@ = [ 7 @Pdr = 53 fm? + 4T
z i=0

1 n n 1 n
=3 Y hi(m? +mimia +mi) = hip} + 3 > hi(pi —ms)? (6)
3 1=0 1=0

where m; 1 = 2p; — m; was substituted from (4). Our problem has no trivial
solution with p; = m; (CC) not fulfilled] and so we can find here the lower bound
for Ji(s) = Ji(my) only.

2.1 Explicit solution for optimal value my

Using (4) and (5) we can obtain for the terms in the last part of (6) the following
expression .
pi—mi=(=1)"me+ P, Pi=pi—2Q;. (7)

For the value of J;(s) as function of free parameter mg we then obtain

n 1 2 n ' 1 n
=0 =0 =0 =0

The necessary condition for minimum with respect to parameter myg, dJ; /dmg = 0,
results then in the explicit expression for optimal value my
1 - i 1 S i+1
my=———> (-1)'hP=———> (1) (pi—2Q:). (9

Tpt1 — To ;o Tpt1 — Lo ;2
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The remaining local parameters m;, ¢ = 1(1)n + 1 can be then computed from
recurrences (4) without some error growth or damping.
When we want to minimize lo-norm of the vector m,

Jia(s) = Jra(mo) Z m?,  then ——¢=2%"(~1)'m,, (10)
dmy i=0

and the necessary condition of minima and (7) give the optimal value

9 n+1 n

mo= g L1 s DA (11)

2.2 Optimal vector m from linear system

The necessary condition for minimum of Jy(mg) can be written with the use of
(5) as

dJl dJl dml L dJl ntl
-V = -1 ! = AR 12

where ¢ = ho; ¢; = (—1)i(hi,1 +hi), i =1(1)n; oy = (—=1)""h,.

We can now complete the system of equations (4) with this condition and
obtain the system of equations with simple structure for computing all optimal
values m; :

mi 4+ mip = 2pi, i =0(1)n; (13)
n+1 n
> ¢;m; =0 or equivalently Z Dlhim; =Y (=1)"hip; .
i=0 i=0 i=0

When we are interested in the vector m of the first derivatives of the spline with
minimal la-norm, we can compute such a vector from underdetermined system
of equations

using pseudoinverse matrix (e.g. function pinv in MATLAB)—it is known (see [1])
that the solution of such system Ax = b with minimal /s-norm can be computed
as x = pinv(A)-b. Such solution we can compute also with solvers for the regular
systems from the system (14) completed by condition following from (10)

n+1

> (—=1)'m; = 0. (15)

i=0
Theorem 1 Let us have given the vectors of spline knots x and function values s.
Then there exists unique quadratic spline interpolating data (x,s) with minimal
value of Ji(s), determined by the initial value mg given in (9). The vector of
optimal values of the first derivative can be computed from (14). For the spline

with minimal value of Ji4(s) these optimal parameters are given in (11) and as
the solution of the system (14)-(15).
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3 Minimal norm of the second derivative

We can use the second derivative M; = s”(x; 4+ 0) as the third local parametr in
spline local representation

1
s(z) = s(x; + hyu) = (1 —w)s; + us;iy1 + Ehfu(u —1)M;. (16)

The continuity conditions for the spline first derivatives in knots can be now
written as recurrence for second derivatives (see e.g. [3], [4])

We can easily find the values of local parameters M; which give minimum to
the ls-norm of the vector M—we simply use the pseudoinverse for the solution of
underdetermined system of recurrences (17). The first derivatives we can compute
then as m; = p; — h;M; /2.

It is well-known (see e.g. [2], [3]) that natural cubic splines minimize the Ls-
norm of the second derivative on class of W3 interpolants. We shall find such
a minimizer in the class of quadratic splines only. Because the quadratic spline
second derivative is piecewise constant, we have

Tn+1

(s = @B = [ @ = 3 ha?. (18)

o i=0

3.1 Optimal values of the second derivative

When we use the initial value of the second derivative M, as a free parameter,
we obtain by recursion and differentiation

h;M; = S; + (_1)1h0M07 AN = (_]-)ZhO/hz ) (19)
dMy
with Sp = 0, Q; from (5) and
Si = 2pi +2(—1)"po + 42 1/ *'p; =2[p; — (=1)'po] —4Q:.  (20)

The necessary condition for minimum of Jy(s) = Jo(My) reads now

jj\t]jo i i[ hoMo}( 1)ho/h; . (21)

1=0

We can easily find now the explicit expression for optimal value My as

hoMy = (3 ;i)l S (=1)*1S, /. (22)

=0 1=0
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Remaining values of M; can be then computed from recurrences (17), values of
the first derivative as m; = p; — h;M; /2.

When we complete the system of continuity conditions (17) with the equation
which we obtain inserting relation (19) into necessary condition for minimum of
(18), the resulting system with simple structure we can write as

hiM; + hiviMi = 2(pig1 —pi), i=0(1)n—1 (23)
S (-1)'M; =0.
i=0

We can now solve this regular system of equations and we obtain the whole vector
of optimal values M; for the optimal spline we search.

3.2 Optimal values of the first derivative

The problem discussed in this section can be solved also with the first derivative
myg as free parameter. When we use the relation M; = (m; 3 — m;)/h;, we can
express the minimized functional in terms of parameters m; as

=> M=) — W (m? —2mymisr +mi ) =4 h— (m? — 2p;m;). (24)
=0 i=0 i=0
When we substitute (5) into necessary condition for minimum
N dml dmg N

)(=1)" =0, (25)

]
co
1-
S| =

=0

we obtain the explicit expression for optimal value mqg:

Mo i => (= hf ;— 2Q). (26)

n
=0 Z =0

1

The remaining values of m; we then can compute from recurrences (4).
Another possibility is to complete the system (4) with the condition (25) and
to solve the resulting linear system

m; +mir1 = 2p;, i=0(1)n
> (1) 7 i = > (1) 7P (27)

i=0 ( i=0 (

—_

When we need to minimize the ly-norm of M, then the functional

Jgd(mo) = io 4i

=0

(28)

:\H



Optimal interpolation with quadratic splines on simple grid 11

is minimized for the initial value of free parameter mqy with

n 1 n ) 1
mo Y 2= Z(—lyﬁ(pi —2Q). (29)
i=0 '\ =0 5

The remaining values of m; we can compute from (4).
It is also possible to compute the whole vector of optimal values from the
system of equations (4) completed with the equation (compare with (27))
" 1 "1
S (—1)imi =Y 5pi. (30)
= T =n

We can resume the results of this section in the following Theorem.

Theorem 2 Given the spline knotset x and prescribed function values s, there
exists unique quadratic spline minimizing the functional Jo(s). The optimal value
of the corresponding free parameter My is given in (22). We can compute the
vector of optimal values M also from linear system (23) or as pseudoinverse
solution of the system (17). When we choose the free parameter my, its optimal
value is given in (26); alternatively we can compute the optimal vector m from
linear system (27). The optimal value of mg for spline with minimimal value of
J14a(s) (Ia-norm of M) is given in (29). The whole vector m of optimal values we
can compute from the system (4) completed with (30).

Remark Let us mention the generally different values of free parameter my
which minimize the norms of first or second derivative.

4 Minimal norm of vector [m, M]

We can use also local parameters s;, m;, M; in the Taylor’s local spline represen-
tation

5(x) = 55 +m(e — i) + ;Mi@ — ) (31)

The continuity conditions for the function and first derivative values can be now
written as

1
S; + hzml + §h?MZ = Si+1, (32)

Denoting again p; = (s;+1 — s;)/hi, we can write relations (32) as the underdeter-
mined system of 2n + 2 linear equations with simple matrix structure for 2n + 3
unknown parameters

1
m; + ihiMi = Di, (33)
m; — Miyq + thz = O, 1= O(l)n
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and solve it with pseudoinverse matrix for parameters m, M with minimal l-
norm of the vector [m, M].

We can apply similar approaches as in foregoing to discuss the optimal value
of the parameter M. By induction and @); given in (5) we obtain

hiM; = 2[p; + (—=1)'po] — 4Q; + (—1)"ho My,

From it we obtain
dmy; . dM; h,
L= (=1t A 35
ang, ~ VT e g, = CU, (33)

For ly-norm of the vector [m, M]

n+1 n d
Jsa(s) = > _mi;+> M} the condition L 0 (36)
i=0 i=0 dMoy

results in the following relation between parameters m;, M;

n+1 ) n )
S (=1 'himi + > (—1)"*'M; = 0. (37)

When we complete the relations (33) with equation (37), we obtain system of
linear equations for computing optimal values of all parameters m;, M;.

We can obtain also the explicit expression for optimal value of the parameter
M. Substitution of (34) into (37) leads to the relation

hoMo(n + 2 + Hy) = —po(n + 2 + 2H,) + 2 Z(—l)”lﬁpi (38)
1=0 7

n+1

o3~ 443~ L,
1=0 1=0 hz

with

and m;, M; computed from (32).
The results of this section we can summarize in the following Theorem.

Theorem 3 There always exists unique quadratric spline interpolating in given
knots x prescribed values s with minimal ly-norm of the vector [m, M|]. These
optimal parameters can be computed from the system (82) using pseudoinverse,
or as the solution of the system (33) completed with (37). The optimal value of
free parameter My can be computed also from (38).
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5 Minimal norm of s(x)

The norms of the second or the first derivative (or of the curvature—see e.g. [6])
have immediate geometric or mechanic meaning and are frequently used in curve
approximation. The norm of s is determined by the data given and is generally
different from the Lo-norm of s(z). When there is some need we can minimize
also this norm using foregoing approaches. Using the local representation (3), we
have

Jo(s) = s(@)lf = [ s*(a)de (39)

1
= 30 Z h; [163 + 631+1 + 85;8i11 + him;(7s; + 3s,41) + h2 }

When we use the relation (22) to express the dependency of Jy(s) on parameter
my, the necessary condition for minimum can be written now as

0= 29 _ Z 1)'h2(7s; + 35,41) + 20 Z(—l)lh?mi . (40)
i=0

dm() 37 i—0
Substituting now from (5), we obtain for the optimal value of the first derivative
the expression

n

Z(_l)iﬂhf [751' + 38i41 + Zhin}- (41)

1=0

n
moz

=0

:E\ =

The remainig values of m; we can compute from recurrences (4). The whole vector
of optimal values m we can compute also from the system of linear equations (4)
completed with the condition of minima—we obtain the system with more easily
computed elements

m; + M1 = 2101'7 1= 0(1)n, (42)
2 " (=1)'hdm; = Y (=1)"h3(Ts; + 3si41) -
i=0 1=0

Theorem 4 There exists the unique quadratic spline interpolating on the given
knotset x the prescribed function values s with minimal value of the functional
Jo(s). The optimal value of its free parameter mqy can be computed explicitly from
(41), the whole vector of optimal parameters m alternatively from the system of
equations (42).

6 Derivative values interpolation problem

In case that in knots x; the derivative values m; are prescribed, there exists inter-
polating quadratic spline, which depends on one free parameter—Ilet us choose it
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as so. The continuity conditions for function values in knots we obtain from (4)
(or using trapezoidal rule of numerical integration) as

1
Sit1 — S = ihl(ml + mi+1) , 1= 0(1)TL (43)

Applying here summation and then differentiation we obtain

kol 1 dSk
Sk :sg—i-thi(mi—i-miﬂ) :80+Sk; — = 1. (44)
i—0 2 dSO

6.1 Minimal norm of vector s

We can compute the whole vector of spline function values with minimal lo-norm
using pseudoinverse for the solution of underdetermined system of equations (43).
Another possibility is to apply (44) and standart analytical approach to

n+1 ) dJOd n+1 dSi n+1
o S0 i—0 @50 i=0

The optimal values s; we can obtain now also from the system of linear equations
(43) completed with (45):

n+1

1
—8; + Si+1 = §hl(m, + mi+1); 1= 0(1)71, Z S; = 0. (46)

We can obtain the explicit expression for the optimal value of the free parameter
o using summation in (44) and (45):

~
|
—

n+1

1
n+2ZSza Sz:

<2

hj(mj +mji1). (47)

HM'

6.2 Minimal Ls-norm of s(x)

The Lo-norm of quadratic interpolatory spline with local parameters s;, m; we
have presented in (39). With respect to the second relation in (44) we can express
the condition of minima d.Jy/dsy = 0 after some calculations as

2hoso+ (ho +2hy1)s1+ (hy +2he)so+- -4 (hp—1+ 20y ) $p +hpspi1 = —*Zh m .

(49
When we complete the continuity conditions (43) with this condition, we obtain
the system of linear equations with simple structure for computing optimal values
S;-
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When we substitute (44) into (48) we obtain for the optimal value of the free
parameter sg the expression

n

1.
3({L‘n+1 - [Eo)SO = — Z(hi—l + 2hz)Sz - hnSn-i-l - 5 Z h??’I’LZ . (49)
=0

=1

Theorem 5 The optimal value of the free parameter sy of the quadratic spline
interpolating in the spline knots x the derivative values m is given by the formula
(47) for minimum ot the ly-norm and by the formula (49) for the minimum of the
Lo-norm of that spline. The whole vector of optimal values s; can be computed
from recurrence (43), or from systems of equations (46), or (43) completed by

(48).

7 Another computing algorithms

7.1 Least squares approach

The spline continuity conditions—recurrences (4), (17) or (43) can be presented
as the first order difference equation. The particular solution of such equation
with any given starting value can be easily computed by forward or backward
recursions. For the difference equation

a;Yiv1 = bzyz + C;, a; 7é 0, 1= 0(1)7'L (50)

let us denote u the particular solution of homogeneous equation with uy = 1 and
v the particular solution of nonhomogeneous equation with vy = 0. Then the
particular solutin of nonhomogeneous equation (49) with initial value yo we can
write as y = you + v. (In case of constant coefficients a; = a, b; = b, b/a > 1 we
have to compute backwards from stability reasons.) In the norm defined by some
scalar product the solution with minimal norm is determined by initial value (see

e.g. [5)).

Yo = _<V7 u)/(u7 11). (51)
The value of Ji(s) in (6) we can write as quadratic form
L&~ o 2 L ¢
Si(s) = 5 > (M +mimig +mi ) = zm Rm (52)
=0
with positive definite symmetric tridiagonal matrix R,
dzag(R) = [h(), ho -+ hl, ceey hn,1 + hn, hn] s (53)

and subdiagonal given as

1
§[h07h1, ooyl
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When we denote

1
(v,¥)r = gyTRy

the scalar product corresponding to matrix R, then we can apply (51) for com-
putation of corresponding optimal value mg in this case.

Similarly we can present the functionals Ji4(s), Jo(s), Jaa(s), Joa(s) as scalar
products defined by (symmetric positive definite) identity matrices I or diagonal
matrix D = diag[h;]. The optimal values of corresponding free parameters can
be computed again folowing the formula (51). The remaining values can be then
computed from corresponding recurrence formula. We summarize the described
approach in the following algorithm.

Algorithm s2optlsq: Let us have given data X, s and functional minimized.
1. Choose corresponding recurrences (continuity conditions).

2. Find particular solutions u, v of homogeneous and nonhomogeneous differ-
ence equation (computed with forwards or backwards recurrences).

3. Compute components of corresponding matriz R.
4. Compute optimal initial value (51) of local parameter chosen.

5. Compute all local parameters needed (from recursions).

7.2 Quadratic programming approach
The functional Jy(s) defined in (39) we can write in matrix form as
Jo(s) = C+q"m + mTD;m (54)

with constant C, vector q and diagonal matrix D; which can be recognized from
(39). The problem

C+b™m+m™Dym — min; m; +miq =2p;, i=01)n  (55)

can be solved by standard algorithms of quadratic programming with equality
constrains.

Similarly can be all problems mentioned in this article stated as simple quadratic
programming problems with equality constrains.
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8 Examples

Some of algorithms mentioned above were implemented in MATLAB function
[m,M] =s2xs(x,s,par,k,iv), which for given input data

- x ... vector of spline knots ( = points ofinterpolation)

- s ... vector of prescribed function values in knots

- par ...control parameter for choice from variants
par==1 ... [k,iv]=[knot index, s’(x(k)) prescribed]
par==2 ... [k,iv]=[knot index, s’’(x(k)) prescribed]
par==3 ... [k,iv]=[], min 12-norm(m) computed
par==4 ... [k,iv]=[], min L2-norm(s’) computed
par==5 ... [k,iv]=[], min L2-norm(s’’) computed
par==6 ... [k,iv]=[], min L2-norm(s) computed
par==7 ... [k,iv]=[], min 12-norm(M) computed
par==8 ... [k,iv]=[], min 12-norm([m,M]) computed

computes the vectors m, M of local parameters of the interpolatory quadratic
spline. This function was used in the following examples.

1z T T

10
Ship rbdats imMepobied with s2x=

par=123 4578

norme [g=25.15

al nor me [g=o4.89 |
par=&
- h
o - — i
a & 1a 15
1z
e =}
10 T b
-
gl Ship rib dala inlerpoled with =2, =3 nalual ad |
8 lundlion values
=2 — wilh minimal 2—norm(h)
4 e
— a lirsl darivalivas |
5 | =acond darival ives .

a il 10 18

Fig. 1 a, b
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Example 1 Let us have monotone ship rib data [6]
x=[0 257 9 12 156]; s=[0.6 1.4 2 3.4 6.4 10 11].

The results of interpolating this data with s2xs for values of control parameters

par=1 (k=1,m; =04), par=2(k=1,M, =-0.1), par=3,4,578

are very near to the result of interpolation with natural cubic spline (function
csape from Spline Toolbox used) and give the splines with Ls-norm about 25.15.
Quite different is the result for par=6 with Lo-norm about 24.9—a lot smaller
(Fig. 1a).

We can also see on Fig. 1b plots of the first and second derivatives of natural
cubic and quadratic spline (par = 7) here with nice correspondence.

Example 2 For the frequently tested type of “staircase” monotone data

9 3.4 4 5 6],

x = [0 1 2 2.5 2.7 2.
1.5 3.6 5.5 6.2 6.56.7 6.8]

s (0.3 0.4 0.7

the results of interpolation with natural cubic spline (monotonicity not preserved
in the neighborhood of rapid changes of the first derivative) is shown in Fig. 2. The
oscilations we can see on plots corresponding to interpolatory quadratic splines
corresponding to p = 3, p = 5, p = 7. Much better result we obtain when we
minimize the discrete approximation of Lo-norm of the curvature with quadratic
spline (first derivative approximated from data)—see the full line on Fig. 2.
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Fig. 2 a, b
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Example 3 For another monotone data on equidistant knotset x = 0:1:20,

s=[1 2567 12 15 22 24 25 35 36 37 45 47 48 55 56 58 59 60]

still the natural cubic spline preserves better monotonicity than quadratic spline—
see Fig. 3, where also plots of first and second derivatives are given and rounded
values of some norms.

?ﬂ T T T T T T

monotona dala imlapoBled with cubic, quadatic=pline

sa b norm(DE2=-34, norm[D2s)=-56

norm{D=d=-149, norm[DEsd=-249

lunclion values

Fig. 3

Example 4 Results of interpolation on more general data on equidistant knotset
x = 0:1:20,

s=[15 11 350 -2 -7 -1 6 10 12 16 19 17 13 12 8 6 4 1 0]

are plotted on Fig. 4—we can again see the better results with natural cubic spline
(Lg-norms of the first, second derivative equal about 44, 29) than with quadratic
spline (norms 46, 112), due substantially from oscilations near boundaries. We
obtain again better results for quadratic spline using mentioned discrete approx-
imation of the norm of curvature (equal about 29 for cubic, 30 for quadratic
spline—but the oscilations on the left still have place for quadratic spline).
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1 Uvod

Co je cilem toho pifspévku? Clanek je viceticelovy. Chtél by jsem pfipomenout
osobnost Doc. RNDr. Svatopluka Fucika, CSc, ktery zemfel pravé pred dvaceti
lety a zanechal po sobé jisty odkaz, ktery se snazim plnit. Dale by jsem se chtél
zamyslet nad zpusoby tvorby matematiky a jistymi aplikacemi. A samoziejmé
by jsem chtél ukazat nékteré vysledky z nelinearni funkcionalni analyzy a jejich
aplikace.

2 Uvahy o matematice

V této casti clanku se trochu zamyslim nad feSenim matematickych problémi.
V nasledujici sekci se zabyvam vétou, kterd mne k tomu motivovala.
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2.1 O posledni Svatoplukové vété, jejim dukazu, zobec-
néni a jeho odkazu

Doc. RNDr. Svatopluk Fucik, CSc byla jedna z nejvyznaméjsich osobnosti v ob-
lasti ¢eské matematiky v 20 stoleti. Je to neoddiskutovatelné. Pracoval v oblasti
funkcionalni analyzy a aplikaci v teorii obycejnych a parcidlnich diferencialnich
rovnic. Napsal pres 50 ¢lankii a podilel se na péti knihach. Je to neuvétitelné,
protoze vse stacil udélat do svych nedozitych 35 let. Navic byl vynikajici peda-
gog, a samoziejmé i organizator. Nevim jak se klasifikuji zaci, tim myslim, kdy
se ¢lovek miize povazovat za zaka, ale véfim, Ze jeho zak jsem i kdyz mozna ten
nejhorsi. Ale asi jsem zase ten nejzakovatéjsi. Pro¢? Jisté neznaméjsim a nej-
Drabek, DrSc, ale ten u ného neabsolvoval, zadnou prednasku a také jim nebyl
zkousen. On totiz je tak dobry, Ze ho nemuseli ani zkouset. Coz se mi nepodafilo.
Mne zkouset museli. Ale ja byl prvni diplomant doc. RNDr. Svatopluka Fucika,
CSc., také jsem byl jeho pomvéd, délal jsem pod nim rigorézum a malem jsem
u ného délal aspiranturu. Plan aspiransky jsem mél. Bohuzel strana a vlada to
v té dobé nedovolila a ja tim padem nastoupil krkolomnou cestu za tituly. A na
té cesté poznavam jaky byl doc. RNDr. Svatopluk Fucik, CSc vynikajici pedagog
a Skolitel. Jisté kdyby zil, by mél jednu z nejvyznamnélsich matematickych skol.

A ted k té jeho posledni vété. Svatopluk, jak mu i my jeho zaci nékdy Fikame, i
kdyz jsme si s nim nikdy netykali, mél snahu o vazbu na praxi. Sice trochu idealis-
tickou, ale to bylo jeho mladim a také dobou. Pocitace jesté poradné nepracovaly.
Ptesto v hloubi duse urcité moc posilhaval i po konkrétnich aplikacich. V dubnu
1979 byl seminar v Piihrazech, byl jsem tam dokonce i ja. Na seminaf mé pustili
omylem, v té dobé& jsem piisobil jesté na VSB, ale uz to odeznivalo. Chtél jsem
odejit do praxe. Kdyz se fekne praxe pro matematika, tak to znamena vyzkumny
ustav a tam jsem mél také namifeno. Na seminéfi mi Svatoplukovi kolegové tekli,
Ze to s nim je uz Spatné, ale Ze ho mohu jit navstivit do nemocnice, ktera je na
Karlové namésti.Lezel tam na intenzivce. Kdyz jsem se vracel ze seminare, tak
jsem pres vikend ziistal v Praze a Sel jsem navstivit pana docenta. Moc to ne-
chci popisovat. Byl to pro mne jeden z nejsilnéjsich zazitka zivota. V ne zrovna
v nejlepsim rozpolozeni jsem mu fekl: ,Pane docente rozhodl jsem se ze pujdu
do praxe.“ A ted prisla ta posledni Svatoplukova véta: , Jo v prazi to je tezky!!!!«
Rozloudili jsme se a ja jsem rozrusen odesel. Asi za dva tydny jsem se dozvédél, ze
doc. RNDr. Svatopluk Fucik, CSc. zemiel. Odesel jsem skuteéné do vyzkumaku a
pozdéji jsem dokonce pracoval v konstrukci nakladnich automobili. A tam jsem
nasel ten dikaz toho, Ze v praxi je to tézké. Skutecné se to potvrdilo. A jaké je
zobecnéni této véty? To uz jsem udélal ja: ,,Jo v prazi to je tézky, ale hezky!“
A jak je to s tim odkazem. Zalozil jsem dva seminafe, Svatoplukovo centrum,
Svatoplukovo gymnazium, Matematickou soutéz pro zaky devitiletek a Matema-
tickou soutéz pro vysokoskolaky. Ze Svatoplukova centra v Brusperku se stalo
kulturné vzdélavaci centrum, které svymi aktivitami ma dosah po celé republice.
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Vse je celkem uspésné, az na moji osobni védeckou ¢innost, tam ten odkaz moc
neplnim a je to prozatim velmi slabé. Ale snad se to uz napravuje.

2.2 Jak se déla matematika — dva druhy matematiku

Je vice pristupu k matematice. Nékteti tvrdi, Ze matematika se déla v uzavie-
ném bilém pokoji. No moc se mi to nezda. Ti druzi zase vychazi z praxe, tedy
pozorovanim realného svéta. Jsou asi jesté jiné zpusoby. VSe by se mélo néjak
kombinovat. A asi to tak je, jak z nasledujiciho uvidite. J& jsem v posledni dobé
spiSe orientovan na motivaci z praxe. I kdyz od motivace z praxe piejit az k teo-
retickym vysledkiim je té€zké a nékdy zaveérecné formulace jsou znacné pozménéné
od puvodnich formulaci! Vsak to sami uvidite.

3 0Od technického problému, az k teoretickym
vysledktim

V nésledujici ¢asti ¢lanku by jsem chtél ukazat vyvoj jistych abstraktnich vy-
sledkti, které vysly z praxe. Zpoc¢atku je velmi obecna tloha, formulovana z praxe,
ktera se pozvolna zjednodusuje, aby jsme ji mohli vytesit. Nakonec po radé zjed-
noduseni dostaneme néjaké vysledky, které ale prestanou mit fyzikalni vyznam a
vazbu na ptvodni ulohu.

3.1 Problém praxe

Jedno ze zajimavych obdobi mého zivota, bylo obdobi kdy jsem byl v konstrukei
nakladnich automobild v Tatfe Kopfivnici. Na auté bylo mnoho problémt, které
vétsinou smétovaly k jistému druhu tvarové-materialové optimalizaci. V té dobé
se mi dostala do rukou zajimava soucast ,,Gumovy blok“. Polozil jsem si otazku:
Jaké parametry a jaky tvar by mél mit ,,Gumovy blok“, aby se pfi zatizenich ne-
dotkl krabice, ve kterou byla souc¢ast ohranicena, pro danou tiidu zatizeni? Jisté
— je to uloha materialové-tvarove optimalizace vzhledem k tride zatiZeni s pre-
pazkou. Tedy hledam material a tvar pryzové soucasti, aby prii zatizeni posuvy
nebyly moc veliké a aby to pruzilo.

3.2 Zjednoduseni problému

V réamci fesitelnosti problému tlohu zjednodusime. Nebudeme tesit problém ma-
teridlové tvarové optimalizace s prepazkou, nybrz budeme fesit problém — op-
timalizace vzhledem k zatizeni. Tedy budeme hledat zatizeni, pii kterém jsou
nejvétsi posuvy a zjistime zda dané posuvy jsou tak veliké, ze se dané téleso
dotkne krabice.
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3.3 Fyzikalni formulace problému

V nésledujicim naformulujeme vyse uvedeny problém pomoci pojmt matematické
analyzy a parcidlnich diferencidlnich rovnic. V prvé ¢asti je formulovan problém
a v druhé jsou specifikované pojmy a predpoklady za kterych méa dana formulace
vyznam.

Problém POF — optimalizace vzhledem k silovym podminkam

Necht My C L, (§2) pfedstavuje mnozinu vnitinich sil a My C C(I';) mnozinu
vnéjsich sil.
Najdi vnitini silu fo € My C L,(£2) a vnéjsi silu go € My C C(I'y) tak, ze

||uf0,go‘|zsup”uf,g||7 fEMOageMla

kde u¢g jsou posuvy télesa pro dané pro silové podminky f,g, tedy fesi nize
uvedenou parcialni diferencialni rovnici.

—div{(I+ Vur ) E(E(usg))} =f v Ly(Q)
ure = up nal

I+ VUf’g)i(E<Uf7g))n =g naly

kde f € L,(22), up € C(I'y), g € C(I'y).

3.4 Dalsi zjednoduseni

Takto formulovanou ulohu neumime vyfesit, alesponn doposud. Budeme muset
provést dalsi zjednoduseni a to tak aby jsme mohli dokazat existenci feSeni pro-
blému. Co to bude mit za disledek? Zac¢neme ztracet fyzikalni vyznam a za¢neme
se dostavat do bilého pokoje. Ale s tim, Zze myslenky a problém jsme si ale ptinesli
z venku. Aby jsme mohli pouzit vétu o lokalnim difeomorfismu musime uvazovat
specialni pripad, kdy [y = 092, up = 0 — tedy pfipad, v kterém téleso je zatizeno
pouze vnitinimi silami a posuvy jsou nulové na hranici POVFO-problém. Pravé
timto problémem se budeme v nasledujicim zabyvat. Takto definovany problém
je ovSem vzdalen fyzikalni realité, pfesto jeho feseni ukazuje jisté postupy, které
mohou byt dale rozvijeny.

3.5 Predpoklady fyzikalni formulace problému

Abychom mohli korektné definovat vyse uvedeny problém musime predpokladat
nasledujici:
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Predpoklady MFPP
Znaceni i predpoklady jsou pfevzéany z [1].

1. Necht p > 3,2 Cc R3,0Q € C?, S® — je prostor symetrickych matic 3 x 3.

Oznaéme VP = W2P(Q) \WP(Q) = (W27(2)* N (W P(Q))°, Ly(€) =
(Lp(€))°, C(Q) = (C(Q))°7, Ly (Q) = (L1 (2))°.
Na prostorech se pouzivaji standartni normy viz [1]
2. Pfi modelovani problému budeme pouzivat
a) Green—Saint—Venant tenzor deformace E, pro ktery plati
1
E(u) = E(VuT +Vu+ Vu' - Vu), (1)
kde u je vektor posunuti.
b) Druhy Piola—Kirchhoff tenzor napéti X.
c) Platnost rovnice rovnovéhy, kterd ma nasledujici tvar:
—div{I+ Vu)E(E())} =f naQ (2)

3. Vlastnosti télesa

a) Téleso je reprezentovano omezenou oblasti 2 C Rg, s hranici 0Q =T,
0Q € C** kde k > 0.

b) Teéleso 2 je z homogenniho, izotropniho materialu.
c¢) Funkce odezvy
¥ = %(E), (3)

ktera realizuje vztah mezi Green—Saint—Venant tenzorem
deformace E a druhym Piola—Kirchhoff tenzorem napéti 3, ma nasle-
dujici vlastnosti:

i) Zobrazuje ]
5 W(0) C S* - 82,
kde W (0) je oteviené okoli v S3.

ii) Vztah mezi tenzorem deformace a tenzorem napéti je charakteri-
zovan rovnici

Y = 3(E) = \trE)I + 2uE + O(||E|%), (4)

kde A > 0, > 0 jsou tzv. Lamého konstanty.

iii) Téleso je v tzv. prirozeném stavu, coZ funkce odezvy modeluje
podminkou

0 = X(E(0)). (5)
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iv) Funkce odezvy je minimélné dvakrat spojité diferencovatelna
3 e C? (6)
Téleso je zatizeno silou f € L, ()
Vlastnosti okrajovych podminek

a) Geometrické podminky reprezentované predepsanymi posuvy
ug na I'g C 09).

b) Fyzikdlni podminky — reprezentované piedepsanym napétim g na
'y C 09,

kde plati I'y N I'y = 0 a ug, g jsou dostatecné hladké.

Poznamky:

1.

Predpoklady MFPP — predpoklady Matematické formulace problému pruz-
nosti.

Ptedpoklad hladkosti hranice 992 € C? je podstatny pro regularitu lineari-
zovaného problému.

Existence W(0) a jeho tvar viz véta (1.8-3) [1] a Dodatek: Lemma 2.

Charakter funkce odezvy pro homogenni izotropni materidly mezi tenzo-
rem deformace a tenzorem napéti (4) je opodstatnén vétou (3.8-1) [1], viz
Dodatek: Lemma 3, kde je ve tvaru

Y =3(E) = AtrE) + 2uE + o(||E||gs), (7)

ktery je slabsi nez (4).

Existuji jednoduché vztahy mezi Lamého konstantami A, o a Poissonovym
¢islem £ a Youngovym modulem pruznosti v, které se v praxi uzivaji castéji.

. Pfedpoklad piirozeného stavu (5) fyzikalné iika, Ze téleso v nezatiZeném

stavu ma nulové napéti. A realizuje ndm podminku nulového feseni pro
nulovou pravou stranu pro operator problému

A(0)=0. (8)
Podminka diferencovatelnosti (6) je podstatné pro diferencovatelnost ope-

ratoru elasticity.

Charakter funkce odezvy (4) a jeji diferencovatelnost (6) implikuji pfiroze-
nou podminku (5).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

3.6

Dtavodem pouzivani Green—Saint—Venant tenzoru a nelinearniho vztahu
k tenzoru napéti je potieba zpresnit matematicky model pruznosti, a tedy
fesit matematicky nelinearni problém.

Problém je nelinearni ze dvou dtvodi

i) pouZitim Green—Saint—Venant tenzoru deformace, ktery ma nelinearni
charakter, obsahuje souciny derivaci,

ii) funkénim vztahem mezi Green—Saint—Venant tenzorem deformace a
druhym Piola—Kirchhoffovym tenzorem napéti, ktery je realizovan ne-
linearni funkci odezvy.

Rovnost pro rovnici rovnovahy je myslena ve smyslu distribuci. Rovnost
pro okrajové podminky je myslena ve smyslu stop. Pod pojmem derivace
myslime distributivni derivaci.

Tato formulace je slabsi, nez formulace , klasicka“, ktera je definovana v pro-
storech spojitych funkei a siln€jsi nez tzv ,slaba“ formulace, ktera vznikne
z formulace ,distributivni“ pomoci Greenovy véty a nékdy byva nespravné
nazyvana ,principem virtualnich praci“.

Musi se dokazat korektnost zadani tohoto problému. To znamena, ze dife-
rencidlni operator, zobrazuje prostor W%P(Q) do prostoru L, (£2)

Diivodem pro nerovnost p > 3 je, aby sou¢in dvou funkci z W?P(2) se
nachdzel opétné v W2P(Q), tedy aby dany prostor byl Banachova algebra
viz [1].

Formulace problému pomoci pojmu funkcionalni ana-
lyzy

Nyni se budem zabyvat abstraktnim popisem vyse uvedenych problémii pomoci
pojmil funkcionalni analyzy.
V nasledujicim budeme znacit X, Y, Xy, Z normované prostory.

Problém POF — optimalizace vzhledem k silovym podminkam

Je ho mozno charakterizovat z hlediska funkciondlni analyzy jako hledani ex-
trémi funkcionalu na mnoziné, ktera je charakterizovana dvémi vazbovymi pod-
minkami. Necht je dan funkcionéal

J:Dom[J|]C X - R

a vazbové podminky

Au=f,fe My CY,A: Dom[A|]C X =Y
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Tu=g,g€ M CZ,T:Dom|[T|C X — Z,
Problémem je najit fo € My, g0 € M, f1 € My, g1 € M tak, ze

J(ufo,go) = Auy i:I}fTu:g J(uf,g)a [ € My, g€ M,
J(uflvgl) = sup ‘](uﬁg)?.f € M()vg € M17

Auyg g=f,Tu=g

kde My C Y, M, C Z.

Poznamky:

1. Operator A predstavuje rovnici rovnovahy, tedy vztah mezi zatizenim vniti-
nimi silami a posuvy.

2. Operator T realizuje okrajové podminky — silové i deformacni.

3. Problém by se také dal zapsat jako problém s tfemi podminkami. Operator,
ktery realizuje okrajové podminky se vlastné zklada ze dvou operatorii.

4. Takto formulovany problém prozatim nedovedeme vytesit. Bude predmétem
dalsitho zkoumani.

Abychom docilili alespon jistych teoretickych vysledki, budeme se zabyvat
nasledujicim problémem.

Problém POVFO — optimalizace vzhledem vnitinim silam, za pred-
pokladu nulovych posuvi na hranici

Tento problém je mozno charakterizovat, jako hledani extrémii na mnoziné, ktera
je charakterizovana pouze jednou vazbovou podminkou. Podminka nulovych po-
suvi je zahrnuta v definici prostoru posuvii.

Necht je dan funkcionéal

J:DomlJ] C X — R
a vazbova podminka
A: Dom[A] C Xy — Y,

Problémem je nalezeni fy € M, f; € M tak, ze
Tug) = jinf J(ug). f € M,
J(up) = sup J(uy), f e M,
Augp=f
kde M C Y.

Problém POVFO je vlastné variantou nasledujiciho ryze teoretického formu-
lovaného problému:
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Problém OPS — optimalizace vzhledem k pravym stranam

Necht A : Dom[A] C X — Y je operator a funkciondl J : Dom[J] C X — R a
McCY.
Najdi fo € M, f; € M tak, ze

Poznamky:

1. Pro f € M mtze nastat, Ze rovnice Au = f nema TesSeni, ma konec¢ny pocet
feSeni a ma nekonec¢né mnoho Teseni.

2. POF-problém je obecnéjsi nez OPS-problém navic se da Fici v jistém smyslu,
ze POVFO-problém je variantou OPS-problému.

Lema 1 Necht je din OPS-problém a plati, Ze existuje inverzni operdtor A~! :
M CY — X, potom OPS-problém je equivalentni s nasledujicim problémem:
Najdi fo € M, f, € M tak, Ze
JATN(fo) = jnf J(ATH(S))

feM
J(ATH(f1)) = sup J(A™'(f))

feMm
kde M C Y, tedy nalezeni extrémii funkciondlu I = Jo A~ na M C Y.

Dukaz: Jednoduché Givaha. d

4 Abstraktni existen¢ni vysledek

V nésledujici sekci se budeme zabyvat abstraktnim vysledkem pro existenci mi-
nima a maxima funkcionalu na podmnozinach Banachovych prostort. Zakladem
bude véta o existenci extrému na slabé sequencidlné kompaktnich mnozinach
v Banachovych prostorech slabé sequencialné spojitych funkcionalt. Zavedeme
pojmy SC-rozkladatelného funkciondlu a SC-slabé lokdlni spojitosti v bode. Hlav-
nim vysledkem je véta o existenci extrémii pro SC-rozkladatelné funkcionaly na
uzaviené kouli v reflexivnim Banachové prostoru. Tuto vétu budeme aplikovat
v dalsi sekci na problémy s hyperelastickymi materialy.

V tvodu zavedeme nékolik znadeni a definic. Necht X,Y, Z jsou Banachovy
prostory X* spojity dudl a déle oznacme B%(x,) = {z € X, ||z — xo||x < 7
a B%(x,) je uzavér k B%(x,) v X. Necht A : Dom[A] C X — Y operator
zobrazujici X do Y s definiénim oborem Dom|A]. Silnou konvergenci budeme
znadit v X (||u, —ul||x — 0) jako u,, — u v X, slaba konvergence v X ((b, u,, —u) —
0,vb € X*) jako u,, = u v X.
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Definice 1 (spojitosti definované pomoci konvergence)
Operéator A: Dom[A] C X — Y je

— spojity na M C Dom[A]

V{x, oo, U{z} c M)(z, w2 v X =>Ax, > Az vY)

— zesilené spojity na M C Dom/[A]

V{xntoo, U{z} c M) (z, 2 v X = Az, > Az vY)

— slabé spojity na M C Dom[A]

V{zn ) U{z} c M)(x, ~2vX=>Ax, >~ Az vY)

— SC' lokalné slabé spojity v bode x, € X Existuji r,s > 0 tak, ze

A: B%(x,) C X — By (Az,) C Y

spliuji

V{xn oo, U{z} C By (2,)) (v, —~2v X = Az, =~ Az vY)

Poznamky:V Banachovyjch prostorech slabd spojitost a slaba sequencionalni
spojitost je eqvivalentni.

Definice 2 (SC-rozkladatelny funkcional) Necht (Y || ||y) je Banachiv pro-
stor a J je funkcional definovany na Dom[J] C Y. Rekneme, Ze J je SC-rozkla-
datelny (mé SC-rozklad), pokud plati:
Existuji Banachovy prostory (X, || ||x) a (Z,]| ||z) a T,C, g

T :Dom[T] CY — X, Dom[I] C Dom|[T]

C:Dom[C]C X —Z

g:Z—R
s nasledujicimi vlastnostmi:

T — slabé spojité zobrazeni Rang[T| C Dom|[C]

C — zesilené spojité zobrazeni

g — spojity funkcional
a plati rozklad:

J=goCoT na Doml|J]

a tedy nasledujici graf je komutativni.
Véta 1 Kazdy SC-rozkladatelny funkciondl je slabé spojity.

Dtikaz: Plyne z definice rozkladu. O
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J
Doml|J] CY R
T g
Dom[C] c X —C Z

Véta 2 (Existence extrému SC-rozkladatelného funkcionalu) Necht
(Y.l lly) je Banachiv prostor. Necht J : Dom[J] C Y — R md SC-rozklad
a necht M C Doml[J] je slabé kompaktni mnoZina v (Y,|| ||y). Potom existuje
Yo,y1 € M tak, Ze plati:

inf J(y) = J(y),  supJ(y)=J(m).

yeM yeM
Dtikaz: Z toho, ze J je SC-rozkladatelny plyne, ze J je slabé spojity. Jelikoz
navic M je slabé kompaktni miizeme aplikovat vétu o existenci extrému pro slabé
spojité funkcionaly na slabé kompaktnich mnozinach. Z toho plyne vyse uvedené

tvrzeni. O

Véta 3 (ENMSV — Extrémy normy na mnozZin€ s vazbou) Necht

(X, || 1lx) a (Y, || |ly) jsou Banachovy prostory a (Y, || ||y) je navic reflexivni

a necht existuje (Z,|| ||z) tak, Ze X —— Z a necht A: X — Y. Necht plati
A(0) =0

A™Y je SC-lokdlné slabé spojity v Oy .

Potom existuji yo,y1 € Y a s > 0 tak, Ze plati

= inf Axy =
laollz = _int il Avo =
loallz = sup |lz[[z, Azy =
Ax=y,ye M
kde M = B;-(0)
Dukaz:
Vime, ze M = B5(0) je slabé kompaktni v (Y,|| ||v), jelikoz se jednd o re-

flexivni Banachtv prostor. Ozna¢me v : Z — R, v(y) = ||y||z. Je evidentni, ze
J =voido A7l je SC-rozklad a tedy existuji 1o, y: podle véty. O

4.1 Aplikace v hyperelasticité

V nésledujici dokdzeme existenci feseni modifikovaného problému, kde operator
hyperelasticity odpovida problému DPO, pfipadu s nulovymi posuvy na hranici a
nulovym vnéjsim zatizenim. Pro diikaz existence TeSeni, je podstatné zZe, inverzni
operator k operatoru odpovidajici problému DPO je SC-lokalné slabé spojity.
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Véta 4 (SC-slaba lokalni spojitost inverzniho operatoru k operatoru
hyperelasticity v nule) Necht jsou splnény predpoklady a operdtor hyperelasti-
city je definovdn na prostoru VP = W2P(Q) YWP(Q). Potom plati, Ze inverzni
operator je SC-lokdlné slabe spojity v Oy .

Diikaz: Podrobné je proveden dikaz v [9]. V prvém kroku se pomoci véty o lokal-
nim difeomorfismu dokéze, ze existuje lokalné spojity inverzni operator o kterém
se v druhém kroku dokaze, ze je slabé spojity.

Dtikaz lokalni spojitosti inverzniho operatoru plyne z véty o lokalnim difeo-
morfismu a muzete ho najit [1, 6]. Z pFedpokladu dvakrat spojité diferencovatel-
nosti funkce odezvy Y, plyne Ze nelinearni operator A : Dom[A] C VP — L, ()
a A je spojité diferencovatelny. Podstatné je, Ze Soboleviiv prostor W1P(Q) je
algebra pro p > 3 a spojité diferencovatelné zobrazeni ¥ zobrazuje WLP(Q) do
WP (Q). Predpoklad, Ze referenc¢ni konfigurace je v pfirozeném stavu implikuje,
ze A(0,) = 0,. Rovnice A'(0,)u = f je linedrni problém elasticity, ktery impli-
kuje ze A'(0,) je isomorfismus mezi prostory V? and L, (€2). VSechny pfedpoklady
véty o lokalnim difeomorfismu jsou splnény, tedy plati, Ze existuje spojity lokalni
inverzni operator k operatoru hyperelasticity.

Slaba spojitost se dokdZe vyuzitim kompaktniho vnoteni W2P(Q2) do W1P((2)
a Whr(Q) do C(Q) a pomoci zeslabené spojitosti zobecnéné rovnice, ktera navic
spliiuje podminku regularity. Podrobné viz [9]. O

Véta 5 (SC-rozkladatelnost funkcionalu) Funkciondl Jy : M C Ly(2) — R
definovany predpisem Jo : f +— ||ug||, kde Auy = f je SC-rozkladatelny a md
ndsledugici rozklad:

Jo=voido AL,

kde

At M C Ly(Q) — VP je lokdlni inverzni operdtor k operdtoru hyperelas-
ticity

id : VP — C(Q),u — u vnoreni do spojityjch funkci
v:C(Q) — R,u > ||u|| zobrazeni normy

Dtikaz: Diikaz plyne z véty o SC-lokalni slabé spojitosti inverzniho operatoru
hyperelasticity, Rellich-Kondrasevovy véty o vnofeni a spojitosti normy. ]

Véta 6 (Problém POVFO pro hyperelastické materialy) Necht jsou spl-
nény predpoklady MFPP, potom existuje sq > 0 tak, Ze probléem POVFO ma
resent podmnozZinu M = By (0y) Y,kde 0 < s < sp.

Diikaz: Dtkaz plyne s véty o SC-rozkladatelnosti funkcionalu a véty ENMSV. O
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5 Zavér

Ziskali jsme vysledek o existenci feSeni, nevime ale nic o jednoznacnosti a kde se
extrémy nachazeji. Da se ocekavat, ze minimum bude jednoznacné, ze maximum
bude lezet na hranici mnoziny M. Také je otazkou jak se dané extrémy budou
hledat. Touto problematikou se budou zabyvat nasledujici prace. Hlavnim nedo-
statkem je ovSem, Ze problém nemodeluje ptivodni technickou problematiku, a
velmi Spatné se fyzikalné interpretuje. Na zavér by jsem chtél podékovat ucastni-
kiim seminare ODAM 99, kteti byli ochotni mne poslouchat, Ing. Jitfi Hordkovi,
CSc za moralni podporu a MUDr. Lence Karpetové, ktera mi vytvorila zajimavé
podminky pro tvorbu toho referatu.
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1 Uvod

Hodné technickyjch, ekonomickych, ptirodnich a spole¢enskych problémi doka-
zeme v dnesni dobé vcelku dobie matematicky modelovat. Pokud feSime néjaky
problém a vychazeji ndm vysledky, které se lisi od realného zivota, potom chyba
muze byt bud ve Spatné zvoleném matematickém modelu, nebo v nepfesné za-
danych vstupnich datech, jako jsou koeficienty rovnic, okrajové podminky a jiné.
Bohuzel ne vzdy dokazeme presné stanovit tyto vstupni hodnoty, a proto jsou né-
kdy odhadovany s jistou presnosti. Tedy vstupni data jsou nejista a lezi v urc¢itém
intervalu. Tento interval obvykle nazyvame mnozinou pripustnych dat.

Ulohy s nejistymi vstupnimi daty se daji fesit bud pomoci pravdépodobnosti
(stochasticky), nebo tzv. metodou spolehlivého Tesent, kterd vznikla pomérné ne-
déavno, viz. [4], [5], [6] a dalsi ¢lanky autort Hlavacka a Chlebouna.

Metoda spolehlivého teseni, nebo téz ,metoda nejhorsiho scénafe”, hleda nej-
horsi mozné feseni, pricemz vzdy zlstava na tzv. ,bezpecné strané®, tj. v mnoziné
pripustnych feseni. Dalsi vyhodou této metody je, Ze se v ni vyuziva teorie i algo-
ritmut optiméalniho navrhu, coz je veelku dobfe matematicky prozkoumané oblast.

V této praci se budeme zabyvat feSenim eliptické rovnice s nelinearni Newto-
novou okrajovou podminkou. Dale budeme predpokladat, ze nase ,nelinearita‘“
ma polynomialni charakter. Takovyto problém se mtize vyskytovat napr. pfi elek-
trolyze, kde vysledné feseni popisuje koncentraci elektrolytu. Nelinearni hrani¢ni

35
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podminka urcuje tok pres hranici a koeficient £ mizeme chapat jako konstantu
umérnosti. Parametr o oznacuje, jak moc brani koncentrace elektrolytu pritoku
pres hranici.

2 Formulace problému

Necht Q C R? je omezen4 oblast s hranici I' = 0, kter4 je lipschitzovsky spojita.
Uzavér oblasti {2 budeme oznacovat (). Nasim tkolem bude nalézt v : 2 — R
takové, ze
—Au=f v, (1)
0
a—z + Klu|*uw = ¢ na 01, (2)

kde f: Q — R, p: 9Q — R jsou dané funkce. Pfedpokladejme dale, Ze koeficienty
«a a K jsou nejisté a nachazeji se v urcitém intervalu. Kartézsky soucin intervali
budeme nazyvat mnozina ptipustnych dat a znacit

U ={(,k) ERXR:0<ag <a<ay; ag < a;
0<k) <k<Kg; K1 <HKg}

Klasické feseni miizeme definovat jako funkci u € C?(Q) N C(Q) splitujict
(1) a (2). Prostor C?(2) N C*(Q) je vcelku dosti omezujici pozadavek na fesent,
a proto misto klasického feseni budeme hledat tzv. slabé reseni. Budeme pracovat
na Lebesgueovych a Sobolevovych prostorech L?(2), L2(992) a W'2(Q) = H'(Q).

Predpokladejme tedy, Zze f € L*(Q) a ¢ € L*(09Q). Pomoci Greenovy véty
dostavame slabou formulaci problému (1) a (2) :

/VUVde-i-/i/ |u|*uvdS :/ fvdx—i—/ pvdS.
0 a0 0 o0
Pokud si oznacime

a(a, Ky u,v) :/ Vqudx%—m/ |u|*uvdS (3)
Q o9

L(v) = /Q fodz + /8 puds, (4)

potom miizeme slabym feSenim problému (1), (2), kde (o, k) € U,q pevné, nazvat
funkci u : 2 — R takovou, zZe

u € HY(Q)
a(o, kju,v) = L(v) Yo € H'(Q). ()

Lema 1: Funkciondl L a zobrazeni v € H'(Q2) — a(«, x;u,v) jsou spojité linedrni
formy na H'(Q) pro kazdé u € H'(Q) a kazdé (o, k) € Upg.
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Diikaz je zalozen na vété o stopach.

V dusledku tohoto tvrzeni existuje zobrazeni A(a, k) : HY(Q) — (H*(Q))*
a funkcional b € (H'(Q))* pro néz plati

(Ao, kK)u,v) = ala, K u,v),
(b, v) = L(v),
Vu,v € H'(Q).

Tedy rovnost (5) miZeme piepsat pomoci operatorové rovnice na

A(a, k)u = b. (6)

3 Reseni operatorové rovnice

Poznamka:
1) (H'(92))* znad¢i duélni prostor k H'(Q2) a (-, - ) dualitu mezi (H'(Q))* a H*(2).
2) Normu na prostoru H'(€) budeme zapisovat || - ||; a symbol | - |; bude zna-

menat seminormu na H'(().
3) Oznaceni u,, — u znamena silnou konvergenci (v normé), zatimco slabou kon-
vergenci zapisujeme u,, — u.

Plati nasledujici véta:
Véta 1: Bud V reflexivni separabilni Banachtv prostor a A: V' — V* operator
- koercivni tj.

(Au,u)

im =
llullv—oo |||y

- spojity na podprostorech konecné dimenze,
- ohranideny tj. existuje funkce M : Rt — R™ takova, ze

[|Aul

S M(ldly) ¥ eV
- a spliiuje tzv. podminku (M)o:

U, = u, Au, — b

(At 1) — (b, ) — Au=nbh.

Potom A je surjektivni t.j. rovnice (6) ma FeSeni pro kazdé b € V*. Déale A1
jako mnohoznacné zobrazeni je ohranicené.
Pokud je A navic jesté ryze monoténni t.j.

(Au — Av,u —v) >0 Yu,v € V, u# v,

potom mnoZina A~'b je jednobodové a tedy tloha (6) ma pravé jedno Fesent.
Dikaz. Viz [2].
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Lema 2: Operétor A(«, k) z rovnice (6) je pro V(«a, k) € Uuq ryze monoténni.
Diikaz. K diikazu ryzi monotonie operatoru A(q, k) ndm staci ovétit ryzi mono-
tonii bilinearni formy a(a, k;u, v), tj.

a(o, kyu,u —v) —ala, kyv,u —v) >0, w,ve HY(Q), u#w.
Jelikoz funkce 1(t) = |t|*t je rostouci v R dostavame, Ze

a(a, k;u, u—v)—a(a, k; v, u—0v) :/ ]V(u—v)]dejL/i/a [|u|*u—|v|*v](u—v)dS > 0.
Q Q

Predpokladejme nyni, Ze a(«, k;u, u — v) — a(a, k;v,u — v) = 0. Potom je hned
vidét, ze |u — vy = 0 a u — v = 0 skoro vSude na 05, a tedy u — v = konst. v 2.
Nakonec z véty o stopach dostavame rovnost u — v = 0, ¢imz je tvrzeni lemmatu
dokazano.

Lema 3: Pro V(a, k) € Uy je operator A(a, k) z rovnice (6) koercivni.
Diikaz. Aby A(a, k) byl koercivni operétor, sta¢i dokazat, ze

a(a, myu,u) = (A, )u,u) > clful[f - pro [ully > 1

Necht tedy v € HY(Q) a ||u|ly > 1. Polozime-li w = T € H'(Q), potom
llw||y = 1. Z (3) dostavame

a(ar, ki u, 1) = /Q(Vu)Qda: + /-@/m [l 2dS = [ul? + k][l [ o0
Z nerovnosti (viz. [1])
of; + (|0l faon) > ¢ Yoe H(Q),ljv]hi=1,¢>1

plyne pro ¢ ;== a+ 2 a vi= w, Ze

a+2

ulf - [ullZe®oq)
TR 3
~ 2 2 || ||(I)ji_-% ™ Le+2(60) a+2
CHUHI S ’u‘l H ||1 < | |1 + Hu||Lo¢+2 (69)"
A jelikoz
a(ov, 5w, u) > min(L k) (Julf + [lull3a¥a 50
plati

a(a, kyu,u) > émin(1, 8)||ul|] > émin(1, k1) |ul]3. (7)
Lema 4: Operator A(a, k) z rovnice (6) je pro V(a, k) € U,q ohraniceny a spojity.
Diikaz spojitosti plyne z nasledujici nerovnosti

la(e, 5 u,v) — ala, k5w, v)| < e(1 4+ [lul|7* + [Jw][7*)][u = wll1|v]| (8)
Vu,v,w € H'(Q)
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a ohrani¢enost dostaneme, pokud do nerovnosti (8) dosadime w=0.
Diikaz nerovnosti (8) si rozdélime do 2 ¢asti. Nejprve budeme odhadovat vyraz

]0:/Q|V(u—w)Vv|dx

a potom vyraz

I = / lul®u — Jw|*w] o] dS.
89
Vyraz Iy odhadneme uzitim Holderovy nerovnosti jako
0 < To < [Ju—wlh|[v]]s-
Pro odhad vyrazu [ si zadefinujeme funkci
o) =1r+t(s—r)*(r+t(s—r)), t€[0,1], r,s € R.

Plati rovnost ¢ (t) = (a + 1)(s —7)|r +t(s — 7)|* a také, ze

317 — Irl*r = (1) = 9(0) = [ ()t = (@ 1)(s 1) [ Ir+ o5 )t

Déle jesté uzijeme odhad |r +t(s — r)|* < |r|* 4+ |s|* pro t € [0, 1], ktery plyne z
neexistence lokalniho extrému funkce |r+t(s —r)|* na otevieném intervalu (0,1).
Celkové dostavame, ze

0<I <rlatl) /m lu — w|(Ju]® + [w]|®)]v]dS,

Nyni uzitim Holderovy nerovnosti tvaru

3
s <[ / |PidS) P,
/69|a1a2a3| _i:1( aﬂ|a| )

kde p; > 1,i=1,2,3; -+ -+ - = 1 aq; € L*(0Q) ziskime odhad

’ p1
0 < L1 < oz + Df|u— w|[rro0) ([l 7222 (90) + W] 782m (90)) V]| 272 (09),

ktery v diisledku kompaktniho vnoieni H'(Q) do LP(92) pro Vp € [1, 00) (viz. [9])
mizeme piepsat na

0 < Iy < kralag + D[ — wlx([Jul|7* + [lw][$*)[[v]]1-
Se¢tenim odhadu I, a I; je jiz nerovnost (8) dokazéna, nebot

la(a, k;u,v) — a(a, kyw,v)| < Iy + 1.

Véta 2: Pro kazdé (o, k) € U,q existuje pravé jedno FeSeni rovnice (6) a tedy
i problému (1), (2).
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Diikaz. Pouzijeme vétu 1, kde za prostor V volime H'(f2). Ze spojitosti A(a, k)
plzne spojitost na konecné dimenzionalnich podprostorech a déle také hemispo-
jitost operatoru A(«, k), tj.

th € R, t,— 0= Ala,k)(u+t,v) = Ala, k)(u).

A nakonec (viz. [2]) z hemispojitosti a monotonie operatoru A(«, k) plyne pod-
minka (M), ¢imz jsou splnény vSechny pfedpoklady véty 1, a tudiz rovnice (6)
ma prave jedno feseni.

4 Metoda spolehlivého reseni

Nyni si zvolime kritérium pro nasi tlohu. Budeme hledat maximéalni koncentraci
v zadané oblasti (2, proto kritériem muze byt napf. stfedni hodnota na vybranych
podoblastech.

Pokud si zadefinujeme

1 .
wj(u):m/gudac, G, cQy j=1,...,9,

il /G

1 .
@bj(u):’G‘/GudS, G, CoQ j=b6+1,....N,

J J

tak nase kritérium bude mit tvar

®(u) = max_(¢;(u)).

j=1,.,N

Nasim cilem potom bude tesit Mazimalizacni probléem:
Nalézt
0 .0
o,k ) =arg ma ma (u(a, K 9
(%) = arg max [ max v (u(a, ) (©)
kde u(a, k) je slabym feSenim problému (1) a (2).
Lema 5: Existuji kladné konstanty cg, c; a ¢, které nezaviseji na o a k, takové,
Ze plati nasledujici nerovnosti:

collv]F < a(a, k;v,0) (10)
la(a, k5 u,v)| < e (1+ [[u]|$2)]|ull1] o] (11)
IL(v)| < cof|v]x (12)

pro Yu,v € H*(Q).

Diikaz. Prvni nerovnost plyne z koercivity operatoru A(a, ). Druhou nerovnost
dostaneme, pokud do vztahu (8) dosadime za w=0. Posledni nerovnost vyplyva
ze spojitosti L a vztahu (4), nebot pro linedrni operétory jsou pojmy ohrani¢enost
a spojitost ekvivalentni.
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Lema 6: Necht («,, k) € Uug, @y — a v R, kK, — £ v R pro n — oo. Potom
(a, k) € Ung a ulay, k,) — u(a, k) (slab&) v HY(Q).

Diikaz. Z uzavienosti mnoziny U,q vyplyva, ze (o, k) € Uyq. Dale necht u € H'(£2)
je libovolny, ale pevné zvoleny prvek. Pomoci nerovnosti (10), (11), (12) a vztahu
(5) dostavame

CO’ ’u(am HH)H% < a(@na Kn; u(@na K'n)a U(Oén, /fn)) = L(u(@n: K'n)) <

S 02||u(ana K’n)“l
Z této nerovnosti plyne, ze
[ulom, kn)lls < ¢ Vn
a tudiz existuje podposloupnost {u(am,, £m)} C H () a funkce u € H(Q) tak,
ze
U, ) — v v HY(Q).

Nyni jiz zbyva dokdzat jen rovnost u = u(«, k). Necht v € H*(Q2) libovolné. Nage
uloha ma tvar
a(Qn, Ko (O, i), 0) = L(v).

Limitnim pfechodem pro m — oo dostaneme:

lim /Vu(ozm,mm)Vde = / VuVudz,
Q Q

m—00

lim Iim/ |u(my Bm )| Uy o )UdS = Ii/ |u|*uvdS,
Gl o0

m—00

nebot ze slabé konvergence v prostoru H'(2) plyne, Ze Vu(au,, fm) — Vu v
L?(2) a podle véty o kompaktnim vnoteni do prostoru stop (viz. [9]) plati, Ze
Uy Kim) — u v LI(0) pro Vg > 1. Déle jestlize si oyna¢ime y(«, k, u(a, k)) =
klu|¥, pak existuje kladné konstanta ¢ tak, ze diferencil 1. fadu fce v mtzeme
odhadnout jako

dy = |[u|® - Ak + &lu|*In |u| - Aa + kalu|*™ - Aju]) < €

a tedy muzeme psat

’ 50 7(05771, Rmy, U(Oém, "’im))v - ")/(Oé, K, U(Oé, /i))vdS] <

S 90 h/(am; R, U(Oém7 ’im)) - 7(047 K, U(Oé, KJ))HU|dS S

< (/89 |7<Oém; R, U(Oém, Iim>> — ’7(0&, /Q,U(Oé, K))|2ds)%(/89 |'U|2d5)% 0.
Tim dostavame, ze

7711_120 a(my Koy Wy K), ) = a(a, K u, v)
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a tedy u(an, kn) — u(a, k) v HY(Q).

Véta 3: Existuje alesponi jedno feseni problému (9).
Diikaz. 7 véty 2 vime, ze pro V(a, k) € Uyq existuje pravé jediné feSeni u(a, k),
a tedy miuzeme definovat funkcional

J(a, k) = max_1;(u(a, k)).
j=1,...,.N
Necht {ay, k,} je posloupnost prvka z U,y takova, ze

lim J(an, k,) = sup  J(a, k).

el (O‘»K)eUad

Z kompaktnosti U,y v R existuje vybrana podposloupnost {,, £m} C {amn, kn},
ktera je konvergentni a jejiz limita lezi v U,q, tj.

(s, im) — (0% k%) vR a (a%k°) € Uy
Pomoci lemma 6 dostavame slabou konvergenci
(o) — u(a®, k%) v HY(Q).
Z Rellichovy véty (viz. [9]) nyni plyne silnd konvergence
(o, ki) — w(a®, k%) v LA(Q),
coz v nasem piipad€ znamena, Ze

lim_ o (. ) = 5 (u(a®, 1)) pro j < 6.

m—0o0
Pro j > ¢ vyuzijeme kompaktnosti operatoru stop. Dale vyuzitim zamény limity
a maximalizace plati rovnost

@) = i o)) = s (s ) =

= 1nax wj(u(a07 HO)) = J(O./O, /{0)7
7j=1,...,N

geeey

a tedy

J(@® k%) = sup J(a, k).
(o,k)EUqq

Tim je dokdzano, Ze (a®, k%) je fesenim problému (9).
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Abstrakt

V clanku je ukézan ptiiklad uziti statistického univariatniho modelu
s rusivymi parametry.

1991 Mathematics Subject Classification: 62J05

1 Uvod, oznaceni

Pri zakladani velké stavby je nezbytné nutno velmi spolehlivé urcit okamzik, kdy
se podlozi po provedenych rozsahlych zemnich aprav ustali do té miry, Ze je mozno
pokracovat ve stavbé bez rizika jejiho nasledného poskozeni.

Na stavenisti se sleduje k£ bodi, jejichz vyska se opakované méri v okamzicich
t1,ta, ..., ty,. Je tieba zvolit model, ktery popisuje klesani podlozi ve zvolenych
bodech a na zakladé opakovanych méfeni urcit odhady parametrii tohoto modelu.

P1i volbé modelu musime rozhodnout, zda budeme pokladat klesani podlozi
za stejnomérné na celém pozemku nebo za nestejnomeérné.
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Vzhledem k tomu, Ze na plose 500 m x 500m se méii napi. 30 kontrolnich
bodt, je dilezité rozhodnuti, které parametry budeme pokladat za uzitecné a
které za rusivé. Pii vhodné volbé je mozno podstatné zkratit vypocty.

Vysledek méfeni i-tého bodu v j-té epose lze popsat takto

T]i(tj) = ﬂi(tj) + &5 = B — Hi(l — G_H%tj) +ey, 1=1,.. Lk, g=1,....,m.

B; znadi vysku i-tého bodu v ¢ase tg, funkce x!(1— e‘”lét) popisuje pohyb zem-
nich vrstev v i-tém bodg. JestliZe neznamé parametry k¢ > 0, kb > 0, pokladame
za odlisné v jednotlivych sledovanych bodech, predpokladame nestejné geologické
slozeni podlozi stavby, tj. nestejnomérny pokles.

Cilem méfeni je uréit odhady parametrt i, ..., 3 a parametr k%, b, ¢ =
1,..., k. Pro kvalitni provedeni stavby je nejen nezbytné nutné spravna volba

modelu, ale je také nutné, aby variabilita odhadd neznamjch parametrti byla
nizka. Velky rozptyl odhadt by mohl zcela znehodnotit dosazené vysledky.

InZenyr, ktery stavbu vede, musi védét, kdy je mozno pokracovat ve stavbé,
tj. kdy bude pro vSechny sledované body dalsi pokles podlozi zanedbatelny. To
znamena, ze je nutno urcit pro kazdy sledovany bod takové t;, pro které funkce
modelujici v tomto bodé pokles dosahne urcité hranice, tj. zjistit, pro které t;
plati _

Ki(1—e ") =Ckl, i=1,... k,

kde 0 < C' < 1 je vhodna konstanta dostatecné blizka 1. Ve stavbé muizeme
pokracovat v ¢ase t = max{ty,..., tx}.

Necht R"™ oznacuje prostor vSech n-rozmérnych redlnych vektoru, u, a A,,,
oznacuje realny sloupcovy p-rozmérny vektor a redlnou matici rozméru m X
n. Symboly A’ Z(A), #/(A),r(A) oznacuji transpozici, prostor vytvofeny nad
sloupci matice A, nulovy prostor a hodnost matice A. Symbol I oznacuje jednot-
kovou matici. A~ oznacuje libovolnou pseudoinverzni (g-inverzni) matici k matici
A (spliujici AA” A = A).

P, resp. Q, oznacuje ortogonélni projektor na Z(A) resp. na Z(A) =
N (A'), A+ oznacuje libovolnou matici, pro kterou 2 (A) = Z(A™).

Je-li Z(A) C %(S), S pozitivné semidefinitni, oznacuje symbol P35  pro-
jektor projektujici vektory z prostoru Z(S) do prostoru Z(A) podél Z(SA™).
Vsechny takové projektory tvoii tfidu matic A(A’'ST™A)"A'S™ + F(I — SS™),
kde F je libovolna matice piislusného rozméru, viz [4], (2.14). Q5 =1 — P5 .

2 ResSeni problému

Protoze uvazovany model neni linearni v parametrech, je nutno jej linearizovat
pomoci prvnich dvou ¢lenii Taylorova rozvoje funkce % (1 — e~*2!) ve vhodném
bodé (K}, Khg), Ko > 0, Kby > 0. Dostaneme model

(1) = Bim [ o (1= "5010) 4 (1 509) (] — sk o) 44 ot~ "20% (1 — )] 5
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Oznacéme

Tedy
Y = B+ @ (1)K + 0h(t,) 0Ky + i, i =1, k, G=1,...,m.
o v (D) (m) (1) (m)y;
Uvazujme vektor pozorovani Y = (Y 7,..., Y, ..., Y/, ..., Y, ").

N&s model ze zakladani stavby lze prepsat ve tvaru

v—w.z)( )+ 0
kde
Pit) @s(t) 0 0 ... 0 0
P1(tm) w3(tm) 0 0 0
0 0 @i(t1) ¥3(t) 0 0
W= 2 2 0 0 )
0 0 901(tm) @2(tm) 0 0
0 0 0 0 o (t) h(th)
0 0 0 0 01 (tm) ©3(tm)
10...0
: 0 X
10...0 gﬁ}
1...0 %)
0 oK? gl
Z = ’ Y = 5/15 : 6 _ ‘2
01 0 : :
5k B
00...1 5,115
00...1

Tedy matice W typu mk x 2k a matice Z typu mk X k jsou znamé, vektor 1
o 2k slozkach je vektor uzitecnych parametr, 5 je vektor rusivych parametri.
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Predpokladame, ze plati

E(Y) = (W, Z) (g) Car(Y) =V,

a ze V je takova varian¢ni matice, pro kterou je splnéno
AW, Z) C ZV). (2)

Z tohoto ptredpokladu plyne, ze Y € Z(V') skoro jisté. Uvazujeme ve shodé
s ¢lankem [4] tzv. velky model (se vSemi parametry)

M(V) =Y, WO+ Zp, V], (3)
a tzv. maly model (bez rusivych parametri)
AMV)=[Y, Wy, V]. (4)

Oznaceni Ozna¢me obdobné jako ve [4] symbolem &, tfidu vSech linearnich
funkei p/9 vektoru uziteénych parametrii, které jsou nevychylené odhadnutelné v
modelu .#,(V), tj. tfidu téch linedrnich funkei p'd pro které existuje odhadova
funkce 'Y takova, ze E['Y] = p'd, V¥, V5. Index a bude v dalsim textu vzdy
oznacCovat, ze uvazujeme model se vSemi parametry.

Obdobné symbol & bude oznacovat tiidu takovych funkci p’d, které jsou ne-
vychylené odhadnutelné v modelu .Z(V).
Plati (viz [4], vztahy (2.1), (2.2))

&={p'V:pe 2 W)}, ()
bo ={p'V:pe ZW'Qy)}. (6)

Poznamka 1
V dalsim textu budeme symbolem Uy resp. ¥ oznacovat V~ -LS odhad parametru
¥ po¢itany v modelu ., (V') resp. v modelu .#(V'), (viz [2], str.161).

Podle predpokladu (2), p@a resp. 1;’79 je BLUE funkce p'v € &,, resp. p'0 € &,
(viz [2], véta 5.3.2, str. 162).

Véta 1 -
pY=p(WV W) " WVTY, jli p'deé (7)
Pla =p W'V Qy W)WV QyY, jeli picé, (8)
var[pd] = p'(W'V-W)p, jeli peé, 9)
var[@a] =p W'V~ Q) W) p, jeli pvecé,. (10)

Tyto vyrazy jsou invariantni na volbu g-inversnich matic.
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Dukaz v modelu .#, mame

(g) =W, 2)V-(W,2)| (‘g) VY

|\ WVTW, W'V Z| (WV™ vy (11)
|\ ZVTW, Z'V Z zZ'v- ’
Odhad ziskany dosazenim tohoto vyrazu do nevychylené odhadnutelné funkce je
urcen jednoznacné.

Uzitim nésledujici Rohdeho vzorce pro g-inverzi blokové p.s.d. matice (viz [3],
Lemma 13, str. 68)

A, B\~

B, C
 (A"+A B(C-BA B BA,-AB(C-BAB)
- —(C-B'AB)BA", (C—-B'A B)-

B (A-BC B, —(A—-BC B)"BC~

~ \-CB(A-BC™B),C +C B(A-BC B')BC )’
dostaneme prvni fddek Aii, Ao g-inverzni matice k blokové matici ve vyrazu
(11):

AL = [(W'VW W'V Z(ZV Z)Z'V W] =WV Qy W)
P1i Gpravé jsme uzili nasledujici ekvivalenci

AB™C nezavisina volbé B~ < Z(A') Cc Z(B') & #(C) C #(B),
(viz [3], Lemma 8, str.65). Z této ekvivalence vyplyva, ze predpoklad (2) zarucuje
nezavislost vyraztt Z'V~-Z, Z’V-W, Z'V~Y na volbé matice V. Zvolime-li
V™ pd,méme Qy =I1-Z(Z'V Z)"Z'V".

Ap=—-(W'VQ, WYyW'Vv-zZ(ZV Z).
Tedy
o =WV QY W)Yy WV —(WV QY W)y W'V-Z(Z'V~Z)"ZV|Y
= (WVQ, W)y WV Q,Y.

Tim jsme dokazali (8).
Dale

var(p'd,) = pW'V-Qy WI"W'V-Qy V(Q) )V WW'QY, )V W|p

= p[WV QY W] W'V Q) WIW'V QY W] p=pWV Q) W|p.
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Vypocty se zjednodusily uzitim toho, ze
AB " B=A & %A)cZ%B),

(viz [3], Lemma 7, str. 65),
toho, ze

B=DB'psd., #A) CcZB) = %A)=%ABA),
(viz [3], Lemma 4, str. 64) a toho, Ze
peEXB)CZA) = pATAAp=p'Ap.

Z predpokladu (2) plyne, ze Z(Z') = #(Z'V~Z). V dikaze piedpokladédme, Ze
p'Y € &, tj. ze plati p € ZW'Q,) = ZW'V QY W) (viz (6)). m

Oznaceni Obdobné jako v praci [4] ozna¢me symbolem &y(V') tfidu téch line-
arnich funkei uziteénych parametra p'v € &, jejichz BLUE za platnosti modelu
M, (V') maji stejny rozptyl jako BLUE za platnosti modelu .#Z(V), t;.

&(V) = {p'0 € & : var[p'V] = var[p'd,]}.

Je dokazano, ze plati (viz [4], Theorem 3.1.)

Véta 2
(V) ={pV:p € ZIW'V WQy 7]}

Poznamka 2 Pro dimenzi prostoru &,(V') plati (viz [4], (3.14))

dimé&y(V) =r(W) —r(W'V~Z).

Vénujme se nyni odhadum rusivych parametrii.
Funkce q'( je nevychylené odhadnutelné, jestlize

q € Z[(Z'Qw)l-

Obdobnym postupem jako pii ditkazu Véty 1 lze dokazat, ze pro V™ -LS odhady
rusivych parametr v modelu (1) plati

Véta 3

46.=d(Z'V QY Z)Z'V QLY, jli qcZZ'Qy), (12)

varlg'B) = 4(Z'V-Qy, Z)"q, jeli q€ RZ'Qy), (13)
o U,  [A AA", AWV QY VV-QY, ZB~
Ba B ZV Q) VV Q, WA, B BB~

(14)
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kde A= (W'V-Qy, W), B=(Z'V-Qy, Z).

Jsou-li uréeny odhady parametrii K} = (5//;’2 + Kb, Vi = 1,...,k, je mozno
vytesit tlohu formulovanou v vodu:
urcit takové t;, pro které xi(1—e"2t) = Ckt, kde C € (0,1) je vhodn4 konstanta.

; In(1-C)  —In(1-0C)

i - - T .
1 7 7
Kh 0Ky + K g
V takovém case je mozno pokladat podlozi za ,usazené” v i-tém bodé a v case
t = max{ty,...,tx} je mozno pokracovat ve stavbé.
Protoze ¢; neni linearni funkci odhadu k%, nejde ur¢it rozptyl var(t;) p¥imo.
Miuzeme psat

i —ln(}\— C)

i = =

—In(l1 - C) _ —ln(l'— C) 1

: = ) ) i —
Kb (kY — KY) + Kb Ko 14 Fr

B (15)

Kh Kb (k5)?

mu—m[ mh ()’

Vezmeme-li prvni dva ¢leny fady, dostaneme nahradu rozptylu

(r5)? (r3)*!

V praxi je nutno ve vzorci (16) za nezndmy parametr x5 dosadit jeho odhad /?12
Tak dostavame moznost nahradit rozptyl var(t; ) vyrazem (tzv. error propagation
law, viz [1])

va;’v[fi] = Mvar[@]. (17)

(3)*
Pfedpokladame-li /?2 ~ N (Kb, var(/@/\g)), ziskdme uzitim prvnich tii clent fady
(15) vyjadieni

e M—W(HM) 5

var(t;) = AL ()2 var (k). (18)

Pro uréeni rozptylu odhadu #; 1ze také uzit vysledki uvedenych v ¢lanku [1].
Vime, ze
. —=In(1-C —In(l1-C 1 —
f = Il ) _ Zin( ) = f(0K}).

—

OKh + Kb K (1 i 5{*%)

K2
K20
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Lze psat
- —In(l=C 1 —In(1-=C SKS SKE)?
K20 ( 5f2> K20

pro 0ky € Z = {u : |u| < Kby}, Khy > 0. Uvazujme v souladu s [1] ndhodnou

/flé,o (53,0)2 ’

veli¢inu ¢; = c5//<a\’2 — 0k}, kterd mé obor hodnot S; C Z a distribu¢ni funkei F;(z).

Podle véty 3.3. prace [1] plati

—

var(t;) = var(f(6rb)) =
o0 0 d flx dj T +7 T
-SS () (B e

=
0o oo (_1)r+j(l"(1__c))2
o “3,0 7“-‘,—] r
- Z Z r4+j+2 [E E€ ES ] (19)
r=1J=1 (i )+ (1 + 5“2)
) K/2 0

Podle stejné véty plati pro vychyleni odhadu

Bl 6= UG - fon) =35 (T00) el

=2 J!

Piedpokladame-li, ze &; ~ N(0,0?), potom E[(g;)* ] = 0, Vr = 0,1,2,...,
El(e)*]=1.3.5...(2r =)o, Vr = 1,2,.... Podle vztahu (19)

2
var(t;) = (—ln(l — C)> ! ol + 801 +
i i \471 . i\ 6
) )
6907 69607
+ & + & ~10 T (21)

; ori \ ; 5K
(K5 0)" (1 + 2) (K5 0)® (1 + “32)
Pro vychyleni odhadu v tomto piipadé (opét jsou vSechny liché momenty
veli¢iny ¢; nulové) plati podle (20)

E(({)] —t: =
—In(1-C)
1 (d* f(x) C T ,
o Z 27, ( I2r ] E(gi)Z = Z ) 2 Sl 2T+1E(€2 ) =
x:ﬁné r=1 ) 2r "?2
(h0) (1+ )
. Im(1-0) "
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o? 304 1546
% l 5i3+ 25i5+ 25i7+“"(22)
(o (14 32) (bt (1+22) (sho)e (14 52)
2,0 2,0 2,0

Ziskame-li pro dany bod odhady //f?l , %, BZ», 1 =1,...,k, lze ur¢it odhad funkce
ktera popisuje vysku i-tého méreného bodu v case t:

~
— ~ -~

it) = B — k(1 — e, 1> 0.

Pro rozptyl této funkce odhadu plati

ok
2 2 ~ K Okl
5 o Vs U D = 7
Uar[ﬁi_'%ll(l_e_’%t)]:( ?\47 ED\J 1%) var /‘fé 1971//)\3 ) 1217' 7k
K YA L
95;
(23)

3 Priklad

Uvazujme na stavenisti dva body, ve kterych provedeme méreni v péti casovych
okamzicich. Je to pochopitelné malo z praktického pohledu, ale na tomto jed-
noduchém modelu lze ilustrovat teoretické tivahy. Vzhledem k technice méfeni
miizeme polozit V' = 021, kde 0% = 1075 m.

Abychom mohli vy¢islit hodnoty odhadi, predpokladejme, ze ,,spravna“ funkce
popisujici klesani podlozi v prvnim bodé méa tvar

e1(t) =1-02(1 —e %), t>0,
tj. Ze skuteéné hodnoty parametrt jsou ki = 0.2, ki = 0.3. ProtoZze nemame

k disposici realnd méfeni, nasimulujeme hodnoty nahodnych veli¢in ¢j(t;) ~
N(p1(t;),0%), j=1,...,5 a vezmeme

Y = 0 (1) + kb, (1 —e7m2al) j=1,...,5
Zvolme okamziky, ve kterych méfime: t; = 0.5, to =1, t3 =2, t, =4, t; =8,
déle zvolme k1o = 0.1, k39 = 0.2, k] = 0.3, K5, = 0.4.

Nasimulované data:

Y =0.9812, Y =0.9663, Y =0.9398, Y{¥ =0.9159, Y’ = 0.8974.
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10
10

—0.0952 —0.0452
—0.1813 —0.0819
—0.3297 —0.1341 10
—0.5507 —0.1797 10
—0.7981 —0.1615 0 0 10

0 0 —0.1813 —0.1228 0 1
—0.3297 —0.2011 0 1
—0.5507 —0.2696 0 1
—0.7981 —0.2423 0 1
—0.9592 —-0.0978 0 1

o O OO

0
0
0
0

0
0
0
0

o O OO

_ | 9Ky (B
0= oK ’ 6 N (ﬁg '
a) Pro uréeni odhadt wZitecnych parametri v malém modelu vypocteme
(WW)" W'

0.6300 1.0482 1.3683 0.6800 —2.6007
—2.6867 —4.5490 —6.2577 —4.4384 7.0015
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0.2426 0.3429 0.2795 —0.2514 —1.1576
—1.2723 —1.9385 —2.1180 —0.5625 2.5908

10.5942 —36.2509 0 0
—36.2509 135.7916 0 0
0 0 1.6578 —4.4233

0 0 —4.4233 16.8913

Zvolme p; = (1,0,0,0)', p, = (0,1,0,0), p; = (0,0,1,0)’, p, = (0,0,0,1)". To,
Ze p; € AW'), V) =1,...,4,tj. ze funkce p;v,j =1,...,4 jsou odhadnutelné
v malém modelu (viz vztah (5)), ovéfime pomoci identity

(WW)~ =

pe#(A) & AA p=np. (24)
Podle (7), (9) plati
Py = 0kl
=0.6300Y Y +1.0482Y"? + 1.3683YY) + 0.6800Y Y — 2.6007Y ¥ = 1.20592,

Phi) = or}
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= —2.6867Y Y —4.5490Y Y —6.2577Y Y —4.4384Y (Y +-7.0015Y ¥ = —10.69499,

var[pi V] = var[dxl] = 10.594202,
var[ph] = var[dxl] = 135.79160>.
Je ztejmé, ze ziskané odhady
Kkl =0kl +0.1 = 1.30592, Kb =0kl +0.2 = —10.49499,

nejsou v praxi upotiebitelné, protoze prislusné funkce nelze z malého odhadu
odhadovat.

b) Pro odhady wuZitecnych parametri ve velkém modelu uréime

—0.4896 0.4841 1.5410 1.3086 —2.8441
8.1833 0.9277 —7.9345 —10.5406 9.3641
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

(W'Q,W) W'Q, =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0.9427 0.5644 0.0124 —0.5813 —0.9382 |’
2.9758 —0.5945 —3.7393 —2.5645 3.9225

12.6500 —56.2103 0 0
—56.2103 329.5744 0 0
0 024225 0.2342

0 0 0.2342 45.1539

(WIQZW>_ =

Funkce pjd,j = 1,...,4 jsou odhadnutelné i ve velkém modelu. Podle (8)
plati

py = ok}
= —0.4806Y"\" 4+ 0.48411Y® + 1.5410Y ¥ + 1.3086Y'{Y — 2.8441Y'") = 0.08184,

—_—

Kk} = 0k} + Kyo = 0.08184 + 0.1 = 0.18184,

Py = oK}
= 8.1833Y' +0.9277Y? — 79345V ¥ — 10.5406Y (Y + 9.3641Y Y = 0.21852,
1 1 1

o~ —

Kb = 0K} + Ky o = 0.21852 + 0.2 = 0.41852.

var[@] = var[(@] = 12.650002,

var[pht] = va'r’[é/\/ﬁ%] = 329.57440°.
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¢) Odhady rusivijch parametri.
Uzijeme tvrzeni Véty 3, vypocteme

/ I ~ [ 0.9945 0.5011 —0.1534 —0.5583 0.2161
0 0 0 0 0
1.2871 0.4072 —0.4912 —0.6066 0.4035 /)’

diagonalni prvky matice (Z'Q,Z)~ jsou tyto: 1.6220; 2.5945.
Zvolme q = (1,0), g5 = (0,1)". Parametrické funkce q’;3,j = 1,2, jsou odhad-
nutelné. Tedy podle (13),(14)

4.8 =5 = 0.9945Y Y +0.5011Y P —0.1534Y ¥ —0.5583Y Y +-0.2161Y ") = 0.9985,

4o = B = 1.2871Y$Y + 0.4072Y' Y — 0.4912Y Y — 0.6066YS") + 0.4035Y (",
var[q/’l\ﬁ] = var[f] = 1.622002, var[q/’g\ﬁ] = var[f,] = 2.59450°.

Poznamka 3 Vidéli jsme, ze se rozptyly odhada funkei p)v, pho ve velkém a
malém modelu lisi, i kdyz nejde o fadovou diferenci. To signalizuje, Ze tyto funkce
nepatii do tiidy &(o2I). Podle Véty 2

Eo(a*I) = {pV:p € ZW'WQy,.,)},

kde
0.0126 —0.0410 0 0

0.0013 —0.0042 0 0
0 0 0.0414 —0.1250
0 0 —0.0068 0.0206

W/WQW/Z -

Uzitim identity (24) ovéfime, Ze rovnost

W,Wlez(W/Wlez)ipj - p],

neplati ani pro jeden index j = 1,...,4. Napi. pro 7 = 1 je na levé strané tohoto
vztahu vektor (0.9895; 0.1019; 0; 0). To znamend, ze parametrické funkce p'J,
j=1,...,4, skutecns nepatii do tiidy &(o*I).

r(W'WQy. ;) =2, coz je ve shodé s tvrzenim v Poznamce 2.

Uvazujme né&jakou funkci p't) uZiteénych parametrii, kterd pat¥i do &(oI).
Zvolme napf. p = (0.0126,0.0013,0,0)" tj. prvni sloupec matice W'W Q..
Potom p'd = 0.01260x1 +0.00130x2 patii do &(0*I) a je to parametricka funkee,
jejiz odhad v malém i velkém modelu mé stejny rozptyl. Presvédc¢ime se o tom
vypoctem, uzijeme simulované hodnoty Ygl),i =1,...,5. Dostaneme
a) odhad v malém modelu (viz (7),(9))

p'Y =0.0013188, war[p'd] = 0.0007293802,
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b) odhad ve velkém modelu (viz (8), (10))
p'Y =0.0013189, war[p'd] = 0.000729650°>.

»Skutecna hodnota této parametrické funkce pro dky = K} — K1y = 0.2 — 0.1 =
0.1, 0ky = Ky — kzy = 0.3 — 0.2 = 0.1 je rovna 0.0013941. Dostali jsme velmi

—

dobré hodnoty odhadt a prokazali jsme shodu var|p'd] v obou modelech.

Jsou-li urc¢eny odhady /iAZl , /iAé, Bi, 1 = 1,2, lze stanovit odhad funkce popisujici
vysku t-teho bodu v case t:

—
—~

Di(t) =3 — ri(1—e Y, i=1,2, t > 0.

Podle (23) plati pro rozptyl tohoto odhadu

o~ ~
— —

var[ﬁi —Ki(1— e’”é‘t)] = var(ki)(1 — e’“gﬁ)2 + var(ﬁ/\é)th’%%t(;ﬁ)Z + var(/ﬁ\i)—i—

~|—2601}(/~€A§, /%)t/?ﬁe_”zﬁt(l — et — 20011(/%, 3)(1 — e "2ty — 2001}(/%, Bi)t/?ﬁe_“zit,

1=1,2.

Piislusné rozptyly a kovariance najdeme v matici (viz (14))

5/’%\% 12.6500 —56.2103 0 0 —1.8261 0

5//1\% —56.2103 329.5744 0 0 17.7289 0
var (&;j _ 52 0 0 2.4253 0.2342 0 1.4111

k2 0 0 0.2342 45.1540 0 8.5632

Bl —1.8261 17.7289 0O 0 1.6220 0

B2 0 0 1.4111 8.5632 0 2.5945

Napi. pro prvni bod dostaneme

o~

var[fi—rl(1—e™"24)] = o2 |12, 6500(1 — e "2")2 + 329, 5744225 (k1)? + 1, 6220

~ o~

—2.56,2103tkle "2t (1 — e7"2t) + 2. 1,8261(1 — e ') — 2+ 17.7289@@@} .
Pro ilustraci uvedme, Ze napf. pro ¢as ts = 8 plati
U1(8) = 0.8230514, war[yr(8)] = 10.424602, \/var[i)1(8)] = 0.00322 m.

Na zakladé vysledkii uvedenych na konci odstavce 2 urcéime, kdy lze pokladat
v prvnim méfreném bodé podlozi za usazené. Zvolme C' = 0.95.

o _ 095
L 0.41852

= 7.15791,
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tj. po osmi dnech by bylo moZno pokracovat ve stavbé (v praxi musime uvazovat
situaci ve v8ech méfenych bodech). Pfesnost tohoto odhadu zjistime uréenim jeho
smérodatné odchylky. Podle (17)

— (In0.05)? 5 5
varty] = m329.57440 = 96403, 899207,

var[t] = 0.31048.
Tento vysledek upfesnime podle (18):

var[t,] = 96766,68110%, \/var|t;] = 0.3110734.

Odhad smérodatné odchylky se zménil jen nepatrné. Ke stejnym numerickym
vysledktim dojdeme uzitim prvnich dvou séitancti ve vztahu (21), kde vezmeme
0? = var[dks] = 329, 574402 var[t,] = 97855.026802, \/var|t;] = 0.312817.

Pro vychyleni odhadu (viz (22), uzity prvni dva zlomky) pro stejné o7 plati

E({1) — t, = 1471.622102 = 0.001471.

Zaver: ukazalo se, ze ptvodni pfedstava, ze bychom se mohli omezit pouze na
maly model neni spravna. K odhadu uzitecnych parametri potfebujeme celou
informaci, aby dosazené vysledky byly aplikovatelné v praxi.
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Abstrakt

P7i realizaci feseni kontaktni problematiky narazime na nutnost fesit
specialni soustavy rovnic, které vznikaji v podstaté pii aplikaci Kuhn—
Tuckerovych podminek v pfislusné tloze konvexniho kvadratického progra-
movéani. Algoritmus jejich feSeni ma zasadni dulezitost z hlediska efektiv-
nosti numerické realizace celého feseni, a to zejména u velkych uloh, které
vznikaji v praktickych aplikacich. V této praci se studuji Kuhn—Tuckerovy
soustavy, jejichz vedouci blokova matice na diagonale je pozitivné semide-
finitni. Rekapituluji se zde stavajici postupy feseni a predklada se novy,
jenz je zalozeny na vysledcich publikovanych v [24]. Timto zptsobem je
pak mozné tesit i singuldrni Kuhn—Tuckerovy soustavy. Na zavér jsou uve-
deny ilustrac¢ni ptiklady. Uvazovana problematika ma vyznam nejen pro
kontaktni tlohy, ale i v fadé problému optimalizace nebo ve statistice (viz

[21]).

“Préce byla vypracovana s podporou grantu GA CR ¢&. 105/99/1651.
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1 Uvod

1.1 Kontaktni iloha bez treni

Uvazujme kontakt télesa reprezentovaného oblasti €2 s dokonale tuhou podlozkou,
pficemz neopustime meze teorie linearni pruznosti. Ozna¢me u pole posunuti
bodt télesa €2, € tenzor malych deformaci, T tenzor napéti, T vektor napéti, I',
bude ¢ast hranice s predepsanymi nulovymi posunutimi, I'p ¢ast hranice, na niz
pusobi povrchové sily P, I'x kontaktni zona, na niz plati podminky nepronikani,
a [y je ta ¢ast hranice, na niz jsou predepsany podminky bilateralniho kontaktu.
Zformulujeme-li tuto tlohu ve tvaru varia¢ni nerovnice

ueK: a(u,v—u) > L(v—nu) Vv e K, (1)

kde
K={veV]|v,<0nalgk} (2)
V={veH(Q)|v=0 i=12nal,, v,=0naTl,} (3)
a@V)£/%WhA)M @)
/szdx—l— Piv; ds, (5)

resp. ve variacni podobé
nalézt u € K (©)
J(u) = min J(v),
pricemz J znaci kvadraticky funkcional potencidlni energie
1
J(v) = 5 alv,v) — L(v), (7)

miizeme k jejimu feseni pouzit metodu konecnych prvki. Takto ziskdme konec-
nédimensionélni lohu, jejiz formalni vyjadieni lze psat budto ve varia¢nim tvaru

nalézt u, € K, tak, ze
J(up) = min J(vp), (8)
vreKy

nebo ekvivalentné ve tvaru nerovnice

nalézt u;, € K, tak, ze )
a(uh,vh — uh) > L(Vh — llh) VVh € Kh,

kde K, je jistd aproximace mnoziny K (podrobné viz napt. [17] nebo [20]).
V algebraickém zapisu se pak jedna o tlohu

nalézt X € K tak, ze
{ﬂ@ min f(x). (10

xecK
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kde ]
f(x) = ixTCX —d'x (11)
je konvexni funkce a
K={xeR"|Ax <o, Bx=o}. (12)

je konvexni mnozina. Symetrickd matice C je matici tuhosti daného télesa (2 a je
obecné pouze semidefinitni, vektor d je vektorem zatizeni télesa 2, A je matice
vazeb vzniklych diskretizaci podminek nepronikani a B je matice vazeb vzniklych
diskretizaci bilateralnich podminek. V pfipadé€ tzv. rozsifujici se kontaktni zény
mé mnozina (12) obecnéjsi tvar

K={x €R" | Ax <b, Bx = o}, (13)

kdyz vektor b reprezentuje mezeru v kontaktni zéné. Je zfejmé, ze (10) je tloha
konvexniho kvadratického programovani (nikoli vSak ryze konvexni) o obecné
velmi vysokém poctu neznamych n, jenz i o nékolik fadi prevysuje celkovy pocet
vazeb m. K jejimu feSeni lze vyuzit dnes vSeobecné pouzivanou metodu aktivni
mnoziny, jejiz kroky vyzaduji efektivni feseni tzv. Kuhn—Tuckerovych podminek
(podrobnéji viz napt. [11] a [13], popf. [16]).

1.2 Kuhn—Tuckerovy soustavy

Uvazujme symetrickou soustavu linearnich rovnic tvaru

(x )R-, 14

kde C € R™" je symetrickd matice, A € R™" m < n, d € R", b € R™. Uloha

nalézt feSeni {x, A} € R" x R™ soustavy (14) bude pfedmétem dalsich tvah.
Takovéto soustavy vznikaji pouzitim Kuhn—Tuckerovych podminek ([13], [11])

v uloze kvadratického programovani, kdy jde o minimalizaci kvadratické funkce

f(x) = ;XTCX —d'x, xeRr" (15)

za omezujicich linedrnich podminek tvaru rovnosti
Ax =bh. (16)

O rovnicich vystupujicich v podminkach (16) se zpravidla predpoklada, ze jsou
linearné nezavislé. V tom pripadé je zfejmé hodnost matice A, kterou oznacime
rank(A), rovna m.

Definujme prostor sloupcovych vektorti matice A jako

R(A) ={x€R™| Jy eR": Ay =x}
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a nulovy prostor matice A
N(A) = {x € R"| Ax = o}.

Plati
dim R(A) = rank(A), dim N (A) = n — rank(A). (17)

O matici A se v piipadé, kdy rank(A) = m, fekne, Ze mé plnou hodnost.
Podminky resitelnosti jsou v publikacich z oblasti optimalizace uvadény v dvo-
jim znéni. Prvni je zaloZzeno na vyzkumech N. I. M. Goulda a mé tuto podobu:

Véta 1. Necht rank(A) = m. Ozna¢me k_ pocet zapornych a ky pocet nulovych
vlastnich ¢isel matice
K — <C AT)

A 0

Potom plati

(i) soustava (14) mé pravé jedno FeSeni tehdy a jen tehdy, kdyz k_ = m,
k’() = 0,

(ii) soustava (14) ma nekoneéné mnoho feseni tehdy a jen tehdy, kdyz k— = m,
ko > 0 a soustava je konsistentni, tj. jeji prava strana lezi v R(K);

(iii) soustava (14) nema feSeni v zbyvajicich pfipadech, tj. kdyz k_ > m nebo
kdyz neni konsistentni.
Dukaz viz [15].

Druhé casto citované tvrzeni o fesitelnosti uvedeme pozd€ji v odstavci o me-
todach feseni soustavy (14).

V dalsim se budeme zajimat zejména o p¥ipad, kdy matice C ze soustavy (14)
je pozitivné semidefinitni. Pro matici C tedy plati

x'Cx>0 VxeR"™ (18)

Soustava (14) ovSem sama ztstava i nadale nedefinitni.

Lemma 1. Pro pozitivné semidefinitni matici C plati x' Cx = 0 pravé tehdy,
kdyz x € N(C).

Dukaz Nutnou a postacujici podminkou pro urceni bodu minima X konvexni
kvadratické funkce x”Cx je splnéni rovnice Cx = o, coZ znaci, ze x € N(C).
Nyni uz staci jen vzit do tvahy, ze X' Cx = 0. O

Lemma 2. Nulovy prostor matice K je tvoren vektory <p ), kde p je libovolny

prvek z N (C) NN(A) a q libovolny prvek z N(AT).
Dukaz Uvedené vektory padnou do N (K), nebot

<(3)- ("5~ (2)

Nyni ukdzeme, ze v N (K) se nachézeji pravé jen tyto vektory.
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Vezméme tedy vektor tvaru (g), kde p je jakykoliv prvek z R"™ nelezici

v N(C)NN(A) a q jakykoliv prvek z R™ nelezici v N(AT). Dle (19) pak musi
platit
Cp+A'q=o,

pficemz p € N(A). Vynasobime tuto rovnici skaldrné vektorem p, ktery je dle
ucinéného predpokladu nenulovy, a dostaneme

p'Cp+ (Ap)'q=o,

odkud plyne dle lemmatu 1, ze Cp = o. To vSak znaci, ze p € N (C), coz dava
spor. O

V dalsich tivahach se omezime na jiz zminovany piipad, kdy matice A ma
plnou hodnost. Dalsim pfedpokladem, ktery uc¢inime, bude to, ze neostrou nerov-
nost n > m nahradime ostrou nerovnosti n > m. Pokud by totiz nastal pfipad
n = m, ziskali bychom FeSeni vySetfované tlohy pfimo ze soustavy (16). Takovato
situace je tudiz trivialni a neni diivod, proc¢ ji dale zkoumat. V dalsim tedy bude
platit

dimR(A) = m, dimN(A) =n—m >0, (20)

dmR(AT)=m, dimN(AT)=0. (21)
Vztahy (21) a lemma 2 dévaji ihned néasledujici tvrzeni:

Véta 2. Necht C je symetricka pozitivné semidefinitni matice a A je matice plné
hodnosti. Matice K je regularni tehdy a jen tehdy, kdyz N (C) NN (A) = {o}.
Disledek 1. Je-li C regularni a A méa plnou hodnost, je K rovnéz regularni a
soustava (14) mé pravé jedno FeSeni.
Véta 3. Soustava rovnic (14) se symetrickou pozitivné semidefinitni matici C a
matici A plné hodnosti ma feSeni pravé tehdy, kdyz plati

d L (M(C) NN(A)). (22)

Pfitom toto feSeni je jediné, pokud priinik A/(C) NN (A) obsahuje pouze nulovy
vektor.

Dukaz Jak je patrné z definice prostoru sloupcovych vektort, soustava (14)
ma TeSeni tehdy a jen tehdy, patii-li jeji prava strana do prostoru R(K). To je
dle zakladni véty linedrni algebry (viz napft. [27]) ekvivalentni s podminkou jeji
ortogonality vzhledem k prostoru NV (K). Na zakladé lemmatu 2 a s ohledem na
predpoklad (21) pak vychazi

d’p=0 Vpec (N(C)NN(A)),

coZ je pravé podminka (22). Zbylé tvrzeni je pak dusledek véty 2. O



64 Horymir NETUKA

Poznamka 1. V piipadé, Ze matice K je singuldrni, pficemz A mé plnou hod-
nost a je splnéna podminka (22), lze vSechna FeSeni soustavy (14) zfejmé zapsat
ve tvaru {X + p, A}, kde X je nékterd pevné zvolend prvni slozka feSeni a p je

libovolny prvek z N (C) NN (A).

Dusledek 2. Nemd-li soustava rovnic (14) se symetrickou pozitivné semidefinitni
matici C a matici A plné hodnosti FeSeni, znaci to, Ze konvexni funkce (15) je
zdola neohranicena.

Duikaz Tvrzeni plyne ihned z toho, Ze neplatnost podminky (22) implikuje
d £ N(C) a to dle véty 1 z kap. 1 znamen4, Ze (15) je neohrani¢end zdola. O

Nez prikro¢ime k metodam feseni Kuhn—Tuckerovych soustav, ukazme si né-
kolik ekvivalentnich aprav pro tyto soustavy.

Uprava 1. Obdélnikova soustava (16) ma pro m < n nekoneéné mnoho
feSeni. Vyberme libovolné (ale pro dalsi Gvahy pevné) jedno z nich a oznacme
ho X. VSechna ostatni feSeni lze pak vyjadiit ve tvaru X + p, kde p € N(A).
Dosadime tedy v (14) za x vyraz X + p a obdrzime

(8530 @)

d=d-Cx. (24)

kde jsme oznacili
Pro znamé x € R” ziskdme FeSenim této soustavy i FeSeni soustavy (14).
Uprava 2. Rovnici (16) vynasobme zleva matici AT takze dostaneme
ATAx = A™b. (25)

Tuto rovnici nyni vynasobime ¢islem p > 0 a pricteme k prvni maticové rovnici
soustavy (14)

Cx+ATX\=d, (26)
¢im7 ziskame soustavu
(C+pATA AT) <x>_<d+pATb) (27)
A 0 A b '

Tato nova soustava ma totéz feseni jako soustava ptvodni. Poznamenejme jen,
7e matice C + pAT A zlistava symetricka.

Uprava 8. Je-li d € R(C), Ize postupovat nasledovné. Z mnoziny feseni sou-
stavy Cx = d, jez je za uvedeného predpokladu neprazdna, vyberme jedno a
ozna¢me X. Nyni dosadime za d do (26) a po oznaceni

u=X—X
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dostaneme tuto soustavu rovnic
C AT\ /u o
(a o )(X)-() @

b=b-Ax (29)

kde jsme polozili

Pro dané X dokazeme z vypocteného feseni této soustavy ihned urcit feseni sou-
stavy (14).

Dale budeme jesté potfebovat nékolik pomocnych tvrzeni.

Lemma 3. Pro libovolnou matici A € R™*" je AT A symetrickd pozitivné se-
midefinitni matice Tddu n. Tato matice je regularni a tedy pozitivné definitni,
pokud je m > n a matice A méa plnou hodnost.

Diikaz Symetrie je zfejma a pozitivni semidefinitnost plyne z vyjadieni:

x'(ATA)x = (Ax)TAx = |[Ax|2>0 VxeR"

kde || . ||2 znaci eukleidovskou normu vektoru. Je-li navic m > n a A mé plnou
hodnost, musi byt rank(A) = n a tudiz dim N (A) = 0, coz dava zbyvajici tvrzeni
lemmatu. O

Lemma 4. Nechf matice A € R™*", m < n, mé plnou hodnost. Pak
P=AT(AAT)'A (30)
je matice ortogonélni projekce R” na R(AT) a
I-P
je matice ortogonalni projekce R™ na N (A) a plati
PI-P)=(I-P)P=0. (31)

Dukaz viz napt. [27].

Lemma 5. Necht C € R"*" je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, A €
R™*". Jestlize je N(C) N N (A) = {o}, pak je matice C + pATA symetricka
pozitivné definitni pro libovolné p > 0.

Dikaz Pro libovolné p > 0 a x € R” mame

xT(C+ pATA)x = x"Cx + px’ ATAx = x"Cx + p||Ax[|2 > 0.

Vzhledem k pfedpokladu N (C) NN (A) = {o} vSak tento vyraz mize byt roven
nule jen pro x = o. |
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2 Prehled metod pouzivanych k reseni Kuhn—
Tuckerovych soustav

2.1 Metoda nulového prostoru

Pouzijme tpravu 1, ¢imz dostaneme soustavu

(% o) (R)-(5). @)
d=d- Cx. (33)

Protoze p € N(A), Ize pro tento vektor pouzit nésledujictho vyjadieni. Pfedpo-
kladejme, ze zname vektory zq,...,%, ., € R", které tvori bazi prostoru N'(A).
Sestavme z nich matici Z € R™ (™) ktera mé zfejmé plnou hodnost a pro niz
plati

AZ =0. (34)

Vektor p musi byt linearni kombinaci ¢lentt baze, coz vyjadiime pomoci nezna-
mého vektoru koeficienti xz € R"™ ™ takto

p = Zxy. (35)

Dosadme nyni tento vyraz do prvni maticové rovnice uvazované soustavy, kterou
pii tom soucasné vynasobime zleva matici Z”. Tim dostaneme

Z"CZx,; +Z"AA = Z"d,
Odtud s ohledem na (34) a po dosazeni za d méme rovnici pro pfipadné urceni

Xz

72"CZx; = 7" (d — CX). (36)

Druhou neznamou A pak lze ziskat z rovnice
A" A =d-Cx - CZx,. (37)

Vzhledem k pfedpokladu plné hodnosti matice A lze k feseni pouzit pseudoinverze
(viz [26]). Dostaneme

A=A"(d - Cx - CZxy), (38)
kde A™T znadi pseudoinverzni matici k matici AT a plati
AT = (AAT) AL

Matice AAT je regularni na zakladé lemmatu 3.
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Obdobny obrat se ¢asto vyuziva i k urceni vektoru X. Hledejme tento vek-
tor v ortogonalnim doplitku nulového prostoru, tj. v prostoru R(AT). Pomoci
neznamého vektoru x4 € R™ lze pak uvazovany vektor vyjadrit ve tvaru

x=ATx,. (39)
Po dosazeni do rovnice Ax = b pak vychazi
x4 = (AAT)'b. (40)
Rovnice (36) se pak uvadi ve tvaru
Z"'CZx; = Z"(d — CA"x,) (41)
a hledany vektor x je pak dan jako
x = ATx, + Zx. (42)

Je zfejmé, Ze klicovou otdzkou je zde TeSitelnost soustavy (41) a ta zavisi
ziejmé na vlastnostech matice Z'CZ € R"~)*(=m) Na to odpovida vyse zmi-
novana druhé véta o existenci feSeni soustav typu (14).

Véta 4. Nechf matice A mé plnou hodnost a necht Z € R**(*~) je takova, ze

plati
AZ =0, rank(A”|Z) = n.

Potom

(i) soustava (14) mé pravé jedno FeSeni tehdy a jen tehdy, kdyZz je matice
ZT CZ pozitivné definitni;

(ii) soustava (14) ma nekonecné mnoho feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz je
matice ZTCZ singularni pozitivné semidefinitni a soustava (41) je konsistentni;

(iii) soustava (14) nemé fFeSeni v zbyvajicich piipadech, tj. kdyZ je matice
Z7 CZ nedefinitni nebo kdy# (41) neni konsistentni.
Dtikaz je zaloZen na tom, Ze danou problematiku prevedeme do oblasti optima-
liza¢ni. Jak jiz vime, zadané soustavé (14) odpovida tloha minimalizovat funkci
(15) za podminek (16). Soustava (14) pak predstavuje rovnice urcujici sedlovy
bod Lagrangeovy funkce

1
L(x, ) = 5xTCx —d'x+ A'(Ax—b) xXER",AER™ (43)

Vektoru A se fika vektor Lagrangeovych multiplikatori.
Vyse uvedené tipravy prevadéji tuto tlohu transformaci (42) na tlohu nepod-
minéné minimalizace kvadratické funkce

Floxz) = 53527 Cx; — X527 (d ~ CATx.) (44)
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pro neznamou Xy € R™"™. Rovnice pro ur¢eni bodu extrému V f(x;) = o je pak
pravé rovnice (41). Vse tedy zavisi na povaze funkce (44). Je-li tato funkce ryze
konvexni, ma rovnice (41) pravé jedno feseni. To nastane v pfipadé, Ze matice
ZTCZ je pozitivné definitni. Podminka je nutnd i postacujici.

Je-li funkce (44) pouze konvexni, bude mit rovnice (41) nekoneéné mnoho
feseni. K tomu dojde tehdy, kdyz bude matice ZTCZ singuldrni a pozitivné
semidefinitni. Pro feSitelnost v takovém pfipadé ovSem jesté potiebujeme, aby
soustava (41) byla konsistentni. Podminka je opét nutné i postacujici.

Ve zbyvajicich pfipadech nema funkce (44) minimum v R"™" a rovnice (41)
tudiz nebude mit feseni. |

Ma-li zadana tloha teseni, lze predchozi vysledky shrnout do nésledujiciho
algoritmu.
Algoritmus 1 (Metoda nulového prostoru)
Krok 0. Nalézt bazi {z;}; =" prostoru N'(A) a tyto vektory sestavit do matice
Z € R (nmm),
Krok 1. Postupné sestavit a vytesit soustavy

AA"x, = b, (45)
Z'CZx; = 7Z"(d — CA"x,), (46)
AA"X = A(d - CATx, — CZxy). (47)
Krok 2. Vypocitat
x=ATx, + Zx;,. (48)

Protoze metoda v podstaté prevadi soustavu (14) fadu n + m na soustavu
(41) fadu n —m (pomineme-li ovSem ostatni ikony obsazené v algoritmu), je jeji
pouziti vyhodné v ptipadech, kdy m a n jsou velikosti blizka ¢isla. Pouziti pro
ulohy velkych rozméru neni vyhodné, nebot matice soustavy (41) nebyvé zpravi-
dla ridka a také urceni matice Z muze ¢init potize. Konecné, jisté problémy stran
presnosti, resp. numerické stability, mtze zptsobovat i vypocet multiplikatora A
pomoci pseudoinverze (viz [13]).

2.2 Metoda projekce gradientu

Také nyni pouzijme tpravu 1 a prevedeme tak danou tlohu na soustavu

(X 5)(R)=(5). (9
d=d-Cx. (50)

Za pomoci lemmatu 4 vSak ted vyjadiime nezndmou p jinak:

p=(I-Ply, (51)
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kde y € R™. S ohledem na vlastnost
AI-P)=0
nam zustava jen prvni maticova rovnice
CI-P)y+ATA=d
Tu nyni vynasobime matici (I — P)? zleva. Obdrzime
I-P)Y'CI-Py+(I-P)TATA=(1-P)'d.
Vezmeme-li do ivahy, ze plati

I-P)Y'A=0

I-P)'=1-P

dostaneme po dosazeni z (50) vyslednou soustavu

I-P)CI-P)y=(I-P)d-Cx). (52)

Oznacime-li jesté
C=(I-P)CI-P) (53)
) d=(I-P)d-Cx), (54)

je vidét, ze jsme ptvodni problém prevedli na tilohu fesit singularni semidefinitni
soustavu rovnic fadu n

Cy =d. (55)
Nezndmou x pak vypocteme ze vztahu
x=x+(I-P)y (56)
a A stejné jako u predchozi metody pomoci pseudoinverze
A=AM(d - Cx). (57)

Ptedchozi vysledky shrneme do nésledujiciho algoritmu:

Algoritmus 2 (Metoda projekce gradientu)
Krok 0. Urcit x tak, aby Ax = b.
Sestavit matici projekce na N'(A)

I-P=I-AT(AAT)'A. (58)
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Krok 1. Sestavit a vyfesit soustavu
Cy-4d, (59)

kde matice C a vektor d jsou dany vztahy (53) a (54).
Krok 2. Vypocitat

x =%+ (I—P)y, (60)
A= (AAT)A(d - Cx). (61)

Pro tuto metodu plati v zasadé totéz, co pro metodu nulového prostoru. Tedy,
Ze jeji pouziti je vyhodné v pripadech, kdy mezi ¢isly n a m nejsou prilis velké
rozdily a ze vypocet multiplikatort A pomoci vztahu (61) nemusi byt vzdy kva-
litni.

Nutnost pocitat projektivni matice P a fesit singularni soustavy rovnic (59)
zpusobila, ze metoda, jejiz ideu publikoval J.B. Rosen v r.1960, si neziskala ob-
libu. Pro tlohu kvadratického programovani byla v r.1969 pouzita B.T. Poljakem
a pozdéji v obménéné verzi publikovana v [25]. V obou pfipadech ve spojeni
s metodou konjugovanych gradientii.

Z naposled citovaného pramene byla metoda prevzata pro feseni kontaktni
tlohy v ¢lanku [16]. Zde bylo dtimyslné vyuzito toho, Ze v této tloze ma matice
A velmi specialni strukturu, kterda umoznuje vcelku snadno urcit projekci P.
Protoze v kontaktnich tlohéch je typicky n > m, byl cely postup jesté doplnén
o tzv. predeliminaci. Ta byla zalozena na dalsi specifické vlastnosti kontaktnich
uloh, v nichz se v omezujicich podminkach vyskytuje jen relativné maly pocet
neznamych. Soustava (14) se proto preuspoiadala tak, Ze v jejim blokovém zapisu

C11 CzT1 OT X1 d1
Cgl C22 AT X2 == dg (62)
0 A 0 A b

vystupovaly v omezenich pouze neznamé x,. Z celé matice C pak po predeliminaci
neznamych x; zistal jenom Schurtv komplement

é - 022 - Cglcfllcgl (63)
a uloha tak dostala tvar
@ AT X9 a
(2 0 )(X)=(5) (64
kde R
d = dQ - Cglcildl. (65)

Po jejim vyteseni metodou projekce gradientu se zbylé neznamé dopocitaly ze
soustavy rovnic

Cnxl = d1 — Cgl}CQ. (66)
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Autor této prace pak pozdéji cely postup prepracoval za pomoci tehdejsich
spolupracovniki z oddéleni pruznosti a pevnosti Vyzkumného ustavu SIGMA
(zejména ing. J. Hordka a ing. J. Petieka) do pocitacové realizace (viz [23]).
Neékteré vysledky lze pak nalézt napf. v [18]. Pro realizaci pouzité metody kon-
jugovanych gradientii plati ovSem vyhrady a pfipominky uvedené v [24]

Reseni kontaktni problematiky pomoci metody projekce gradientu se v po-
slednich zhruba deseti letech vénoval Z. Dostal. Publikoval zajimavé vysledky
v oblasti predpodmitiovani metody konjugovanych gradient (napi. [5]) a v sou-
vislosti s metodou rozkladu oblasti (domain decomposition).

2.3 Metoda rozsirenych lagrangianu

Tato metoda byla v r. 1969 publikovana nezavisle na sobé M. Hestenesem a
M. J. D. Powellem a jeji pole ptisobnosti se neomezuje pouze na ndmi zkoumanou
problematiku. Z pohledu optimalizacniho odpovida zaméné Lagrangeovy funkce
(43) daného problému tzv. rozsifenou Lagrangeovou funkei pro néjaké p > 0

1
L(x,A) = §XTCx—de+)\T(AX—b)+gHAx—bH% x €R", A €R™ (67)

a naslednym urcenim jejiho sedlového bodu.
Algebraicky pfislusnou soustavu rovnic ziskdme po tprave 2

C+pATA AT\ /x d+ pA™b
CTAR ) =) e e

Na zakladé lemmatu 5 vime, Ze, ma-li nase uloha (14) pravé jedno feSeni, je
matice C + pATA pozitivné definitni. Toho pak lze s vyhodou pozit ve spojeni
s nékterymi iteracnimi metodami, zejména gradientniho typu. U velkych fidkych
uloh je uziti metody ponékud omezené, nebot uvedend matice mize byt znacéné
zaplnéna. Problematika rozsifenych lagrangiani je véetné rady aplikaci podrobné
zpracovana v pracich R. Glowinského (napf. [14]). Semidefinitni piipady zde vSak
chybi.

V posledni dobé dosahl v této oblasti pozoruhodnych vysledk Z. Dostal (viz
[6] nebo [7]) a v jeho publikacich jsou jiz semidefinitni piipady uvazovany.

2.4 Metoda blokové eliminace

V literature je tato metoda uvadéna pod nazvem range space method a pred-
poklada, Ze matice C je regularni. V soustavé (14) se provede standardni blo-
kova eliminace neznamé x pomoci vynasobeni prvni maticové rovnice soucinem
—AC™! a pfi¢tenim vysledku k druhé maticové rovnici. Obdrzime maticovou rov-
nici, odkud lze vypocitat vektor A. Nasledné pak dokazeme urcit vektor x, jak
ukazuje
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Algoritmus 3 (Metoda blokové eliminace)

Postupné sestavit a vyrtesit soustavy rovnic

AC'ATA=AC'd - b, (69)
Cx=d— AT, (70)

Poznamenejme, Ze obé soustavy jsou symetrické a k jejich reseni lze tedy po-
uzit obecné napt. Bunch—Parlettovu metodu, v pfipadé (ktery nds praveé zajima)
pozitivni definitnosti matice C, pak Choleského metodu. Matice C~! se pocho-
pitelné explicitné nevytvari, ale pouzije se jiz zminéné Bunch—Parlettovy, resp.
Choleského faktorizace.

Tento postup feseni je vhodné pouzit tehdy, kdy predchozi dva nejsou efek-
tivni, tedy kdyz n > m. To ukazuje na moznost fesit takto tlohy velkého rozméru.
Je ale potieba si vS§imnout, Ze matice soustavy (69) je obecné zaplnéné, coz limi-
tuje efektivnost této metody na problémy, kde m neni pfili§ veliké (maximalné
nékolik stovek). Pro kontaktni tlohy je to vSak zcela vyhovujici — aZ na to, ze C
musi byt pozitivné definitni. Vyhodou metody je zjevné to, ze neni tfeba pocitat
matice Z, resp. P.

Zobecnéni metody pro pripad singularni matice lze provést nasledovné. Matici
C je nejprve tieba usporadat tak, aby podmatice Cy; € R™", r = rank(C), byla
regularni. To pak indukuje usporadani i zbylych komponent a dostavame soustavu
ve tvaru

Cll CzT1 A{ X1 d1
Cu Cp Aj||x|=|ds|, (71)
A A, O A b
kde A; € R™*", d; € R". Definujme dale
~ (Cx ~ (Cy Aé” ) . (dz >
B () P= (37 h=14 (72)
G = EC{'E" - F. (73)

Tim pfevedeme soustavu (71) na pfiznivy tvar s levou horni regularni podmatici

Cll ET X d]_
(e ¢ ) 2)(5): (4
Plati nasledujici tvrzeni (viz [15])

Véta 5. Ma-li matice A plnou hodnost, pak
(i) tloha m4 pravé jedno FeSeni tehdy a jen tehdy, kdyz soucet poc¢tu kladnych
vlastnich ¢isel matice Cy; a poctu zapornych vlastnich ¢isel matice G je roven n.
(i) tloha mé nekonefné mnoho feseni tehdy a jen tehdy, kdyz matice G je
singularni, soucet poc¢tu kladnych vlastnich ¢isel matice Cy; a poc¢tu nekladnych
vlastnich ¢isel matice G je roven n a je-li soustava

Gz =EC;'d; —h
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konsistentni.
(iii) loha nem4 FeSeni v ostatnich piipadech.
Reseni pak lze urcit pomoci nasledujiciho algoritmu.
Algoritmus 4 (Metoda blokové eliminace pro singuldrni matici C)
Krok 0. Uréit v C regularni podmatici Cj; fadu r = rank(C) a pfeusporadat
soustavu (14) na tvar (71).
Krok 1. Postupné sestavit a vytesit soustavy
Gz = EC{d; — h, (75)
C11x1 = dl - ETZ, (76)
kde matice E, F, G a vektor h jsou dany dle (72) a (73).
Krok 2. Rozdélit vektor z na komponenty takto

7 — <X2> Xy ER™T
A A ER™

x:(X1>, A
X9

Nakonec se vratit k piivodnimu usporadani soustavy (14).

a sestavit pak vektory feseni

Je zfejmé, Ze tento postup je pomeérné tézkopadny a v praxi se proto, pokud
je autorovi této prace znamo, nepouziva.

2.5 Metody nevyuzivajici strukturu soustavy

V pripadech, kdy neni vyhodné ¢i mozné aplikovat nékterou z vysSe uvedenych
metod, lze rezignovat na vyuziti specidlni struktury matice soustavy (14) a po-
uzit nékterou z metod pro symetrické nedefinitni soustavy. Tento pristup uzivaji
zejména specialisté na feseni velkych ridkych soustav rovnic. Lze pak vybirat mezi
finitnimi algoritmy, které predstavuji rtizné varianty Bunch—Parlettovy metody
(viz napt. [3], [2], [9], [8]), & mezi iterac¢nimi, kde se pouzivaji zejména metody
typu konjugovanych gradientt, napf. metoda GMRES (viz napf. [19]) nebo QMR
(viz [12]).

I kdyz ma takovyto pristup nespornou vyhodu univerzalnosti, nebudeme se
jim zde v dal$im zabyvat, nebof v této praci se pokusime strukturu dané ulohy
vyuzit.

3 Zobecnéni metody blokové eliminace

V dalsich tvahach se opét soustfedime na pripad symetrické pozitivné semide-
finitni matice C. Motivaci, jak postupovat dale, 1ze nyni nalézt v procesu regu-
larizace singularni matice, jenz byl popsan v [24] a jenZ vyuzivd modifikovanou
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Choleského metodu. Nahradme tedy pomoci tohoto postupu matici C regularni
matici

C=C+E, (77)

kde E je vhodna diagonélni pozitivné semidefinitni matice, a feSme namisto (14)
soustavu s regularni podmatici

C AT\ (x d
(a0 )(3)=6) g
Toto Teseni ziskdme pomoci algoritmu blokové eliminace. Polozme déle

X = X + 0X,

A=A+

Dosazenim do (78) a porovnanim obou soustav (14) a (78) dostaneme

(x 0 )()=(5) &

O ftesitelnosti této soustavy vypovida nasledujici tvrzeni.

Véta 6. Necht C € R"™ " je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, necht
E € R"™" je symetrickd matice takova, ze matice C + E je regularni a necht
matice A € R™*" m4 plnou hodnost. Potom plati, Ze méa-li feSeni soustava (14),
ma TeSeni i soustava (79), v niz X pfedstavuje prvni slozku feseni soustavy (78).
Dikaz Podle véty 3 je soustava (79) fesitelna, pokud

Ex L (M(C) NN(A)). (80)

Vezméme tedy libovolny vektor p € (M (C) NN (A)). Potom s ohledem na (78)
plati
(EX)'p=x"Ep=%'(C-C)p=%x'Cp = (Cx)'p=

=(d—A"\)"p=d"p-X'Ap=0,
coz je pravé podminka (80). O

Soustavu (79) nyni mtizeme opét regularizovat a vytvorit tak proces zpiesio-
véni feSeni obdobné, jako tomu bylo v [24]. Ten je zapotiebi realizovat v dvojné-
sobné pfesnosti. Rezidua v exaktni aritmetice jsou dana pravou stranou soustavy
(79). Pro vypocet vSak muze byt vhodnéjsi (v zavislosti na pozadované pfesnosti
vysledkil) explicitni vyéisleni reziduového vektoru

(d—Cx—ATA)
b — AX '

Nalezeni feSeni soustavy (14) trva zpravidla jen nékolik malo kroki.
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Poznamka 2. Regularizaci je ucelné aplikovat pouze na podmatici C, jinak
dojde k zménam na celé hlavni diagonéle matice K a pripravime se tak o vyhodu
vyuziti bloku m x m nul.

Jina avsak v podstaté ekvivalentni moznost spociva ve vytvoreni vhodného
iteracniho procesu. Za timto tcelem definujme rozstépeni matice K takto

K=M-N, (81)
kde S AT
M=(x o)
* E of
N=(7 o )
Z (14) pak odvodime nasledujici itera¢ni proces
xhH1 x* d
M (R ) =N(3e)+ () (82)

Pro takto definovany proces lze snadno dokéazat konvergenci v pripadé, kdy sou-
stava (14) m4 jediné feSeni.

Véta 7. Necht C € R™™"™ je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, necht
C € R™" je symetrickd pozitivné definitni matice definovana vztahem (77), kde
E € R™" je vhodna symetrickd pozitivné semidefinitni matice, a necht matice
A € R™*™ m4 plnou hodnost. Je-1i splnéna podminka

N(C)NN(A) ={o}, (83)
itera¢ni proces (82) konverguje k feseni tlohy (14) pro libovolny pocatecni odhad

(%),

Dikaz Nutnou a postacujici podminkou pro konvergenci procesu (82) je, aby
spektralni polomér matice

B:M—1N2<§ ‘ST>_1<]S gT) (84)

byl mensi nez 1 (viz napf. [4]). Jen poznamenejme, Ze matice M™! existuje na
zékladé dtsledku 1. Uvazujme tedy zobecnény problém vlastnich ¢isel tvaru

E OT u; é AT u;
(o 0 ) () =r(x o)) )
pro libovolné zvolené g # 0. Alespon jedno takové ¢islo existuje, jinak by matice
(84) byla nulova.
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Druhé maticova rovnice v (85) zni
pAu; = o, (86)
odkud je zjevné, ze u; € N(A). Prvni maticova rovnice méa tvar
Eu; = uCu; + pATu,,

coz po skalarnim vynasobeni (obecné komplexnim) vektorem u; s ohledem na
(85) dava

u;Eu; = pujCuy,

kdyz uj znaci transponovany komplexné sdruzeny vektor k vektoru u;. Odtud je
zfejmé, ze p > 0 a rovnéz ujEu; > 0. Nyni dosadime z (77) a mame

(1 — p)uiEu; = pujCu;. (87)

Ponévadz u; € N(A), je kvili podmince (83) pravé strana (87) kladna. Odtud
dostavame, ze (1 — ) > 0. Celkem tedy je 0 < p < 1. O

Pokud vynechdme podminku (83) garantujici jednoznacnost feseni, dostaneme
méné uspokojivy odhad 0 < pu < 1. V tom pfipadé musime k dikazu konvergence
pouzit postup uvedeny v [24].

Véta 8. Je-li soustava (1) konsistentni, pak itera¢ni proces (82), kde C € R™*"
je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, E € R"*" je symetrickd pozitivné
semidefinitni matice, takova, ze C = C + E je matice symetrickd pozitivné defi-

nitni, a matice A € R™*", m < n, ma plnou hodnost, konverguje pro libovolny
0

X
AO

proces pak konverguje k feseni s miniméalni normou.

e .. ' X
k FeSeni soustavy (14). Pii volbé 30 ) = |3 ) tento

pocatecni vektor ( X

Dukaz Vztah (82) si nejprve upravme na tvar
u" = Bu +f, (88)

X

kde B je matice z (84), u = <)\

nim snadno obdrzime vztah

) af=M"! <g) Odtud postupnym dosazova-

k
uk-i-l — Bk+1u0 + ZBlf (89)

1=0

Na zéakladé tivah provedenych v dikazu véty 7 je snadné nahlédnout, ze vlastni
¢isla matice B jsou realna a plati

0<AB) <1, (90)
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pricemz obou krajnich hodnot se alespon jednou nabyde. Potifebujeme tudiz ukéa-
zat, Ze existuje
lim B*
k——+o0
(i kdyz neni 0). Matice B se pak nazyva semikonvergentni (viz [22]).
Vezméme proto do tvahy to, ze matice B musi byt podobna matici v Jorda-
nové normalnim tvaru ([10]), coz lze s ohledem na pfedchozi ivahy zapsat takto

_ I 0 1
B_P(O D)P , (91)
kde P je regularni matice fadu n + m, podmatice I mé s vzhledem k (87) rad
rovny dimN (C) a podmatice D obsahuje zbyvajici vlastni ¢isla matice B a je
tedy p(D) < 1. Odtud méame

I 0\,
B'f:P(O Dk)Pl, (92)
takze
lim B — P (I 0) p-! (93)
k——+o00 00 ’

Nyni lze ukazat, %e iterace {u*} konverguji. Uvazujme vyraz (89) a upravme
jeho pravou stranu. Dle (14) a (84) vychazi

d

_ —1
f— M <b

) =M 'Ku = (I- B)u, (94)

nebot
I-B=I-MIN=M"M-N)=M'K.

Odtud obdrzime vyjadieni

k k
Y Bf=> BI-B)u=(I-B""u (95)
i=0 i=0
a celkem tedy mame
uk+1 — Bk+1u0 + (I . Bk+1)u. (96)

S ohledem na (93) nyni dostdvame ihned konvergenci posloupnosti {u*} pro k —
+00.

Oznaéme G = I — B a pfipomerime napf. podle [1], Ze ¢tvercovou matici
X fadu n + m nazveme Drazinovou pseudoinverzi matice G pravé tehdy, kdyz
splniuje nasledujici vlastnosti

XGX = X, (
GXG = G,
GX = XG, (

—~
O © O
© 00
~— — ~—
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kde [ je tzv. indexr matice G, jenz je definovan jako nejmensi celé kladné ¢islo
takové, ze
rank(G') = rank(G'*).

Tato matice existuje, je uréena jednoznac¢né a znacime ji G7.
Nyni ukazeme, ze matice G ma index roven 1. Protoze podle véty o hodnosti
soufinu matic (viz napt. [27]) je

rank(G) > rank(G?),

predpokladejme, Ze zde plati ostra nerovnost. Potom ovSem existuje nenulovy
vektor w takovy, ze G2?w = 0 a Gw # o. Tim jsme obdrzeli nenulovy vektor
v = Gw, jenz lezi v N (G). Jezto dle (81) a (84)

G=I-B=I-M'N=M'M-N)=MK, (100)
znamend tato skutec¢nost, ze
M 'Kv=o

a tudiz v € N (K). Zaroven z definice vektoru v plyne, ze
v=M'Kw

a odtud
Mv = Kw.

Jestlize tento vztah vynasobime skalarné zleva vektorem v, obdrzime s ohledem
na predchozi tivahy
vIMv = 0.

To je ale, s ohledem na to, Zze v # o, ve sporu s tim, Ze matice M je regularni.
Cimz je tvrzeni o indexu matice G dokazano.

Abychom nyni uk4zali, Ze limitou posloupnosti {u*} pro k¥ — +oo je feSent
soustavy (14), upravme déle vyraz (93). Pfedné je dle (91)

/00 N\,
G_P(OI_D>P (101)

a odtud dostaneme ihned vyraz pro Drazinovu pseudoinverzni matici k matici G
ve tvaru (viz [1, kap. 4])

GP =P (g a _OD)1> Pt (102)

Srovnanim vztaht (93), (101) a (102) pak dojdeme k vyjadfeni

lim BF =1- GPG. (103)

k—+o00
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Oznadime-li

lim u”

e ﬁ’
k—4o00

déava limitni pfechod pro k& — +oo v (96) s ohledem na vztah (103)
= (I-G”G)u’+G Gu (104)
Nyni vynasobenim matici G zleva dostdvame s ohledem na (98), pficemz [ = 1,
Gu = Gu,
coz po dosazeni z (100) a (94) dava
M 'Ku=f

a u je tedy feSenim soustavy (14).

Nyni jiz jen zbyva ukdzat, Ze pfi volbé u’ = u = (i) konverguji iterace

k feSeni s minimalni normou. Z vyrazu (104) je ihned patrné, Ze pro prvni ¢len
na pravé strané plati dle (98)

(I-GPG)u’ e N(G). (105)

Pokud jde o druhy ¢len, vynasobme ho skalarné libovolné zvolenym vektorem
z € N(G7). S ohledem na (99) je

z' GPGu = 2" GG u = (G'z)'G"u = 0.
Odtud plyne, Ze pro tento ¢len (upraveny dle (94)) mame
G"f € R(G). (106)

Bude-li u’ € R(G), pak slozka vektoru u lezici v N'(G) bude nulové, nebot
pocdatecni aproximaci lze vyjadfit jako u® = Gw a dle (105), (99) a (98) je

I-GPG)u’=(1-GG"”)Gw = (G - GG”G)w =o.

Obdrzime proto feSeni soustavy (14) s minimalni normou. Avsak vzhledem k tomu,
ze podle (94)

d
b

vektor X lezi v R(G). O

u:M1< ):Gu,
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4 Priklady

Novy postup fesSeni ilustrujme na nasledujicich malych prikladech, Vysledky bu-
deme zaokrouhlovat na 6 platnych cifer. Pfevazna ¢ast provadénych operaci pii-
tom byla provedena v dvojnasobné aritmetice.

Priklad 1a. K matici

2 -1 -1
C=|-1 2 -1
-1 -1 2

pridejme omezeni

A=(1 -1 1).

Protoze je

N(C) =span{(1 1 1)}

N(A)=span{(1 1 0)",(1 0 —1)"},

je vysledna matice
2 -1 -1 1
-1 2 -1 -1
-1 -1 2 1
1 -1 1 0

dle véty 2 regularni. Po provedeni modifikované Choleského faktorizace matice C
obdrzime

K:

0 0 0
E=10 0.000181675 0
0 0 0.000181675

Pro pravé strany d = (—1,1,1)” a b = (1) dostaneme fesenim soustavy (78)

4.4 x 10716

1.66598
2.33251 0.000423757
‘ 4.8 x 10713

Jiz prvni krok iteracniho zpfesnéni dava hledané reseni

—16
(166667 - 2 7%1'729;( >1<010—7
X+0x = [ 3.00000 |, X+0X=1.00000, r=|r000n. 197
2.33333 |

—4.4 x 10716

Priklad 1b. Zadani predchoziho prikladu 1 pozménime u matice omezeni takto

A=(1 -1 0).
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Nyni je

N(A) = spanf(1 1 0)",(0 0 1)"},
takze vysledna matice

2 -1 -1 1
-1 2 -1 -1
-1 -1 2 0

1 -1 0 0

je dle véty 2 singularni. Modifikovana Choleského faktorizace matice C dava
pochopitelné stejny vysledek jako diive. Jezto je

N(C)NN(A) =span{(1 1 1)"},

mé soustava (14) feSen{ napft. pro pravé strany d = (1,0, —1)7 a b = (2). Resenim
soustavy (78) ziskdme

4.4 x 10716
1.75001
X = -0.249989 |, A= —2.50002, r= ~0-0000454166
0.249989 0.0000454166
' 0.000000
Jeden krok itera¢niho zpfesnéni pak dava
_ ~16
1.75000 _3'? » ig_g
X+ 0x = | —0.250000 |, X+ X = —2.50000, r= ' 9
0.250000 2.1 10
' 0.000000

Priklad 2a. K matici

— Ot W =~
U= =3 W
W ~J — Ot
N W Ot =

pridame omezeni

Jezto
N(C) =span{(1 -1 -1 1)T}

NA)=span{(2 2 -1 0)',(1 -1 0 —1)"},
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je vysledné matice

T 3 5 1 1 0

3 7 1 5 1 -1

5 1 7 3 0 2
K= 1 5 3 7 2 -1

1 -1 0 2 0

o 1 2 -1 0 O

regularni. Jestlize nyni dosadime do pravé strany soustavy (14) vektory d =
(—2,-6,-3.5,6.5)T a b = (—5,5)T, d4 modifikovana Choleského metoda tyto
vysledky

0 0 0 0
E— 0 0.000423882 0 0
10 0 0.000423882 0|’
0 0 0 0
8.9 x 10716
—1.99998 0.000423874
< 0.999982 X — ( 2.49994 ) B 0.000635822
o 1.50000 ’ ~ \ —1.00033 /)’ 0.00000
—1.00000 —8.9 x 10712
3.8 x 10712
Po jednom kroku itera¢niho zptesnéni obdrzime
—4.4 x 10716
—2.00000 7.5 x 1079
= 1.00000 - = 2.50000 2.1 x 10710
XE0x=| =000 |@ ATOA= ( —1.00000) » F 0.00000 |’
—1.00000 8.9 x 10716
8.9 x 10716

coz je v mezich presnosti vypoctu presny vysledek.

Priklad 2b. Oproti pfedchozimu piikladu zménime matici omezeni nasledovné

1 0 0 -1
A_<O -1 1 O>'

Nyni plati, ze
N(A)=span{(0 1 1 0)",(1 0 0 1)},

takze mame

N(C)NN(A) =span{(1 -1 -1 1)"}.
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Matice
7 3 5 1 1 0
3 7 1 5 0 -1
5 17 3 0 1
K= 1 5 3 7T -1 0
1 0 0 -1 0 0
0 -1 1 0 0 0

je tudiz singuldrni. Soustava (14) m4 feseni napi. pro vektory d = (7,3.5,0.5, —3)7
a b = (1,-0.5)". Modifikovana Choleského metoda uré touz matici E, jako
v predchazejicim prikladu, a nasledné da tyto vysledky

8.9 x 10716
0.750000 0.000105970
o | o2so000 | 5 < 2.50000 > __ | —0.000105970
=1 —0.250000 |© =\ —0.999894 ) ° 0.00000
—0.250000 99 %1016
—5.6 x 10717
Po jednom kroku itera¢niho zpiesnéni pak ziskdme hodnoty
0.000000
0.750000 0.000000
- 0.250000 | ~ — 2.50000 4.4 % 10-16
X+E0X=| o50000 [ ATOA= ( —1.00000) ) 0.000000 |
—0.250000 0.000000
0.000000

coz je presny vysledek.
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Abstrakt

This paper is concerned with the convexity of histogram and convex
histopolation by linear and quadratic splines on refined mesh. First the
definition of convexity and the necessary and sufficient criterion of his-
togram convexity are presented. Then it is proved that this criterion is
generally global i.e. the whole histogram must be tested altogether. Al-
gorithms based on this criterion are treated too. Finally the existence of
convex quadratic spline interpolating convex histogram on twofold refined
mesh is proved and algorithm for its computing is presented.
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1 Introduction

In various applications it is often necessary to construct a smooth function that
interpolates prescribed data and preserves some shape properties of them. In the
last years many papers were devoted to such problems. The majority of them
treats the problems of positive (see e.g. [7], [10], [14]), monotone (see e.g. [1], [2],
3], [4], [5], [6], [20]) or convex (see e.g. [3], [4], [8], [11], [13], [17]) spline interpo-
lation of prescribed function values. Only few papers (see e.g. [9], [12], [15], [16],
[18]) were devoted to problems of shape preserving interpolation of histogram.
They suggest that problems of positive or monotone histopolation are only a little
more complicated than equivalent problems of function values interpolation and
in case of polynomial splines they can be transformed to problems of monotone
or convex function values interpolation by splines with order increased by one
(see e.g. [9], [12], [19]). But the convex histopolation seems to be more difficult.

2 Convexity of histogram
Let us have given histogram G = {g¢;}"_, on the mesh
(AI‘) <11 <. < Ty < Tpya, with h; = Tiv1 — Tg, 1= O(].)’fl

The first question which arrises is when we can say that histogram is convex.

a ot 0

4 L L L " L L L
0 1 z 3 4 5 [} [ 1 2 B 4 5 3

Figure 1: The nonconvexity of linear Figure 2: The convexity of linear in-
interpolatory spline on original mesh terpolatory spline on refined mesh

Definition 2.1 We say that histogram G is convex if there exists convex contin-
uous function f interpolating histogram G (i.e. [;*  f(x)dx = h;g; for i = 0(1)n)
on mesh (Ax).

This definition is too general for practical testing and so some more simple
criterion is needed. In [15], [16] the so called histogram in convex position is
defined as histogram which can be interpolated by convex linear spline (the
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mesh is same as for histogram). But we can see (Fig. 1) that histogram G =
{1.25,0.75,0.25,0.375,3,6} on the mesh {0,1,2,3,4,5,6} is not convex accord-
ing to this criterion although there exist convex linear splines on refined mesh
{0,1,2,3,3.5,4,5,6} which interpolate G (see e.g. Fig. 2).

It suggests that better criterion of histogram convexity is the existence of
convex linear spline on refined mesh with one added knot to any interval of
original mesh. Let us denote (A%z) = {x;}74) U {z; + a;h; 7y with 0 < oy < 1
and let S1;(A%z) be space of linear splines on the refined mesh (A%x).

Theorem 2.2 (Necessary and sufficient criterion of convexity) Histogram
G is convez if and only if there exist set of numbers {a;}, and corresponding
function p(x) € S11(A“x) which interpolates histogram G.

Another question which arises is if there exists any local criterion of histogram
convexity.

Theorem 2.3 There exists no local criterion of histogram convezity i.e. there
not exists m € N such that for all n > m the converity of histograms G; =
{g: Y17 5 = 0(1)n — m implies the convexity of G = {g;}7,.

i=j

Remark 2.4 The proofs of previous theorems can be found in [21].

3 Algorithm of convexity testing

In this section we will show the algorithm for convexity testing based on criterion
from theorem 2.2 and on idea of so called staircase algorithm (see [3], [13] and
[17]). The derivation of this algorithm can be found in [21].

Let us have given histogram G = {g¢;}"_, on the mesh (Ax) and let p(x) €
S11(A%z) interpolate histogram G. Let us denote

si = p(a;) (1)
mi = p'(z; +0) = lim+ P () (2)
m; =p'(x; —0) = lim P () (3)
: 2o = 2(himi + i) 2gihim;” + s}
f:n(siasi-i-lamj) = Sit1 ( ik >8 1 2gimy + 5 (4)

hi(2g; — 2s; — hym")
57— 2si(siy1 — himiyy) + s7q — 2higimi,
hi<23i+l — 29@ — him;rl)

Fl (84, 8i41,Mi3y) =

Algorithm 1 Let the sets W; C R?, j = 0(1)n + 1 be constructed according to
following rules:
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W (s0,mg) : 3 convex po(x) € S11(A%x) interpolating Gy
0~ such that py(zo) = so, ph(zo + 0) = mg

2. for j =1(1)n:

(s;,m;) : 3 convex p;(x) € S11(A%x) interpolating G
W; = and 3(s;,m;) € W; fori=0(1)j — 1 such that

pi(x;) = 84, pi(x; +0) = m;L fori=0(1)j

(Snt1,Mpyq) o 3 conver ppy1(x) € S11(A%x)
W interpolating Gand 3(s;,m;) € W; for i =0(1)n
N such that p;(x;) = s;, pi(x; +0) =m; an
il h that ! 0 + and
Pri1(Tng1) = Snit, Ppia (T — 0) = my 4

If all W; # 0, 5 =0(1)n + 1 then there exists convex p(x) € Si1(A%x) interpo-
lating histogram G.

Theorem 3.1 The sets W; from algorithm 1 can be rewritten as:

Wo = {(s0,mqg) : mg < 2(go — s0)/ho} (6)

(s;,m; )« I(sj—1,mi ) € Wj_y such that
W; = 85> 2051 — sj-1, mj > fiH(s5o1,85, M), (7)
mi < 2(g; — s5)/h;

((3n+1 > 29n - Sn) A (m;—&-l Z frTrlL(Sm Sn+1, m:))

(Snt1, Myy) = A(sp, mb) € W, such that
Wn+1 = (8)
v((5n+1 = 2gn - Sn) A (m;—&—l = 2(971, - Sn)/hn))

Let us denote

for i = 0(1)n. Then algorithm 1 can be rewriten in the following form:
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Algorithm 1A

d._ m o.__ d._
1. sj := —00, 53" 1= 00, My := —00

2. Sil =00, 881 = (glhO + 90h1>/(h0 + hl)amg =0

3. fori=2(1)n do:
st =201 — sy, mi = 2(gioa — sy /hia

if 2(gi —s3)/hi <md then goto 5

7

else if 2(g; — s&)/hi =md  then s :=s¢

K3 3
else if s& | =sT, then
d

if md,=m¢ then s :=s¢

else compute s > s¢ such that
fTin_l(S;;i—l’ 5 mg—l) = 2(9i - Sgn)/hi
else s .= (92;1}17; + gihi,l)/(hi,l + hl)

(2
if ST >2g;1—s%, then compute sT > s such

that frl;;l(sg—h Szna m?—l) = 2(9@' - S;n)/hz
4. t:=n+1
5.4f mi, =2(gi1—slq)/hi-1 then s = s else s := o0

6. The interval of histogram convezity is [xq, ;]

4 Convex histopolation by linear spline

Let us have given sets W; # () for i = 0(1)n + 1 (i.e. the numbers s¢, s and m¢
from algorithm 1A and functions F!, from (5) for i = 0(1)n). Then the general
form of algorithm for computing convex p(z) € S11(A%x) interpolating histogram

G can be written as:
Algorithm 2
1. Choose some (Spy1,Mp 1) € Wit

2. for j =n(—-1)1 do :
choose some (s;,m}) € W; N FJ (s, 541, mj,,)
if s; = s9 then mj :=m? else choose m; such that (s;,my) € W;
3. Choose some (so,mg) € Wo N F2 (sg, 81, m7 )
Some simple implementation of previous algorithm can be done by following way:

Algorithm 2A

o o ad
1. Spy1 =851, Mpyr =My
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2. for j=n(=1)1 do :
if 295 —sj41 < s‘} then s; = 3? else  s; :=2g; — Sj1
m;_ = F’rg@(sjﬁ Sj+1s mj_—i—l)
if s = s? then m; = m;l else m; = m;r
3. 80 1= 2go — s1, mg := F°(sg,51,m7)
The another implementation of algorithm 2 usefull for convex C' interpolation
(in section 5) follows:

Algorithm 2B

; d _ om o od — . nd
14f st = Sl then s,i1 = s%.;, my . =ml,,
nt+l = Spa1 n — Yn—1 s n+1 +— Tnt+1{Sn+1
else s $4 14190 — gn-1l/8, m Tni1(Snt1)

2. for j =n(—=1)1 do :
if si=s7 then s;:=s% ml :=Fl(s;, 801, mjy,), m; =m
else  compute s} >d2gj — 841 such that I (s%, 5501, mp, 1) = r;(sh)
sj = (max{sj, 295 — sjr1) +55)/2

mi = FT]n(Sj,Sj+1,m]-_+1), m; = (m;_ +Tj(sj))/2

J J
3. 80 :=2go — s1+ 290 — 51|/8, m¢ = F?°(so, s1,m7)

Some important property of algorithm 2B is given in the following lemma.

Lemma 4.1 If there exists conver p(x) € Si1(A%x) interpolating histogram G
such that p(x; —0) < p(z; +0) and p(z; +0) < p(x;1e —0) for some i =0(1)n+1
then algorithm 2B find such m; , m{ and m;,, that m; < m; and m{ < mg,.

5 Convex C! histopolation by quadratic spline

Let us have given mesh (Ax) and the numbers (;, 7; such that 0 < 3;, 0 < ~;,
Bi + v <1 fori=0(1)n. Let us denote

(Ay) © yo<wpn<...<Ypn, withli=yi1—y

where m = 3n + 3 and y3; = x; for i = 0(1)n + 1 and y3;01 = x; + Bihy,
Ysit1 = T; + (B + vi)h; for i = 0(1)n.

The quadratic spline S(y) on the mesh (Ay) have following local representa-
tion on interval [y;, y;+1] for i = 0(1)m — 1:

S(y) = pi(6q — 6¢°) + f;(3¢* — 4g + 1) + fi11(3¢*> — 2q) 9)

where lip; = [/ S(y)dy, fi = S(yi), fis1 = S(Yis1). If [; > 0 then local parame-
ter ¢ is given by formula ¢ = (y — v;)/l; else ¢ = 0.
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The previous representation ensures continuity of function values in the knots.
To ensure the continuity of the first derivatives (in simple knots only) we must
prescribe the following conditions:

Lisafi +2(L + liya) fisr + Lifive — 3lipiza — 3liapi =0 for i = 0(1)m — 2 (10)

The necessary and sufficient conditions of convexity of S(y) reduces to following
inequalities:

fi+ fir1—2p; >0 fori=0(1)m—1 (11)

Theorem 5.1 Let us have given s;, si11, m; and mg, for any i = 0(1)n such
that there exists conver p(x) € Si1(A%) satisfying p(x;) = si, p(xit1) = Sit1,
p(z; +0) =m;, p(xiy1 — 0) = mi, and interpolating mean value g; on interval
(25, xi41]. Let be given €2 > 0, €& > 0 and let us denote fs; = si, f3i43 = Sit1,
ma; = m; — € and m3;3 = mi,, + €. Then there exist numbers 3; > 0, v; > 0,
Bi+7: < 1 such that quadratic spline S(y) interpolates mean value g; on interval
[Ysi, Ysivs], function values fs;, fsirs and the first derivatives ms;, ma;. 3 in knots

ysi and Ys;ir3 and S(y) is convex on interval [ys;, Ysit3].

Proof Let pd(x) € S11(A%) satisfy p?(x;) = fai, pU(xis1) = faiys, p(x; +0) =
msq, p4(2i41—0) = maiy3. Then p?(z) is convex on interval [x;, z;,1] and its mean
value g¢ satisfay g¢ < g;. If m3; < ms;, 3 then g¢ is given by formula

a (faigs — f3i)2 + 2h;(faimaits — faivamsi) + hgm3im3i+3

9; =
2(mgiy3 — ma;)

and p?(x) have knot x; 4+ afh; with of = (fsi — fairs+himsirs) /(hi(msips —ms;)).
Then we can compute numbers 3;, 7; from following formulas:

g =9z (8i+ 5i11)/2 o
Cogl = (sitsi)/2

(12)

If ms; = mg;.3 then we can use all numbers 5; > 0, v, > 0, 8; + 7 < 1 Then
the unknown local parameters fs;i1, f3iy2, M3it1, M3iv2, P3i; P3ir1 and pz;io are
computed (using symbolic computing capabilities of MAPLE) as solution of the
following system of continuity conditions, boundary conditions and interpolatory
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condition on interval [ys;, ¥s;43]:

3% 2(8i + ) —30i Bi 0 J3it1
0 1-Bi—%—-31—-08i—v)2(1-6) —3v P3i+1
0 0 0 2 —6 Jait2
Bi 0 Vi 0 1—8i—v P3it+2
Bihi 4 4f3 (14)
—i f3i
= —Yif3i+3
(1= B —vi)hi — 4fziy3
gi

Then substituting this local parameters to convexity conditions (11) we find that
the resulting spline S(y) is convex on [z;,7;,1] for all g; such that ¢g¢ < g; <
(SZ' + Si+1)/2. O

Consequence 5.2 Let us have the same assumtions as in the previous theorem.
Then the following implications hold:

1 If mf #mi; and € >0 or € >0 then 5; >0, v, >0, 5 + v < 1.

2. If mi #mi, and € =0 and € = 0 then 3; = af, v; = 0.

77

3. Ifmi =mi, and € >0 or €) > 0 then 5; =0, v; = 1.
Theorem 5.3 Let us have given convex histogram G on the mesh A(x) such that
there exists convez p(z) € S11(A%x) interpolating G and satisfying m;” < m;,,
fori = 0(1)n and m; < m; for i = 1(1)n. Then there exists convexr quadratic
spline S(y) € C|xg, x,] which interpolates histogram G.

Proof The statement is consequence of theorem 5.1 and consequence 5.2 where
we put €) >, el > 0and € | =€ = (m; +m;1)/2 for i = 1(1)n. O

n K3

Let us have given convex histogram G on the mesh (Ax) and compute parameters
si;, m; and m; for i = 0(1)n + 1 using algorithm 2B. Then the unknown para-
maters of convex quadratic spline interpolating the histogram G can be computed
by following algorithm.

Algorithm 3
1. fori=0(1)n+1 do: f3 :=s;

1

. — _ + . — . -
2. if m, . =m, then mg,3:=m, 1 else ms, 3:=m, | +¢,

fori=n(—1)1 do:
if mi,=m; then ms :=m] else mg = (m; +m;)/2

7
if my =mg then my:=mg else mg:=mg§ — €
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3. for i =0(1)n do:
ifmgi = M3;+3 then 61 = 1/3 and Yi = 1/3
else compute 3; and ~; using formulas (12) and (13)

4. compute unknown parameters by solving systems (14) for i = 0(1)n

Qa5 T T T T T T T T T

04 -

az- b

=y 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n 11n 1.2n 1.5 1.4n 1.5n 1.E6mn 17 1.0 1.9n Zn 21n 2.2n

Figure 3

6 Numerical examples

Example 1 The histogram G was obtained as mean values of function sin(z)
on mesh (Az) = {m + i7/10}}2,. The algorithm find that histograms is convex
on interval [, 27 + 7/10] in which the interval of convexity of function sin(z)
is contained. The linear interpolatory spline was computed using algorithms 2A
(see Fig. 3).

Example 2 The convex histogram G was obtained as mean values of function
sin(z) on mesh (Az) = {r + in/3}}_,. The linear interpolatory spline was com-
puted using algorithm 2B (see Fig. 4) and quadratic interpolatory spline was
computed using algorithm 3 (see Fig. 5).
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Abstrakt

V predlozeném ptispévku se zabyvame problematikou fesitelnosti jedné
t¥idy okrajovych tloh s diferenciadlnim operatorem 4. fadu pro riizné typy
okrajovych podminek. Duraz je kladen predevsim na typy a kombinace ne-
klasickych okrajovych podminek majicich za nésledek semikoercivitu vy-
sledné tlohy, tedy i odlisny pfistup k analjze jeji FeSitelnosti. Z duvodu
jednoduchosti a struénosti se v pfispévku omezime pouze na 1D tlohy re-
prezentujici napf. ohyb tenkych pruznych téles (nosniku, deskového pasu)
a pro okrajové podminky predstavujici rtiznd mechanickd omezeni jak
prubéhid vertikalnich prihybd a natoceni, tak i jim odpovidajicich reakci
v podporéch (dané natac¢ivé ¢ posuvné tieni), pfipadné vzajemnych kom-
binaci pruhybt a natoceni se zobecnénymi reakcemi (jednostranné pruzné
natacivé ¢i posuvné podpory).

Modelovou tlohu lze formulovat jako problém minimalizace konvex-
niho (¢asto nediferencovatelného) funkcionalu nad mnozinou kinematic-
kych vazeb. Ekvivalentné mé slaba formulace tlohy tvar eliptické varia¢ni
rovnice (linedrni ¢ nelinearni) nebo nerovnice (1. ¢ 2. druhu nebo jejich
kombinace), coz je v tomto piispévku upfednostnéno. Jsou uvedeny vy-
brané typové semikoercivni pripady véetné poznamek k jejich resitelnosti:

“Préce byla vypracovana s podporou grantu GA CR ¢&. 105/99/1651.
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je indikovana nutnost formulace tzv. podminky fesitelnosti, za jejichz po-
moci lze dokézat existenci (pfipadné jednoznac¢nost) fesSeni jednotlivych
semikoercivnich pfipadii (na piislusném faktorprostoru Sobolevova pro-
storu H?(12)). Tyto podminky maji pro studovanou t¥idu tloh a z pohledu
mechaniky kontinua (podle charakteru tlohy) rtizny mechanicky vyznam:
budto jde o pozadavky na velikost a orientaci vyslednic zatiZeni nebo jde
o ,bilan¢ni“ podminky na velikosti zadavanych veli¢in (tfeni, reakeci v pod-
poréach a daného zatizeni).

1 Uvod

V prispévku je studovana specialni tiida jednodimensionalnich okrajovych tloh
s diferenciadlnimi operatory 4. radu s cilem ukéazat vliv zvoleného typu okrajovych
podminek na feSitelnost odpovidajici tlohy. Zvolena tiida tiloh reprezentuje z po-
hledu matematické teorie pruznosti napt. ohyb deskového pasu, v jednodussim
pripadé nosniku. Kruhové a mezikruhové desky s rotacné symetrickymi daty, pat-
fici také do 1D tridy tloh s diferencialnimi operatory 4. fadu, jsou z metodickych
diivodii — nutno pouzit aparat Sobolevovych vahovych prostort, zjednoduseni
mnoZiny predstavujici pohyby jako tuhého télesa (R C Py) — ponechény sa-
mostatnému studiu, viz [10]. Dale klademe v tomto pfispévku diraz na ilustraci
a specifikaci jednotlivych matematickych odlisnosti studované problematiky a to
jak v odpovidajicich vyslednych formulacich modelovych problémt, tak i ve tvaru
odpovidajicich podminek fesitelnosti a nasledné i metodice vedeni dtikazii. Na
tomto misté je zadouci poznamenat, zZe pro specialni pripady analogickych tloh,
ale v ramci teorie svazané termopruznosti, kdy se jednak v disledku zvolenych
fyzikalnich dat sdruzena tloha rozpadne na oddélené a samostatné (postupné)
studium pouze osovych (rovinnych) u¢inku (stretching effect) a pouze ohybovych
ucinkt (bending effect), lze nasledujici ziskané vysledky pouzit pfimo také jako
jednu, ale podstatnou ¢ast feseni pivodni svazané tlohy (podrobnosti viz napt.
v [9]). V takovém ptipadé model pro analyzu pouze ohybovych Géinkt je sesta-
ven stale v ramci linearizované teorie svazanné termopuznosti, ale v dusledku
zvolenych okrajovych podminek pro posunuti mtze byt tiloha jednak pouze se-
mikoercivni, a jednak se mize dale rozpadnout na tii jednodussi tlohy 2-hého
fadu (viz napt. [5]).

7 matematického hlediska budeme tedy formulovat tlohy predesim s nekla-
sickymi okrajovymi podminkami, tj. pfedepisujicimi vhodné omezeni hodnot ne-
znéamé funkce (posunuti) nebo jejich derivaci (natoceni, piipadné vyssich derivaci
reprezentujicich ohybové momenty a posouvajici sily). Tedy budeme studovat vliv
okrajovych podminek Signoriniho typu ¢i podminek zachycujicich vliv tfeni na
hranici oblasti (tj. v podporach nosniku ¢ desky), nebo jejich vzédjemné sdru-
Zeni prostiednictvim zadani pruznych posuvnych ¢i natacivych ulozeni podpor,
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pripadné néktera jejich dalsi omezeni a mozné kombinace (jednostranné pruzné
podpory véetné vlivu t¥eni). Samoziejmé miizeme také uvazovat smisené okrajové
podminky, tj. rizné typy v riznych podporach, pro nase tucely to ma ale smysl
pouze v kombinacich majicich za vysledek semikoercivitu tlohy.

Klasické okrajové podminky Dirichletova nebo Neumannova typu zde samos-
tané nebudeme analyzovat. Z metodického hlediska je takovy pristup opravnén,
nebot l1ze ukazat, ze nékteré typy tloh jsou limitnimi pfipady obecnéjsich situaci
(vhodnou manipulaci s tuhosti pruzného uloZeni — koeficientem v Newtonové
okrajové podmince — mtize Newtonova tloha s neklasickymi okrajovymi pod-
minkami pfejit na Dirichletovu ¢i Neumannovu tlohu s klasickymi okrajovymi
podminkami, zatimco jednostranna Newtonova tloha aproximuje napt. Signori-
niho tlohu, atd.).

Odpovidajici matematicky model v tomto pfispévku studované t¥idy tloh
bude tedy vzdy obsahovat stejnou linearni diferencialni rovnici 4. fadu a odliSnost
bude pouze v typu prislusnych okrajovych podminek.

Zde budeme tedy soustiedit pozornost predevsim na charakteristické aspekty
jednotlivych pfipadt studované tiidy tloh, to je napf. na tvar mnoziny kinema-
ticky pripustnych prihybovych funkci, typ varia¢ni nerovnice a charakter pri-
padné semikoercivity, tvar mnoziny tuhych posunuti, formulace novych, ale jak
se ukaze ekvivalentnich norem, vlastnosti funkci definujicich rtizné modely tfeni
v kombinaci s pruznymi ¢i jednostrannymi podporami, atd., zatimco samotnou
mechanickou stranku problematiky (mechanicky vyznam okrajovych podminek i
podminek FeSitelnosti, atd.) ponechdme stranou — jednak byla ¢astecné jiz dis-
kutovana napf. v [5] a jednak je zde nasim cilem pfedevsim analyza FeSitelnosti.

Dale, z divodt omezenosti rozsahu prispévku, zde nebudeme pfi analyze za-
a ptribuznych aspektii pro 2D tlohy matematické teorie pruznosti viz napt. [3],
pro 1D tlohy 4. fadu viz [5]). Pouze zdiraznime nékteré vyznamnéjsi odlisnosti a
ideje ditkazové techniky pro jednotlivé pripady slabych formulaci modelovych tloh
a pripadné dusledky téchto odlisnosti, tj. napt. typ linearniho prostoru ¢i jeho
konvexni podmnoziny (mnoziny pfipustnych funkei), na kterém hleddme fesen,
tvar Uplné bilinearni formy ve funkcionalu potencidlni energie (véetné hrani¢nich
forem), vyskyt riznych typt nediferencovatelnych ¢lenti v disledku modelovani
tfeni, charakter tlohy — varia¢ni rovnice ¢i nerovnice, semikoercivitu a prostor
tuhych posunuti, nutnost formulace dodatecnych podminek feSitelnosti, atd., a
to vSe v zavislosti pravé na typu zvolenych okrajovych podminek.

Pokud jde o problematiku fesitelnosti, ma jak znamo, slaba formulace (prin-
cip virtualnich praci) studované tfidy tloh v pfipadé klasickych a Newtonovych
okrajovych podminek tvar variacni rovnice (pro jednostranné Newtonovy okra-
jové podminky, tj. uvazujeme-li pouze u™ ¢i Du't, jde o nelinedrni rovnici) a
nerovnice (ve vSech ostatnich pfipadech, viz napt. [4]). Navic, v semikoercivnich
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ptipadech, tj. kdyZ téleso (nosnik, deska) neni pevné uchyceno a ma tedy v du-
sledku zvoleného typu okrajovych podminek (napt. obé okrajové podminky pro
nosnik maji charakter jednostrannych pruznych nebo tuhych podpor, nebo jed-
nostrannych ¢ oboustrannych natécivych a posuvnych podpor se tfenim) pone-
chany néjaké stupné volnosti, mize dojit k jeho pohybu jako tuhého télesa R (pro
zde studované pfipady bude vidy R C P;). Z matematického hlediska to zna-
mend, Ze prislusna bilinearni forma (reprezentujici deformacni praci vnitinich sil)
neni na odpovidajicim prostoru virtualnich posunuti elipticka. Proto k zajisténi
existence a jednoznacnosti feseni musime v téchto pripadech navic formulovat
tzv. podminky fesitelnosti tlohy, jez lze fyzikalné inerpretovat jako podminky
rovnovahy zatizeni a reakci v podporach, tedy budto jako podminky vynucujici
spravny smér vyslednice zatiZzeni a reakei (napf. pro okrajové podminky Signori-
niho typu), nebo podminky bilancujici, napt. prostiednictvim zatiZeni f, velikosti
predepsaného natacivého (gu.0, ) @ posuvného (gro, gr.) tfeni s reakcemi
M(i),i=0,L, T(i), i =0, L, odpovidajicimi ohybovému momentu a posouvajici
sile v podporach.

K feSeni uvedené problematiky pouzijeme standardni ptistup (metodicky sle-
dujeme postupy uvedené zejména v [3]) i aparat — variacni pocet a teorii prostori
integrovatelnych funkei se zobecnénymi derivacemi (viz napf. [1]-[4]).

2 Rovnice modelové ulohy

V tomto piispévku budeme pouZivat nasledujici oznaceni: L € R!, L > 0 pro
délku nosniku (deskového pésu), E pro Youngiv modul pruznosti, J pro moment
setrvacnosti (pficemz predpokladame, Ze existuji E,, J, € R! tak, Ze plati E(z) >
E, > 0, J(z) > J, > 0). Pro hladkou funkci (napf. pro w € C3(Q)) znaci
M(w)(z) = —E(z)J(z)D*w(z) a T(w)(z) = DM(w)(x) ohybovy moment a
posouvajici silu odpovidajici prihybu w = w(z), kde z € Q pro Q = (0, L),
9Q = {0, L}, dale z divodi strucnosti oznacujeme D = . Nakonec definujeme

MF(w)(0) = limg o+ (= E(x)J (x) D*w(z)) ,
M~ (w)(L) = lim, .- (= E(x)J (x) D*w(x)) |
T+ (w)(0) = lim,—o+ (D(—=E(z)J (z) D*w(x))) ,
7~ (w)(L) = lim, ;- (D(=E(z)J (z) D*w(x))) -

V tomto prispévku se omezime na analyzu tloh s linedrnim diferencidlnim
operatorem 4. fadu A : X — Y, definovanym vztahem

(Au)(z) = D*(p(x)D*u(z)) + q(z)u(x), = € Q.

Potom pro definici klasického feseni tulohy volime za X a Y vhodné prostory
hladkych funkei, pficemz koeficienty p, ¢ jsou také dostatecné hladké funkce (zde
napt. staci volit X = C4(Q)NC3(Q), Y =C(Q), p e C*(Q)NCHNQ), ¢ € C(N)).
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Z praktickych divodu (napf. prifezové charakteristiky nosniku, materidlové
vlastnosti ¢i vypoctové aspekty diskretizované tilohy, atd.) budeme déle pracovat
pouze se slabymi formulacemi tloh, tedy predpokladame, ze pro koeficienty tlohy
plati p,q € Lo(Q2), zatimco pro pravou stranu (zatiZeni) staci vzit f € Lo(2)
(samoziejmé lze volit i podstatné obecnéjsi typ zatiZeni, napf. f € [H?(Q)]*,
ale pro nase ucely takovou volbou zatizeni neziskdme siln€jsi vysledky tykajici
se napf. podminek FeSitelnosti tlohy v semikoercivnich pfipadech). Dale prostor
funkci s kone¢nou energii zvolime jako X = H?(Q), kde H*(Q), k=1, 2 znaci
standardni Sobolevovy prostory funkci H*(Q) = {v € Ly(Q) | Div € Ly(Q),i =
1,....k} a [H*(Q)]* jejich dudly, pro vice podrobnosti, tj. pfesnou definici, smysl
derivaci a pfipadné hladkosti funkei (véetné vét o vnofeni), viz napi. [1] nebo [2].

Protoze v této praci chceme studovat pfedevsim problematiku semikoercivity,
omezime se pouze na situaci, kdy plati ¢ = 0. Pokud by platilo ¢(z) > ¢, > 0
pro Va € Q, C Q a Q, by byla mnozZina kladné 1D-miry, tj. u(€,) > 0, pak by
slo o tlohu nosniku ulozeného na ¢asti podlozi Winklerovského typu, jenz je, pro
podstatné obecnéjsi modely (nelinedrniho) podlozi, podrobné studovana v [8]. Na
tomto misté pripominame, zZe pokud uvazujeme pouze tzv. klasické Winklerov-
ské podlozi (tedy oboustranné) a u(£2,) > 0, lze trividlné ukazat jednoznacénou
fesitelnost takové tlohy (odpovidajici bilinedrni forma reprezentujici potencialni
energii vnittnich sil tvofi totiz ekvivalentni skalarni soucin na X = H?*(Q)). Pro
obecnéjsi modely, napt. pro jednostranné Winklerovské podlozi nebo pro podlozi
s vhodnym modelem tfeni ¢i pro jejich kombinace muze byt tloha (v zavislosti
na zvoleném typu okrajovych podminek) opét semikoercivni, tedy i v takovém
pripadé se znovu objevi otazka stanoveni podminek fesitelnosti.

Za uvedenych predpokladt nabyva operator A : H*(Q) — [H*(Q)]*
(pfipomindme, Ze plati

H*(Q) € Ly(Q) = [Lo(Q)]" C [H*(Q)])

tvaru

(Au)(z) = D*(p(z)D*u(z)), wue H*(Q), s.v.z € Q,

kde nyni mame p € L(Q2), kde p(z) = E(z)J(z) a x € Q. Zobecnéni Greenovy
véty pro nasi okrajovou ulohu mitizeme nyni psat v nasledujicim tvaru

Jo Au(@)v(z)dz = (yxa(u), 75 (v)) + a(u,v), u € H*(Q), Yv € H*(Q),

kde (yy.a(u),vp(v)) znaci dualitu mezi prostory stop funkci a jejich dudlnimi
prostory, pficemz (viz napt. [1]) yy.a(u) = {M(u), 7 (u)} zna¢i Neumanniv ope-
rator stop zatimco oznaceni v,(u) = {u, Du} je uzito pro standardni Dirichlettiv
operator stop na H?(Q)). PonévadZ vychazime z rovnosti A(u) = f, dostavame
uzitim predpokladu na f € Ly(Q) inkluzi A(u) € Ly(Q), jez zajistuje, jak lze
ukazat, smysluplnost definice operatoru vy 4(u) = {M(u), 7 (u)}, a tedy opréav-
nénost predchozi formulace Greenovy véty. Pfipominame, ze pro hladké funkce



Poznamky k resitelnosti jedné tridy semikoercivnich 1D tloh 4. fadu 101

z C3(Q) m4 operétor vy _4(u) v¥znam restrikce hodnot druhych a tietich derivaci
funkci v € C3(Q) na 9 (coz mimo jiné ospravedliiuje pouziti stejného oznadeni
pro ohybovy moment a posouvajici silu jako v predchozi definici: {M(u), 7 (u)}).
Pro funkce z prostoru H?(2) je obecné situace zcela odli$nd, uvedeny operator
restrikce hladkych funkci je tieba vhodné prodlouZit na cely H/2(9Q) x H3/2(9Q)
se zachovanim normy, tedy definovat jako spojity linearni funkcional vy 4(u) nad
prostorem stop funkci pravé z H?(2) (podrobnosti lze nalézt opét v [1] nebo
v [8]). V disledku naseho 1D modelu je vSak k dispozici vnoreni

H?(Q) c CYV2(Q)
a tedy problematika stop se zjednodusi.

Tedy pokud oznacime reakce v podporach jako T a M, dostaneme pro u
dostatecné hladké nasledujici, velmi specialni, ale standardné pouzivanou podobu
predchozi Greenovy véty

a(u,v) =T(0)v(0) + T(L)v(L) — M(0)Dv(0) — M(L)Dv(L) + F(v) ,
ue H*Q), Yv € HX(Q),
kde jsme uzili standardnich vztahiti mezi vnitinimi ,silami“ a vnéjsimi veli¢inami
(zobecnénymi silami)

M(0) = =M™ (u)(0), M(L) = M~ (u)(L),
T(0) = =T™(u)(0), T(L) = T~ (u)(L),

a nasledujici definice bilinedrni formy a : H?(Q) x H?(Q) — R! vztahem
a(u,v) = (EJD?*u, D*v)1,) = [ E(x)J(x)D*u(x)D*v(z)dx pro u,v € H*(Q)

a definice linedrniho spojitého funkciondlu F : H?(Q2) — R! pro f € Ly(Q)
vztahem F(v) = (f,v) = (f,v), prov € H?(Q) C Ly(Q).

Lineéarni prostor virtudlnich posunuti (tj. funkci reprezentujicich prihyby spl-
nujici homogenni okrajové podminky) pro jednotlivé tlohy budeme znacit V), jeho
konvexni podmnozinu kinematicky pfipustnych prihybovych funkci oznac¢ime /C,
tedy K C V, pricemz vzdy bude platit inkluze

H2(Q) CV C H2(Q) .

Nakonec, pro dané hodnoty ¢;.,gu. > 0, definujeme spojité konvexni, ale
nediferencovatelné funkciondly ji, a ji, ti- jiw, i © H*(Q) — R, i = 1,2,
x = 0, L reprezentujici préaci (pro zde zvoleny model tzv. ,daného®) tfeni v obou-
strannych, ale i jednostrannych natacivych a posuvnych podporach pomoci pred-
pist

J1a(v) = grav(@),  Ji.(0) = gr.(v(2))", 2 =0,L,
J22(v) = gara| D(2)], J3.(v) = g (Dv(@))*, =0, L

J (W) = T2 amo i (v) + 5 (0)),
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pricemz nepozadujeme, aby soucasné byly vSechny zadané hodnoty g;., g, > 0
nenulové, tedy treni miize byt napt. zadano jen v jedné podpore a tfeba jen pro
jeden druh namé&hani (napf. pro natoceni).

3 Okrajové podminky

Z metodickych divodi a pro tplnost prehledu vlivu typu okrajovych podminek
na tvar varia¢ni formulace tlohy i na jeji fesitelnost uvadime v tomto prispévku,
i kdyz velmi strucné, také problematiku tykajici se klasickych okrajovych podmi-
nek, a tam, kde je to mozné i jejich souvislosti s podminkami neklasickymi.

3.1 Klasické okrajové podminky
3.1.1 Dirichletovy okrajové podminky

Pro Dirichletovy, tj. stabilni okrajové podminky nebo-li podminky 1. druhu,
reprezentujici oboustranné vetknuty nosnik s predepsanym poklesem a natoce-
nim podpor, predepisujeme u(z) = U,(z), Du(x) = G1(z) v x = 0, L. Potom
V = H(Q) a pro zadanou funkci @ € H?*(Q2), kde @ je funkce reprezentujici
okrajové podminky, tj. plati v,(%) = {i, Di}|aq = {,, 41} € R*, m4 tloha tvar
nasledujici varia¢ni rovnice, jez je jednoznac¢né reSitelna:

Hue HZQ) :u—aeV, a(u,v)=F) YweV.
Existence i jednoznacnost feseni Dirichletovy tlohy plyne jednak ze skutecnosti,

ze linearni prostor kinematicky pripustnych tuhych posunuti obsahuje pouze nu-
lovy prvek, tj. plati RNY = {0}, kde R = Py, a jednak z Friedrichsovy nerovnosti.
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Obr. 1: Znazornéni okrajovych podminek Dirichletova typu

Z obrazku snadno vidime, ze klasické okrajové podminky Dirichletova typu
jsou specialnim pripadem neklasickych okrajovych podminek Newtonova typu
(viz déle), a to pro nésledujici limitni pfechody tuhosti odpovidajicich jak po-
suvnym tak i natacivym podporam, tj. pro t, m — oo. Dikazy tohoto tvrzeni ani
podrobnosti zde nebudeme uvadime.
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3.1.2 Neumannovy okrajové podminky

V pripadé Neumannovych nestabilnich okrajovych podminek nebo-li podminek
2. druhu je situace oproti predchozimu piipadu podstatné komplikovanéjsi. Jed-
notliva data tlohy f, M, T nelze totiz zadat libovolné, nebot v takovém piipads
by nebyla zajisténa jeji TeSitelnost: prostor virtualnich posunuti ma nyni tvar
V = H?*(Q) a bilinedrni forma a je na V), jak lze snadno vidét, pouze semi-
koercivni — nulovany jsou vsechny funkce z linedrniho prostoru tuhych posunuti
R = Py, kdyz nyni zfejmé plati RNV =R.

Tedy pro nehomogenni okrajové podminky (dané zatiZeni koncti nosniku) za-
davame M(z) = M(x), T(z) = T(z) v z = 0,L a pieformulujeme linedrni
funkcional F na F(v) = F(v)+ XL (T(x)v(z) — M(z)Do(z)).

Z dtvodu semikoercivity bilinearni formy musime feSitelnost tlohy zajistit
formulaci tzv. podminek fesitelnosti. Ty maji pro nasi tlohu tvar rovnovaznych
podminek (nulovych vyslednic zatizeni a reakci, pro podrobnosti viz napf. [7],
[8] a [9]), a pfi jejich splnéni ma vySetfovand tuloha, ale pouze na faktorprostoru
H?(Q)/R, kde R = Py, jediné feSeni

3l cl(u) € HX(Q)/R - a(ug,v) = F(v) ug € cl(u),Yvo €V .
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Obr. 2: Znazornéni okrajovych podminek Neumannova typu

Opét lze snadno nahlédnout, ze také Neumannovy okrajové podminky jsou
specialnim pfipadem podminek Newtonovych, ale nyni pro limitni prechody od-
povidajicich tuhosti k nule, tj. pro t,m — 0.

3.1.3 Kombinace stabilnich a nestabilnich okrajoviych podminek

Vyznamné postaveni, zejména v tlohdch svazané termopruznosti (viz napf. [5]
nebo [9]), zaujimé uloha ve které zadame specialni kombinace okrajovych pod-
minek 1. a 2. druhu (pfipadné analogické kombinace jejich zobecnéni — viz [9] a
déle). V piipadé tzv. ,prostého podepfeni“ reprezentujici zadani poklesu podpor
se zadanym momentovym zatiZenim koncti nosniku pfedepisujeme u(z) = ug(x)
a M(z) = M(z)vaz=0,L.

Na tomto misté poznamenejme, zZe lze také zadat kombinace velikosti derivace
(natofeni) Du a zatiZeni T v podporach z = 0, L, potom definujeme linerni

prostor testovacich funkei ve tvaru V = {v € H*(Q) | Dv(z) = 0,z = 0,L}.
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V tomto pfipadé je ale nutné formulovat opét podminky fesitelnosti; jednoznac-
nost bychom mohli ziskat pfi splnéni zminénych podminek fesitelnosti, ale pouze
na faktorprostoru H2(2)/X, kde nyni X = VN R = Py. Uloha m4 tvar

3 cl(u) € H*(Q)/R : cl(u) = cl(@) , a(ug,v) = F(v) ug € cl(u),Yv €V,

kde nyni & € H?(f2) je funkce reprezentujici zadanou hodnotu natoceni na hranici,
tj. plati v,(2) = { . , Di}so = { . , @1} a funkcional F je definovan vztahem
Fv) = Flv)+ Xk T(x)v(x). Zda se viak, e takto zadans tilohy mé jen maly
prakticky vyznam v aplikacich, proto se s ni nebudeme dale podrobnéji zabyvat.

Prostor virtualnich posunuti ma v prvnim, podstatné vyznamnéjsim ptipadé
tvar V = H?(Q) N Hy(Q), piislusny linearni funkcional reprezentujici potencilni
energii vn&jsich sil je dan vztahem F(v) = F(v)— Sk, M(x)Du(x) a protoze
lze ukazat, ze bilinearni forma a je na V koercivni, ma takto formulovana tloha
jediné feseni, tj.

NueV : alu,v)=F@) YoeV.

Existence i jednoznac¢nost feSeni tlohy s uvedenou kombinaci okrajovych pod-
minkam dostaneme z faktu, zZe linearni prostor kinematicky piipustnych tuhych
posunuti obsahuje opét pouze nulovy prvek, tj. plati RNV = {0}, kde R =Py, a
pak uzitim tvrzeni, Ze druhd seminorma | D*ul ) = || D*u| 1, (@) funkce ze Sobo-
levova prostoru H?(£2) je normou na jeho podprostoru V a to normou ekvivalentni
se standardni normou definovanou v H?().

Poznamenejme, zZe uvedena kombinace okrajovych podminek patii do tiidy
okrajovych podminek umoznujicich dekompozici diferencialniho operatoru 4. fadu
a nasledné pak uzitim metody faktorizace 1ze eliminovat svazannost v tiloze ter-
mopruznosti, viz napf. [5] a [9].
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Obr. 3: Znazornéni kombinovanych okrajovych podminek

Z obrazku lze opét snadno vidét, Ze i vyse uvedené kombinované okrajové pod-
minky jsou také specidlnim pripadem neklasickych okrajovych podminek Newto-
novych, ale nyni pro odlisny limitni pfechod jednotlivych tuhosti odpovidajicich
posuvnym a natacivym podporam, tj. pro t — oo a m — 0. Dikazy tohoto
tvrzeni ani podrobnosti zde opét nebudeme uvadeét.
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3.1.4 Smisené okrajové podminky

Zatim jsme se zabyvaly pouze okrajovymi podminkami stejného typu na celé
hranici, to je pfedepsanymi jak v z = 0, tak i v x = L. Je vSak zfejmé, ze lze
predepsat okrajové podminky rtizného typu pro odlisné casti hranice. Lze tak pre-
depsat okrajové podminky napt. Dirichletova typu na jednom konci nosniku, t;j.
pro x = 0, a Neumannova typu na druhém konci nosniku pro x = L, ¢i Dirichle-
tova typu v # = 0 a prostého podepfeni v z = L, atd. Resitelnost v{sledné tlohy
plyne potom bud ze zobecnéné Friedrichsovy nerovnosti, nebo aplikaci nékterého
z predchozich postupi.

Opét je vSak tieba upozornit na nékteré specialni situace: napt. pro kombinace
okrajovych podminek Neumannova typu v o = L a prostého podepieni v x = 0
nelze data ulohy zadat libovolné, ale pro existenci a jednoznac¢nost feSeni ulohy
je nutné zajistit, aby data spliiovala odpovidajici podminky feSitelnosti (v tomto
zminéném pripadé bude mit line4drni prostor virtualnich posunuti splitujicich ho-
mogenni Dirichletovy okrajové podminky tvar V = {v € H*(Q) | v(0) = 0} a
prostor kinematicky pripustnych tuhych posunuti ma potom tvar RNV = Py ).

3.2 Neklasické okrajové podminky: Rovnice
3.2.1 Newtonovy okrajové podminky

V tomto priipadé jde o prvni pripad tzv. neklasickych okrajovych podminek, re-
prezentujicich jak pruzné posuvné tak i pruzné natacivé podepreni koncti nosniku,
kdy predepisujeme

T(z) = —t(z)u(z) + T(z), M(z)=m(z)Du(z)+ M(z), =0, L,

kde koeficienty ¢, m > 0 reprezentuji tuhosti odpovidajici posuvnym a natacivym
podporam. Pro prislusnou varia¢ni formulaci tilohy musime ponékud predefino-
vat jak ptredchozi bilinearni formu a : ¥V x V — R! (pfidanim tzv. hrani¢nich
bilinearnich forem) tak i linearni formu F € V* (pfidanim zatizeni na hranici -
volnych koncich), a to nasledujicim zptisobem

a(u,v) = a(u,v) + Z;)(t(x)u(w)v(x) + m(z)Du(z)Dv(x)),
Fv) = F(v) + ZO(T(@U(;U) — M(z)Du(z)).

Prostor virtudlnich posunuti mé nyni tvar V = H?(Q2) a pomoci zobecnéné Fried-
richsovy nerovnosti lze ukazat, Ze za jistych predpokladii (nap¥. ze t(x) > t, > 0,
pro z = 0, L) je nova forma a na V koercivni. Tedy néasledujici iloha ma jediné
feSeni

NueV : alu,v)=F@) YoeV.
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Obr. 4.1: Znézornéni okrajovych podminek Newtonova typu pro prihyb
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Obr. 4.2: Znézornéni okrajovych podminek Newtonova typu pro natoc¢eni

Snadno lze vidét, ze predchozi okrajové podminky lze vhodnym zptisobem
jednak dale kombinovat: napi. dané posunuti s pruznym natocenim nebo pruznou
posuvnou podporu s danym natocenim, a jednak ,smichat®, tj. zadat rizné typy
podminek na rtznych koncich, atp., a ziskat tak dalsi typy okrajovych tloh. Jejich
fesitelnost vSak lze dokazat postupy uvedenymi u predchozich typi, proto se jimi
nebudeme déale podrobné zabyvat.

3.3 Neklasické okrajové podminky: zobecnéni

V této ¢asti uvedeme nékolik vzorovych zobecnéni Newtonovych okrajovych pod-
minek. Jde jednak o dva specidlni typy okrajovych podminek (podrobnosti lze
nalézt napt. v [7] a také v [8]), jez dostaneme pfirozenym zobecnénim okrajovych
podminek pfedchoziho, Newtonova typu, a to manipulaci s koeficienty reprezen-
tujici tuhosti, a jeden typ podstatné komplikovanéjsiho zobecnéni ziskany zasadni
zménou predpisu pro chovani podpory. V poslednim ptipadé vede totiz zobecnéni
okrajovych podminek na tlohu minimalizace funkcionalu obsahujiciho superpo-
tencial ve tvaru nemonotonniho nekonvexniho a nediferencovatelného funkcionalu
(podrobnosti lze nalézt napt. v [6]).

3.3.1 Zobecnéné Newtonovy okrajové podminky

Prvni typ pfirozeného zobecnéni dostaneme, kdyz pii formulaci podminek bu-
deme navic rozliSovat jednak orientaci vysledné deformace, tj. znaménko posu-
nuti ¢i natoceni, a jednak predepiseme rtzné hodnoty pro odpovidajici tuhosti
(odlisime napt. tahové a tlakové naméhani pruzin), tj. zadame t; > 0, m; > 0,
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¢t = 1,2 a dostaneme zobecnéné bilateralni Newtonovy okrajové podminky. Po-
drobnou analyzu této situace z divodii struc¢nosti zde vynechame, uvadime pouze
prislusnd schemata téchto zobecnénych okrajovych podminek na obréazcich 4.3.
pro posunuti a 4.4. pro natoceni.
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Obr. 4.3: Zobecnéni okrajovych podminek Newtonova typu pro posunuti
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Obr. 4.4: Zobecnéni okrajovych podminek Newtonova typu pro natoceni

Potencialy odpovidajici hrani¢nim bilinedrnim formam zna¢ime jr (odpovida
hraniéni formé by (u,v) = 3L (t;(x)u(z)v(z), ztejmé plati djr(u,v) = br(u,v))
a jy (odpovida hrani¢ni formé by, (u,v) = S5 (t;(z) Du(z) Dv(z), piicem# opét
plati 07 (u, v) = bar(u, v).

3.3.2 Jednostranné okrajové podminky Newtonova typu

Dalsim moznym typem okrajovych podminek, které lze ziskat pfimym zobecné-
nim podminek Newtonova typu jsou néasledujici podminky: v standardnich pred-
pisech pro Newtonovy podminky staci vazat hodnoty (véetné hodnot jeji derivace)
hledané funkce na hranici pfislusnymi predpisy pouze od jisté hodnoty (napf. od
nuly) a pouze v jednom sméru (tj. jen na jedné strané), druhym smérem pone-
chame jeji hodnoty bez omezeni (volny pohyb konce), a dostaneme tak zobecnéné
jednostranné Newtonovy okrajové podminky.

Mechanicky vyznam takovych podminek je zcela zfejmy a predstavuje jedno-
strannou posuvnou nebo natacivou pruzinu. Matematicka formulace odpovidajici
ulohy vede na nelinearni varia¢ni rovnici. Jeji tvar je analogicky standardni New-
tonove tloze, kde vSak v hrani¢ni formé nyni uvazujeme pouze jednostranné hod-
noty posunuti nebo natoceni, tj. u(x)* a Du(z)™, z = 0, L. Pokud jsou zadény na
hranici pouze podminky tohoto typu a nejsou kombinovany napt. s Dirichletovou
podminkou, je vysledna tiloha pouze semikoercivni a neni mozné zadavat data
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ulohy zcela libovolné, ale je nutné navic formulovat podminky fesitelnosti svazu-
jici (vhodnym zptisobem zajistujicim existenci ¢i jednozna¢nost feseni) zadavana
data tlohy. Podrobnosti i pfesnou formulaci tilohy opét z divodu struc¢nosti vy-
nechame, uvadime pouze schemata odpovidajicich podminek a odpovidajicich
potenciali.
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Obr. 5.1: Znézornéni okrajovych podminek pro jednostranné pruzné ulozeni
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Obr. 5.2: Znazornéni okrajovych podminek pro jednostranné pruzné natoceni

Z uvedenych obrazkt je snadno vidét, Ze jednostranné okrajové podminky
Newtonova typu lze ziskat z bilateralnich podminek Newtonova typu limitnim
prechodem jedné z tuhosti t;, m;, i = 1,2 k nule. Napf. pro vyjasnéni souvislosti
mezi schematy na obrazcich 4.3 a 4.4 a na obrazcich 5.1 a 5.2 (pro homogenni
ptipad h = 0,1 = 0) staci realizovat limitni pfechody to, mg — 0.

3.3.3 Newtonovy okrajové podminky s omezenim

Poslednim, zde ilustrovanym typem zobecnéni Newtonovych okrajovych podmi-
nek jsou podminky, které reprezentuji pruznou posuvnou nebo pruznou nataci-
vou podporu, ale tentokrate jen s ¢aste¢nou moznosti (jednostrannym omezenim)
prenosu tahovych nebo ohybovych namahéani. Tato, pro technickou praxi velmi
realistickd okrajova podminka mé vSak za nésledek komplikace pfi matematické
formulaci tlohy, analyze jeji feSitelnosti, a pfedevsim pii numerickém feSeni dis-
kretizované tlohy. V tomto pfipadé je pro analyzu vysledné tlohy ve spojitém
ptfipadé nutné pouzit aparat hemivaria¢nich nerovnic (viz napi. [6]), protoze ¢len
odpovidajici této podmince ve funkcionalu celkové potencialni energie je nedife-
rencovatelny a nekonvexni.

Schema této okrajové podminky a tvar prislusného superpotencialu jsou na
nasledujicich obrazcich, dalsi podrobnosti vynechame, a zajemce odkazujeme na
knihu [6].
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Obr. 6.1: Okrajové podminky pro pruzné ulozeni s omezenim
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Obr. 6.2: Okrajové podminky pro pruzné natoceni s omezenim

3.4 Neklasické okrajové podminky: Nerovnice

V této casti uvedeme dva zakladni typy okrajovych podminek vedoucich na tlohy
ve tvaru variacnich nerovnic 1. a 2. druhu, ptfipadné jejich kombinaci ¢i dokonce
zobecnéni, pro dalsi podrobnosti odkazujeme napiiklad na [3], [4], nebo [6].

3.4.1 Jednostranné okrajové podminky Signoriniho typu

Opét jde o neklasické okrajové podminky, kdy tentokrate ale nepfedepisujeme
hodnoty neznamé funkce ¢i jejich derivaci, ani jejich vzajemnou kombinaci, nybrz
jen jejich jednotlivd omezeni a vzdjemné sdruzeni (urcend v podstaté aplikaci
Greenovy véty) na hranici oblasti. V jistém smyslu jde o zobecnéni jednostranné
Newtonovy okrajové podminky (viz také obrazky 5.1 a 5.2) pro neomezeny riist
velikosti odpovidajich tuhosti posuvnych a natacivych pruzin, tj. pro pripad, kdy
t,m — oo (viz také schema na obrazku 7.). Potom pro jednostranné ,tuhé*
posuvné i natacivé ulozeni konci nosniku v x = 0, L a v homogennim ptipadé
plati
T(x) <0, u(z) <0, T(zx)u(x) =0,

M(z) >0, Du(xz) <0, M(x)Du(z) =0, x =0, L.

Volba prostoru virtualnich posunuti zavisi na volbé predepsanych omezeni, tj. na
stanoveni, ktery predpis a kde se ma realizovat (x = 0, L), a v obecném piipadé
m4 tvar V = H?(Q). Varia¢ni fomulace tilohy na konvexni mnoziné kinematicky
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ptipustnych prihybu K, kde K = {v € V | v(z) < 0,Dv(z) < 0,z = 0, L} ma
tvar eliptické varia¢ni nerovnice 1. druhu, to je

veK: alu,v—u)>(f,v—u) proVoek.

Pro existenci a jednoznacnost varia¢niho feseni je i v tomto ptipadé tieba zfor-
mulovat podminky FeSitelnosti (viz napt. [3], [7] ¢i [8]): pro zadéni Signoriniho
podminek na celé hranici ma mnozina kinematicky piipustnych tuhych posunuti
tvar CNR=P;,kde Py ={pePy|plx) <0, 2=0,L}.

f'u

ani
a*u
an;g

O, i, au
" an

Obr. 7: Znazornéni okrajovych podminek pro jednostranné tuhé ulozeni

3.4.2 Okrajové podminky pro dané ,tuhé“ treni

Pro zadani okrajovych podminek reprezentujicich alespon jednoduchym zpt-
sobem vliv tfeni budeme v této praci rozliSovat jednak tzv. ,tuhé“ a jednak
,pruzné“ dané tfeni, a to podle zptisobu odezvy posunuti (natoceni) na velikost
odpovidajici reakce.

V ptipadé daného tuhého tfeni omezujeme pribéh posunuti ¢i natoceni veli-
kosti reakci a momentti pomoci néasledujicich predpisi

IT0)] < gro, [T(L)| < grr, M) < guo, [M(L)] < gML7
gM,O’Du(O)‘ - M(O)DU(O) 0, gM,L|DU(L)| - (L)D ( )
gro|w(0)| + T(0)u(0) =0, g p|u(L)] +T(L)u(L) =0

a formulace tlohy (varia¢ni nerovnice 2. druhu) s danym tfenim v podporach ma
tvar

a(u,v —u) 4+ j(v) — j(u) > (f,v —u) proVv eV,

kdyZ nyni pfedpokladéme, Ze funkcionaly ji, : H*(Q2) — R!, i = 1,2, jsou pro
x = 0, L identicky nulové a V = H?(Q). Pfipominame, Ze k zajisténi fesitelnosti
vySe formulované tlohy musime splnit opét podminky bilancujici (prostfednic-
tvim zatiZeni) hodnoty daného t¥eni s reakcemi v podporéach, kdyz nyni ma od-
povidajici faktorprostor tvar H2(2)/R a ziejmé plati VN'R = R, kde R = P;.
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Obr. 8.1: Okrajové podminky pro posunuti s danym ,,tuhym® a tfenim
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Obr. 8.2: Okrajové podminky pro natoceni s danym ,tuhym* tienim

3.4.3 Okrajové podminky pro dané ,pruzné“ treni

V tomto ptipadeé jde o typ okrajovych podminek kombinujici podminky pro dané
tfeni s podminkami Newtonova typu. Z pohledu mechaniky podminky piedsta-
vuji chovani pruznych podpor s pfedepsanymi omezenimi velikosti odpovidajicich
reakci (analogie vetknuti s plastickym modelem).

Poznamenejme, zZe tuto tlohu je vhodné formulovat jako minimalizac¢ni tlohu,
kdyz préace tohoto modelu tieni bude reprezentovana potencialem jehoz charakter
je z divodi strucnosti schematicky zndzornén na obrazku 9.1 (pro posuvné tieni)
a 9.2 (pro natacivé tieni). Resitelnost tlohy je v obecném piipadé tieba zajistit
dalsimi bilanénimi podminkami.

-h h u

Obr. 9.1: Okrajové podminky pro posunuti s danym ,,pruznym* tfenim
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Obr. 9.2: Okrajové podminky pro natoceni s danym ,,pruznym“ tienim

3.5 Kombinované neklasické okrajové podminky

V této ¢asti uvedeme struéné (podrobnosti 1ze nalézt napf. v [7] az [9]) charakter
dalsich moznych typi okrajovych podminek, jez dostaneme kombinaci predcho-
zich typi.

3.5.1 Jednostranné okrajové podminky s danym ,tuhym® trenim

Je ziejmé, Ze doposud uvedené zakladni typy okrajovych podminek lze nejriz-
né€jsim zpusobem kombinovat. Jednim z nejjednodussich zptsobt zobecnéni je
nasledujici postup kombinujici bilateralni modely s jednostrannym omezenim.
Pokud napf. uvazujeme pouze jednostrannou podporu s modelem daného tuhého
tfeni, je vysledny pfispévek takovéto okrajové podminky k bilanci funkcionalu
celkové potencialni energii mozno charakterizovat potencidlem schematicky znéa-
zornénym na nasledujicich obrazcich (pro posuvné i nata¢ivé podpory).
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Obr. 10.1: Znazornéni jednostrannych podminek pro posunuti se tfenim
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Obr. 10.2: Znazornéni jednostrannych podminek pro natoceni se tfenim

Dalsi postup pii matematické formulaci tlohy i analyze jeji fesSitelnosti je

analogicky s pfedchozimi, a nebudeme jej zde uvadeét.
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3.5.2 Jednostranné okrajové podminky s danym ,pruZnym* trenim

Analogicky jako v pfedchozim odstavci mizeme ziskat dalsi model okrajové pod-
minky kombinaci bilateralniho modelu pro pruzné tfeni s jednostrannym ome-
zenim. 7 nasledujicich obrazki jsou ziejmé jak ideje tohoto postupu tak i tvar
prislusného potencidlu reprezentujiciho praci treni. VsSechny podrobnosti opét
vynechame.
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Obr. 11.1: Znazornéni jednostrannych podminek pro posunuti se tfenim
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Obr. 11.2: Znazornéni jednostrannych podminek pro natoceni se tfenim

3.5.3 Dalst kombinace: zobecnéni

Je zfejmé, ze predlozené typy a kombinace okrajovych podminek 1ze jesté dale
kombinovat a zobecnovat. Napf. na nékteré formulované okrajové podminky lze
pridat jesté dalsi omezeni, nebo naopak castecna uvolnéni danych omezeni. Zde
jsme chtéli uvést, podle naseho nazoru, typické podminky ilustrujici zakladni
nebo vyznamné odlisnosti ve vysetfovanych modelovych tlohach. Jednou z cest
je napftiklad nasledujici, pro potfeby praxe vSak velmi realistické zobecnéni.

3.5.4 Okrajové podminky Signoriniho typu kombinované s Newto-
novymi a omezenim

Jestlize pridame k podmince reprezentujici jednostrannou pruznou natacivou
nebo posuvnou podporu dalsi omezeni natoceni ¢ prithybu (napi. z konstrukénich
davodi), dostaneme podminku znazornénou schematicky na obr. 12.
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Obr. 12: Znézornéni podminek pro jednostrannou pruznou podporu s omezenim
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Tento typ omezeni lze samoziejmé pridat prakticky ke vSem zde uvadénym
okrajovym podminkam. Takto ziskdme dalsi zobecnéni podminek jez 1épe vyja-
diuje potteby a realitu technické praxe.

Podékovani

Autor prispévku povazuje za svou milou povinnost podékovat na tomto misté
Grantové agentuie Ceské republiky za finanéni podporu jeho vyzkumné &innosti.
Piedlozen4 prace byla realizovana v rdmci grantu GA CR 105/99/1651.

Reference

[1] Aubin, J. P.: Approximation of Elliptic Boundary Value Problems. Wiley-Interscience,
London, 1972.

[2] Kufner, A., John, O., Fu¢ik, S.: Function Spaces. Academia, Praha, 1977.
[3] Haslinger, J., a kol.: Variaéni nerovnice v mechanice. ALFA, Bratislava, 1979.

[4] Glowinski, R.: Numerical Methods for Nonlinear Variationals Problems. Springer Verlag,
New York, 1984.

[5] Hordk, J.: On solvability of one special problem of coupled thermoelasticity, Part I. Acta
Universitatis Palackianae Olomucensis, Facultas Rerum Naturalium, Mathematica 34
(1995), 39-58.

[6] Haslinger, J., Miettinen, M., Panagiotopoulos, P. D.: Finite Element Method for Hemi-
variational Inequalities. Theory, Methods, Applications. Kluwer Academic Press, London,
1999.

[7] Hordk, J. V.. O okrajovych podminkdch a fesitelnosti ulohy ohybu nosniku. In: Sbornik
8. seminare ,Moderni matematické metody v inzenyrstvi — 3u“, Dolni Lomna, 9.-11. 6.
1999, ed. J. Dolezalova, VSB-TU Ostrava, 38-44.

[8] Hordk, J. V.: Pozndmka k fesitelnosti semikoercivnich pripadi dlohy ohybu nosniku na
jednostranném podkladé a pro ruzné typy okrajoviych podminek. rukopis — nepublikovano,
KMAaAM, PiF UP Olomouc, 1999.

[9] Hordk, J. V.: On One Class of Non-classical Boundary Conditions Splitting 1D Coupled
Thermoelasticity Problems. zaslano a prijato na IMSE 2000, Universita of Alberta, Kanada;
Preprint, K MAaAM, PiF UP, Olomouc, 2000.

[10] Hordk, J. V.: Modelovdni ohybu kruhovych desek s neklasickymi okrajovymi podminkami.
rukopis — nepublikovdno, KMAaAM, PiF UP, Olomouc, 2000



