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Abstract

The paper deals with generalized inverses to a class of large-scale ma-
trices arising from the TFETI domain decomposition method. It is shown
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On determining the Moore—Penrose inverse )

1 Introduction

The FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) method [8] belongs
to the most efficient domain decomposition techniques for the numerical solution
of boundary value problems described by elliptic partial differential equations
(PDEs). The algebraic problem arising from the FETI method consists of the
saddle-point system, i.e., the problem for finding (i, \) € R” x R™ satisfying:

(55 ) ()= () 2

where A € R"*" is the stiffness matrix, B € R”*" is the “gluing” matrix, f € R",
and g € R™. Let us note that \ is the vector of Lagrange multipliers enforcing
the continuity of the PDE solution.

There are two main benefits of the FETI approach. Firstly, the stiffness matrix
has a block diagonal structure that enables us to handle the blocks in parallel.
Secondly, the condition number of all blocks and, consequently of the whole
stiffness matrix, may be independent on the size of the discrete problem (under
additional assumptions on the finite element partitions). It is well-known that
convergence of conjugate gradient type methods is determined by the condition
number of the matrix [10]. Therefore the number of iterations needed to get a
solution to (1.1) with a given accuracy may be independent on the size of the
discrete problem, as well. This property is known as the scalability of the method.

The classical FETI algorithm [8] consists of eliminating the first unknown wu
from (1.1) after that the resulting (dual) linear system in terms of A is solved
iteratively. As the diagonal blocks in A may be singular, the elimination requires
to use a generalized inverse to A and a basis of the null-space of A. One of reasons
for developing variants of the FETI method was the effort to overcome difficulties
in computing with generalized inverses and in identifying null-spaces. The variant
FETI-DP [7, 13] modifies the original FETT method so that A is non-singular.
Then the null-space is trivial and the inverse to A exists. The opposite strategy
gave rise to the TFETI (Total FETI) method [4] in which also the Dirichlet
boundary conditions of the PDE problem are enforced by Lagrange multipliers.
In this case, the null-space is as large as possible, since all diagonal blocks in A
are stiffness matrices to the original PDEs with the pure homogeneous Neumann
boundary conditions. The advantage is that the null-space basis is known a-priori
and, in addition, it may be assembled by mechanical arguments with negligible
cost.

The main goal of our paper is to show how to handle in the TFETI method
with the generalized inverse to A. As stiffness matrices to elliptic PDE problems
are symmetric, positive definite, the generalized Cholesky factorization can be
applied [10]. Then, by inverting the regular part of the Cholesky factor, one can
easily get a generalized inverse to A. Unfortunately, the factorization procedure
is sensitive to round-off errors, as the zero pivots must be recognized. Therefore
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Farhat and Gerardin [6] proposed to finish the Cholesky factorization by the
singular value decomposition (SVD) when it is appeared a pivot that is suspected
of zero. This technique leads to the robust algorithm. The other development
of this idea was done by Dostél et. al. [5] whose proposed to detect actively
small principal submatrices of A that are decomposed by the SVD while the
(non-singular) rest of A is treated by the Cholesky factorization again. Their
numerical experiments confirmed that the resulting generalized inverse may be
sufficiently close to the Moore—Penrose (MP) one. It should be noted that the
MP inverse is the best generalized inverse for the TFETI method. The reason
is that it minimizes (among all generalized inverses) the norm of the computed
vector [3] that keeps the FETI algorithm as stable as possible. This fact is highly
important when the saddle-point system (1.1) is large. Our results will show that
the (exact) MP inverse can be obtained from an arbitrary (stable computable)
generalized inverse modifying it by the orthogonal projector on the range-space
of A. Since the orthogonal projector is available in the TFETI method due to the
knowledge of the null-space basis, the MP inverse may be easily implemented.
Our idea is closely related to Pyle’s algorithm [18] which, however, assembles
the MP inverse projecting the generalized inverse computed by the orthogonal
factorization of the matrix.

The paper is organized as follows. Section 2 deals with a generalized inverse to
an arbitrary (rectangular) matrix. We derive the three-condition characterization
of the MP inverse based on identifying its null-space and range-space. Then we
prove how to get the MP inverse from an arbitrary generalized inverse using
orthogonal projectors. In Section 3 we discuss the MP inverse for solving saddle-
point systems. The eigenvalue analysis shows that the condition number of the
dual projected equation is bounded by the condition number of A. Applying
this result in Section 4 we prove the scalability of the TFETI method for simple
model problems in one and two space dimensions (1D and 2D).

2 Generalized inverses and projectors

In this section, we prove three conditions determining the Moore—Penrose (MP)
inverse to a rectangular matrix. Then we show how to adapt an arbitrary gener-
alized inverse into the MP one using orthogonal projectors. Before getting these
results we start with preliminaries.

Let R™*" be the set of m x n real matrices and let A € R™*". The symbols
Ker A and Im A stand for the kernel (null-space) and the image (range-space) of
A, respectively. The rank of A is defined by r(A) := dimIm A and it is known
that r(A) = 7(A"), where A" is the transpose to A. Finally, let I denote the
(square) identity matrix.

By a generalized inverse to A we call such X € R™*™ that satisfies the following
equation:

A=AXA. (2.1)
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Let us note that there is a generalized inverse for any A but it is not uniquely
determined by (2.1). The MP inverse to A, denoted here by A', is a particular
generalized inverse that is unique for any A. There are various definitions of AT.
Here we will define AT by the singular value decomposition (SVD) of A.

Theorem 2.1 Let A € R™™ be of rank r = r(A). There are orthogonal U €
R™ ™V € R™™™ and diagonal 3 € R™*™ with non-negative entries so that

A=UxV". (2.2)

Moreover, the diagonal entries of ¥ can be sorted in the decreasing order so that

z:@g) (2.3)

where & € R™ s the non-singular part of X.

Proof. See [1]. O

By the SVD of A we understand U, V, and ¥ satisfying (2.2) and (2.3). Let
us note that the SVD is uniquely determined by (2.2) and (2.3) for any A. In
addition we split U and V' accordingly to (2.3), i.e., Uy € R™*" U, € R™*™™ 7
Vi € R and Vo € R™" " are such that U, V take the form U = (Uy, Us),
V = (W1, V), respectively. Then

A = (Uh,Uy) (% g) (“g) (2.4)

AT = (Vi Vo) (% ) () (25)

The following lemma shows the orthogonal decompositions of R” and R" defined
by A and AT, respectively.

and

Lemma 2.1 It holds:

R"=ImA ®Ker AT and ImA 1 KerAT; (2.6)
R"=ImA" ®KerA and ImAT L KerA. (2.7)

Proof. The columns of U from the SVD of A are basis in R™. Further (2.4) and
(2.5) imply that the columns of U; and U, are the orthogonal bases in Im A and
Ker AT, respectively. The relations (2.6) follow from U = (Uy, Us). The proof of
(2.7) is analogous. O

Now we give the definition of the MP inverse based on the SVD.
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Definition 2.1 Let A € R™ " be given. By the MP inverse to A we call AT

d db
ety So\ (U]

where U, V| and S are determined by the SVD of A.

It is easy to verify that the MP inverse given by (2.8) is the generalized inverse,
i.e., (2.1) is satisfied for X = A". The following lemma follows immediately.

Lemma 2.2 Let A" be the MP inverse to A. Then
Ker AT = Ker AT, ImA"=TIm A", (2.9)
Proof. Compare (2.8) and (2.5). O

Remark 2.1 Let us note that Moore’s definition [15, 11] of the MP inverse,
more or less forgotten, tell us that the MP inverse AT is fully determined by the
following three conditions:

A=AATA, ImA"CImA", Im(AH" CImA.

We will prove, in spite of Moor’s definition, that the MP-invese is fully deter-
mined by (2.9). We will need several auxiliary results. First of all we recall the
well-known conditions used by Penrose [16] to define the MP inverse.

Lemma 2.3 Let A € R"™" be given. Then X is the MP inverse to A, i.e.
X = AT, iff

A=AXA XA=(XA)T, AX=(AX)", X =XAX. (2.10)

Proof. There is a unique X determined by (2.10); see [1]. One can verify that
X = AT given by (2.8) satisfies all equations (2.10). O

Lemma 2.4 Let P be a square matriz. If Im P | Im(I — P), then P is symmet-
TiC.

Proof. The orthogonality of Im P and Im(/ — P) is equivalent to P (I — P) =0
so that PT = PTP = (PTP)T = (PT)T = P. =

Any square matrix P satisfying P? = P is called the projector on Im P. More-
over, if Im P | Im(/ — P), then the projector P is called orthogonal.

Lemma 2.5 Let P be a projector. Then P is orthogonal iff it is symmetric.

Proof: As Lemma 2.4 holds, it remains to prove that the symmetry implies the
orthogonality. It is PT([ — P)=P" — PP =P — P? =0. 0
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Lemma 2.6 Let X be a generalized inverse to A. Then
(i) Y := AX 1is the projector on Im A;

(ii) I — Y7 is the projector on Ker AT ;

(iii) Z := (X A)" is the projector on Im AT ;

(iv) I — Z7 is the projector on Ker A.

Proof: As Y? = AXAX = AX =Y, we see that Y is the projector on ImY C
ImA. For x € ImA, © = Ay, we obtain Yo = AXAy = Ay = x so that
ImY =ImA and (i) holds. Further, (I =Y ")2 =1-2YT + (Y2 =1-Y"
implies that I — Y " is the projector on Im(I — Y "). Moreover, A" (I —Y ") =
AT — ATXTAT = 0 yields Im(/ —Y") C Ker A". For 2 € Ker AT, we have
(I-YNax=x2—X"ATx =xsothat In(/ —Y ") = Ker AT and therefore (ii) is
true. The proof of (iii) and (iv) is analogous. O

Corollary 2.1 Let X be a generalized inverse to A. It holds:
(a) ImAX =Im A;

(b)) Im(I — (AX)") =Ker AT;

(c) Im(XA)T =ImAT;

(d) Im(I — X A) = Ker A;

(e) Ker(AX)" = Ker AT;

(f) Ker(I — AX) =Im A;

(9) Ker XA = Ker A;

(h) Ker(I — (XA)T) =ImA".

Proof. The statements (a)-(d) follow from Lemma 2.6 and (e)-(h) are the equal-
ities of the respective orthogonal complements. O

Now we prove the three conditions determining the MP inverse.

Theorem 2.2 Let A € R™*" be given. Then X is the MP inverse to A, i.e.
X = AT, iff

(i) A= AXA,

(ii)) In X =Im AT,

(iii) Ker X = Ker AT.

Proof. As Lemma 2.2 holds, it remains to prove the converse implication “<”.
We will verify (2.10);-(2.10);. The first condition (2.10); holds since it is (i).
The trivial inclusion Im X O Im X A and (ii) imply Im A" O Im X A. By Corol-
lary 2.1(c) we obtain (A7) = r((XA)") = r(XA) so that InAT = Im X A.
Using (2.7) and Corollary 2.1(d) we arrive at

InXA=ImA" L Ker A =Im(I — XA).

Therefore Lemma 2.4 implies XA = (X A)T that is (2.10),. To prove (2.10)3 we
start with (iii) and Corollary 2.1(e) that give Ker X = Ker(AX)". Passing to the
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orthogonal complements we get Im X T = Im AX that yields (X ") = r(AX) =
r((AX)T). This equality together with the obvious inclusion Im X" D Im(AX)"
lead to Im X" = Im(AX)". By (2.7), again (iii), and Corollary 2.1(b) we get
Im(AX)" =Im X" L Ker X =Ker A" =Im(I — (AX)").
Now Lemma 2.4 implies AX = (AX)" that is (2.10)3. Moreover we obtain
ImX " 1 Im(I — AX)
or, equivalently, X (I — AX) = 0 that proves (2.10),. O

Example 2.1 Let us consider the (symmetric) matrix

11
=)
with Im A and Ker A determined by the vectors (1,1)" and (1, —1)T, respectively;
see Figure 2.1. Let us define Sx := > x;; for X = (x;) € R¥?. Tt is readily

Ker A |1 1
Ker X v
X9 4]
Tm X v
Im A
Figure 2.1: Given A. Figure 2.2: Arbitrary general-

ized inverse X.

T
Ker X,
)
Im X1
Figure 2.3: Generalized inverse Figure 2.4: MP inverse X, = AT,

X, with arbitrary Ker Xj.
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seen that AX A = A is equivalent with Sx = 1. Therefore the generalized inverse
to A can be obtained from each M € R?*? such that Sy # 0 by

X =S5, M. (2.11)
We will show how to modify an arbitrary generalized inverse X into the MP one.

Let us introduce M with the image and the kernel generated by the nonzero
vectors v = (v1,v9) " and w = (wy, wy), respectively, i.e.,

U2
Let us define the generalized inverse X by (2.11); see Figure 2.2. Note that
SM == (Ul + UQ)(’UJQ - wl) (212)

and Sy; # 0 implies v; # —wv9 and w; # wsy or, in other words, Im X # Ker A
and Ker X # Im A for any generalized inverse X. The orthogonal projector on

Im A reads as follows:
po_ (1212
A= \1/21/2)"

som k=5 ({33 e

Now

is the generalized inverse with Im X; = Im A and Ker X; = Ker X; see Figure 2.3.
Further

is the generalized inverse with Im X5 = Im A and Ker X, = Ker A; see Figure 2.4.
Therefore X, = A" by Theorem 2.2 and, moreover due to (2.12), it follows

1/2 1/41/4
T _

0= (V) - (A1)
The observations of the example hold in general.

Theorem 2.3 Let A € R™*™ be given. Let X be an arbitrary generalized in-
verse to A and let Py and P4+ be the orthogonal projectors on Im A and Im A™,
respectively. Then

Al = P,r XPy. (2.13)
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Proof. Notice that P, P4t are symmetric by Lemma 2.5. We obtain P4A = A
and AP, = (Py7AT)T = (A")T = A. Now we will verify that AT defined by
(2.13) satisfies (2.10);-(2.10)4. The first equality (2.10); is straightforward since

AATA = AP, wXPyA = AXA=A. (2.14)

To prove (2.10), we take arbitrary x,y € R™ and consider respective z,, z, € R™
so that Pyrz = ATz, Pyry = A"z,. Then

2TATAy =2 Py XPiAy = 2 Pyr XAy = 2] AXAy = 2] Ay = 2" Pyry
=2'ATz, = 2TATXTATz, = 2"ATX Pyry = 2" (PyrXA)Ty
= 2" (PyrXPyA) 'y = 2" (ATA)Ty

yields (2.10)3. The proof of (2.10)3 is analogous. Finally, let us consider = € R",
y € R™, and z, € R" so that P,y = Az,. We derive

v ATA Aly = 2 TATA Pyr XPay = 2TATA Pyr XAz, = xTATAXAzy
=z  ATA zy = 2 APy = 2" Py X PsPay
=z Aly

that proves (2.10),. O

Remark 2.2 The orthogonal projectors in (2.13) can be expressed by the SVD
(2.4) as Py = I — VoV, and Pyr = I — U,U; . 1t is easily seen that V5 and U,
in P, and P4t may be replaced by an arbitrary matrix whose columns form the
orthogonal bases in Ker A and Ker AT, respectively. In the next section, we will
assume that the knowledge of such bases is an a-priori information about our
problem.

Remark 2.3 If m = n and A is symmetric, then (2.13) simplifies into AT =
P,XP,. The necessary and sufficient conditions characterizing the MP inverse
take the form:

A=AXA, ImX=ImA, X issymmetric,

or
A=AXA, KerX =FKerA, X issymmetric.

3 MP inverse in saddle-point systems

This section deals with solving saddle-point linear systems with singular diago-
nal blocks by the method combing the Schur complement reduction with orthog-
onal projectors. This solution strategy is an algebraic background for various
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variants of the FETI method [8, 4]. In terms of the standard saddle-point ter-
minology [2] it is the combination of the range-space method and the null-space
method applied to the primal and the dual saddle-point system, respectively. We
shall see that the use of the MP inverse based on (2.13) is natural and it simplifies
both the implementation as well as the analysis.

First of all we introduce notation. Let V C R? be a subspace. The kernel
and the image of any matrix M € RP*? on V will be denoted by Ker(M|V) and
Im(M|V), respectively. If M is symmetric, positive semi-definite (with p = ¢)
on V, we will denote the largest eigenvalue on V by o, (M|V) and the smallest
eigenvalue on V by o (M|V). The spectral condition number of M on V is
defined by
Omax(M|V)

Omin(M|V)

Moreover, when V. = R? we write as before Ker M = Ker(M|V), InM =
Im(M|V), and opmin(M) = Omin(M|V), Omax(M) = 0max(M|V), k(M) := c(M|V).

Let us note that 0 < op(M|Im M), opax(M|[Im M) = opax(M), and
k(M| Im M) < +o0, if M is the non-zero matrix.

R(M|V) =

3.1 Algorithm

We shall consider the problem for finding (u, A) € R™ x R™ satisfying:

(-0

A BT
A= )
B 0
where A € R™ " is symmetric, positive semi-definite, and singular, B € R"*",

f € R" and g € R™. We suppose that (3.1) is uniquely solvable that is guaran-
teed by the following necessary and sufficient conditions [12]:

with the saddle-point matrix

Ker B = {0},

Ker A NKer B = {0}.
Notice that (3.2) is the condition on the full row-rank of B. Moreover, we assume
that an orthonormal basis of Ker A is known a-priori and that its vectors are

columns of R € R**! [ = n —r(A). Then Py = [ — RR" is the orthogonal
projector on Im A and the MP inverse to A is given by Theorem 2.3 as

A" = (I - RR")X(I — RR"), (3.4)
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where X is an arbitrary generalized inverse to A. Under our assumptions X is
easily available by a variant of the Cholesky factorization [5].
The first equation in (3.1) is satisfied iff

f—B'AeImA (3.5)

and
i=A'(f —B")\) + Ra (3.6)

for an appropriate & € R!. Let us note that A'(f—BT\) € Im A and Ra € Ker A.
Since Im A is the orthogonal complement of Ker A, & is determined uniquely by
(3.6) and, moreover, (3.5) can be equivalently written as

R'(f—=B"\) =0. (3.7)
Further substituting (3.6) into the second equation in (3.1) we arrive at
—BA'B'"\+ BRa = g — BA'f. (3.8)

Summarizing (3.8) and (3.7) we find that the pair (), @) € R™ x R! satisfies:

(2)-()

TRT _
S:Z(BAB BR)

where
—R"BT 0

is the (negative) Schur complement of Ain A, d := BATf —g,and e := —R" f.
As both S and A are simultaneously invertible [12], we can compute first (A, @) by
solving (3.9) and then we obtain @ from (3.6). Let us note that (3.9) has formally
the same saddle-point structure as that of (3.1), however, its size is considerably
smaller.

Before discussing the solution method for (3.9) we introduce new notation

F:=BA'B", G:=-R'B'

(6% ) (e)=(2) 619

Now we shall split (3.10) using the orthogonal projector Py on Ker G. As (3.3)
implies that G is of full row-rank, we can identify Py with the following matrix:

which renders (3.9) into

Pg:=1-G"(GG")'G.
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Applying Py on the first equation in (3.10) we obtain that \ satisfies:
PG'FA:P(;d, G\ =e. (311)

In order to arrange (_3.11) as one equation on the vector space Ker GG we decompose
the solution \ into A\, € Im G and Aker € Ker G as

A = Aim + AKer- (3.12)
Since A\p, is easily available via
Aim = GT(GGT)’le,

it remains to show how to get Aker. Substituting (3.12) into (3.11) we can see
that \ke satisfies:

PoFAker = Pg(d — Fj\lm), Mer € Ker G. (313)

Let us note that this equation is uniquely solvable, as PoF' : Ker G + Ker G is
invertible iff A is invertible [12]. Finally note that, if A\ is known, the solution
component & is given by

a= (GG 'G(d— F\). (3.14)

3.2 Eigenvalue analysis

The key point of the presented algorithm is the equation (3.13). Its solution can
be computed by the projected variant of the conjugate gradient method [8]. As
the rate of convergence of this method is determined by the condition number [10],
we shall analyze bounds on the eigenvalues of P F' on Ker G.

First note that P;F is symmetric on Ker G:

pw PoFv=p" PoFPov=v PyF"Piu=v"PoFu Yu,v e KerG.
It is also easy to see that Pg [ is positive semi-definite on Ker G:
W' PoFu=pu"PeBATB Pop >0 VYu € KerG.

As P F is invertible on Ker G, one can deduce that it is positive definite on Ker G.
Bellow we will prove an positive lower bound for the smallest eigenvalue of PgF
on Ker G. To this end, we will assume that there are constants 0 < c41 < ca2
such that

can < Omin(A|ImA)  and  opax(A4) < cao. (3.15)

Moreover, as the matrix BB is positive definite due to (3.2), there are constants
0 < ¢p1 < ¢y such that

g1 < Omin(BB') and  opax(BB') < cpa. (3.16)

We obtain immediately the following result.
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Lemma 3.1 Let AT be the MP inverse to symmetric, positive definite A. Then
CZ}Q < Omin(ATIm A),  opax(AT) < c;ll. (3.17)

Proof: Tt follows from the definition (2.8) of A, since the non-zero eigenvalues
of A are the diagonal entries of 3 in the SVD (2.4), and Im A = Im AT. O

Now we shall prove the main result of this section.

Theorem 3.1 Let PoF' be the operator of (3.13). Then

02}20371 < Omin(PoF| Ker G),  opax(PoF| Ker G) < 02}10372, (3.18)
and
k(PoF|Ker G) < 2. A2 (3.19)
CB1 CAjl

Proof: As the proofs of both bounds (3.18) are analogous, we confine ourself to
the lower bound:

TPoF TBATBT
Omin(PoF| Ker G) = min p febp o BAL p

nekee G plp RTBTu—0 plp
u#0 n#0
_ v'Alw u"BBTp ) vT Aty . u' BBy
B DY T g Il,Tamel BT vlv Keec  utp
— er
sy T et g e
u#0
Further using (3.16),
TBBT
min MTi,U = Omin(BB"| Ker G) > Omin(BB") > ¢p4
neKer G JIR 7
u#0
and, by Lemma 3.1,
T At T At
v' Aty v Alv
min > min ——— = oy (AT Im A) > 7L,
velm ANIm BT U'v  welmA vlwv min(A'] ) 2 Ca
v#0 v#0

Therefore
Omin(PoF| Ker G) > CZ}QCBJ

that is the lower bound. The inequality (3.19) follows immediately from (3.18).
O
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Remark 3.1 Let the MP inverse A" in F' be replaced by an arbitrary generalized
inverse X satisfying solely AX A = A. Then Theorem 3.1 remains valid. To prove
this result it is enough to show that the eigenvalue bounds (3.17) does not depend
on the choice of a generalized inverse:

. v Xw , w' AX Aw . w A
Omin(X|ImA) = min ——— = min ———— = min ————.
velmA  vTv w=wo+wy wl A%w wiem A w, A?w,
v#0 woEKer A,wi€Im A w170
w170

Therefore
Omin(X|Im A) = amin(AT| ImA) > 02}2

and analogously for the largest eigenvalue.

Remark 3.2 When B is not full-row rank matrix, then PgF is singular on Ker G.
In particular, there is 19 € Ker BT, g # 0, BT j1g = 0, and Gpo = R" BT iy = 0,
for which

p1o BATBT g

Omin(PaF| Ker G) =
(FeF] ) g Ho

= 0.

4 Application in the TFETI method

Applying previous results to the saddle-point osystem (3.1) arising from the
TFETI method [4] we will prove that the condition number of PF on Ker G
may not depend on the size of the problem. First we mention main principles of
the TFETT method.

The FETT as well as the TFETI methods belong to the class of non-overlapping
domain decomposition methods proposed for the parallel solution of boundary
value problems described by elliptic PDEs on a bounded domain Q C R%, d =
1,2,3. Let L denote the diameter of €). The idea consists of decomposing 2 into
sub-domains Q, k =1,...,s, so that Q = [J;_, @ and Q, N =0, k # [, and
considering the PDEs independently on each €. Therefore the corresponding
stiffness matrix A exhibits the block diagonal structure

A = diag(Ay,. .., Ay) (4.1)

with A;, € RNk being symmetric positive semi-definite. Let us note that the
number of sub-domains s is typically proportional to (L/H )¢, where H is the
diameter of the largest Q, while the size N, of A, corresponds to (H/h)?, where
h is the element norm of the finite element approximation. The sub-domain
interconnectivity is enforced by the second equation in (3.1), in which

B=(Bi,...,B, (4.2)

with By, € R™*Nr where m is proportional to > ;_, N,gdil)/d. Let us note that
finite element nodes shared by more than two sub-domains generate usually lin-
early dependent rows in B. In agreement with (3.2) we will assume that this
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redundancy is eliminated from B and that the resulting full-row rank matrix is
denoted by B again.

The TFETI method enforces also the Dirichlet boundary conditions through
the matrix B. The main advantage of this strategy is the fact that for each €2 we
generate the corresponding block A, of A as the stiffness matrix to the original
PDEs with the pure homogeneous Neumann conditions on the boundary of 2.
Consequently, all blocks A, exhibit the same kernel dimension, say [, and their
kernel basis may be identified by a mechanical interpretation of the PDEs [4].
In particular, we can assemble the basis for Ker A in the matrix R € R™**,
n=>,_, Ni, with the following block diagonal structure:

R = diag(Ry, ..., Ry), (4.3)

where R € RYV**! may be obtained without any computation. As (3.4) requires
orthogonality of R, we shall assume that columns of R are orthogonalized and
that the resulting orthogonal matrix is denoted by Rj again. Let us note that
the orthogonalization procedure (if it is necessary) is cheap due to the special
structure of Ry.

4.1 Model problem in 1D
Let Q= (0,L), L > 0. Let us consider the following problem:

—u"=binQ, w0)=0, u(L)=0, (4.4)

where b € C(2). Let all sub-domains €, of Q be of the same lengths H = L/s so
that Qp = (k —1)H,kH), k =1,...,s. On each Q; we consider an equidistant
partition with N nodes so that h = H/(N — 1). Note that the decomposition
parameter H and the discretization parameter h satisfy:

H
N=1+-- (4.5)

The approximation of (4.4) based on the TFETI method with the linear finite
elements leads to the blocks in (4.1) given by A, = A(h, N) € RV*N where

1 -1
12 -1
1
A(h,N) = + : (4.6)
-1 2 -1
~1 1

In each block By € R¥*Y of (4.2) there are at most two non-zero entries, i.e. “1”
in the first position of the kth row and “—1” in the last position of the (k + 1)th
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row (note that B, contains only one “—1" at the beginning of the last row).

Finally, all blocks Rj, € RYV*! of (4.3) read as follows:

Ry, = (1,...,1)". (4.7)

-

Lemma 4.1 The eigenvalues oy = oy,

—~

h,N) of A(h, N) read as follows:

oL = %(2—20056%), 0, = Ij\f’

Proof: Using the standard trigonometric formulas one can verify that v, =
(cos(j + Q)Qk)]: is the eigenvector corresponding to oy; see [17]. O
3)

Theorem 4.1 Let N > 4. Let P F be the operator of (3.13) given by (4.1)-(4.
arising from the TFETI method applied to (4.4). It holds:

:]

k=0,1,....N—1.

% < Opin(PoF| Ker G),
24 (h+ H)?
Omax (PoF| Ker G) < Tk - ,

96 H\?
K(PoF|KerG) < T (l—l-ﬁ) .

Proof: We estimate the constants from (3.15) and (3.16). As BB = diag(1,2,...,
.,2) € R*** we obtain immediately cg; = 1 and cg2 = 2. As all diagonal
blocks of A are A(h, N), it follows from Lemma 4.1 that

Omin(A|ImA) =07  and opax(A) = on_1.

Therefore we can take ¢4 2 = 4/h. To estimate c4; we use the Taylor expansion
for cos6y:

2
<_-5(93/2!——9%/4!%—9?/6!——9?/8!——...)

As N > 4, we have 6; < 7/4 < 1 so that 677 /(2j)! — 629"V /(2(j + 1))! > 0 and
therefore

2
o1 2 (632! - 61/41)

Further 7 > 0} implies

(71 11 9 = CAl-
—12n !
Substituting ¢, = 7/N and (4.5) we arrive at
B 117%h
AT D+ HE
The rest of the proof consists of using Theorem 3.1. O

Remark 4.1 For N = 3, we can take c41 = 01 = 1/h.
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4.2 Scalar model problem in 2D
Let Q = (0, L,) x (0, Ly), L, L, > 0. Let us consider the Poisson problem:

ou
v
where 74 = {0} x (0,L,), v, = 02\ 7y, b € C(Q2), and v denotes the unit
outer normal vector to the boundary 0€2. Let all sub-domains of {2 be rectangles
W = O, x O, where Q. = ((k, — 1)H., k.H.), k. = 1,...,s,, H. = L./s.
for z = x,y. The number of ) is s = 5,5, and the correspondence between
ks, k, and k is given by k = k, + (k, — 1)s,. Let us construct equidistant
partitions of the sides of {2 with the same stepsizes h, = H,/(N, — 1) and
h, = H,/(N,—1) for all k. Thus, each )y, is partitioned by N}, = N, N, nodes into
(N, —1)(N, —1) rectangles. Finally, we assume that each of the rectangles is cut
by its diagonal into two triangles. On this triangulation of §2; we define the finite-
element space of continuous piecewise linear functions that is used to approximate
the solution to (4.8) by the TFETI method. Let us note that h = (h2 + h§)1/2
and H = (H? + H§)1/2. The blocks Ay in (4.1) are given by

—Au =b inQ, u =0 on~y, =0 on 7,, (4.8)

A=A, 1, +1,®A,, (4.9)

where A, = A(h., N,) € RM=*"= ig defined by (4.6), I, € RN=*N= is the identity,
z = x,y, and ® stands for the Kronecker tensor product of matrices. The non
zero entries of blocks By, in (4.2) are “1” and “—1” on the positions corresponding
to the nodes lying on the boundaries 92, (the signs reflect an orientation of the
outer normal vector). Recall that we assume full-row rank B without redundant
rows. In order to simplify the next presentation we assume that, in addition, the
rows of B are orthogonal (due to an orthogonalization procedure with negligible
cost). Finally, note that the blocks Ry € RV*! in (4.3) are given by (4.7) again.

Theorem 4.2 Let N, = N, > 4 and H, = H,. Let PgF' be the operator of
(3.13) given by (4.1)-(4.3) arising from the TFETI method applied to (4.8). It
holds:
2h
L < Omin(PoF|Ker G),
16
_6v2 (h+H)

Omax(PoF| Ker G) < 12 P

96 H\?
K(PoF|KerG) < 12 (1 + %) .

Proof: The proof is analogous to Theorem 4.1. Now cp; = cp2 = 1, as B
is orthogonal. It is well-known that eigenvalues of any Kronecker product ma-
trix are given by products of eigenvalues of particular matrices [10]. Therefore
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(4.9) implies that all eigenvalues o(Ay) of Ay read as o(Ay) = 0(A,) + 0(4,),
where o(A,) and o(A,) are eigenvalues of A, = A(h,, N,) and A, = A(hy, N,),
respectively. As all diagonal blocks in A are the same matrices A, we obtain

Umin(A| Im A) = min{al,ma Ul,y}a Umax(A) =O0ON,—1,z + ONy—1,y5

where 0, = 0;(h.,N,), 7 =0,1,...,N,, for 2 = x,y are given by Lemma 4.1.
When h, = h, = 2-2h and H, = H, = 2’%H, we derive as in the proof of
Theorem 4.1 that

4 4 82
max A < — T = T = )
Omax(A) W + e . CA2
1172h,, 11272k
min(AlIm A) = z 2 = = .
omn( AN A) =010 2 50T = g A T O
The rest consists of using Theorem 3.1. O

References

[1] Ben-Israel, A., Greville, T.: Generalized inverses: theory and applications. Springer, New
York, 2003 (2nd ed.).

[2] Benzi, M., Golub, G. H., Liesen, J.: Numerical solution of saddle point systems. Acta
Numerica 14 (2005), 1-137.

[3] Campbell, S. L., Meyer, C. D.: Generalized inverses of linear transformations. In: SIAM
Series: Classics in Applied Mathematics 56, STAM, Philadelphia, 2009.

[4] Dostal, Z., Horék, D., Kucera, R.: Total FETI—an easier implementable variant of the
FETI method for numerical solution of elliptic PDE. Communications in Numerical Meth-
ods in Engineering 22, 12 (2006), 1155-1162.

[6] Dostal, Z., Kozubek, T., Markopoulos, A., Mensik, M.: Cholesky factorization of a posi-
tive semidefinite matriz with known rigid modes. STAM Journal for Matrix Analysis and
Applications (2009) (submitted).

[6] Farhat, C., Gerardin, M.: On the general solution by a direct method of a large scale
singular system of linear equations: application to the analysis of floating structures. In-
ternational Journal for Numerical Methods in Engineering 41, 4 (1998), 675-—696.

[7] Farhat, C., Lesoinne, M., LeTallec, P., Pierson, K., Rixen. D.: FETI-DP: a dual-primal
unified FETI method. I. A faster alternative to the two-level FETI method. Internat. J.
Numer. Methods Engrg. 50 (2001), 1523-1544.

[8] Farhat, C., Mandel, J., Roux, F. X.: Optimal convergence properties of the FETI domain
decomposition method. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 115 (1994), 367-388.

[9] Fragakis, Y., Papadrakakis, M.: A unified framework for formulating domain decomposi-
tion methods in structural mechanics. Technical Report, National Technical University of
Athens, Greecee, March 2002.

[10] Golub, G. H., Van Loan, C. F.: Matriz computation. The Johns Hopkins University Press,
Baltimore, 1996 (3th ed.).



22

[11]

[12]

[13]

Radek KUCERA, Jitka MACHALOVA

Gan, G.: On the relation between Moore’s and Penrose’s conditions. IJMMS 30, 8 (2002),
505—>509.

Haslinger, J., Kozubek, T., Kucera, R., Peichl, G.: Projected Schur complement method
for solving non-symmetric saddle-point systems arising from fictitious domain approach.
Numerical Linear Algebra with Applications 14, 9 (2007), 713-739.

Klawonn, A., Widlund, O. B., Dryja, M.: Dual-primal FETI methods for three-dimensional
elliptic problems with heterogeneous coefficients. SIAM J. Numer. Anal. 40 (2002), 159—
179.

Kouachi, S.: Figenvalues and eigenvectors of several tridiagonal matrices. (1999).

Moore, E. H.: On the reciprocal of the general algebraic matriz. Bull. Amer. Math Soc.
21 (1920), 394—395.

Penrose, R.: A generalized inverse for matrices. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 51
(1955), 406—413.

Strang, G.: The discrete cosine transform. SIAM Review 41 (1999), 135—147.

Shinozaki, N., Sibuya, M., Tanabe, K.: Numerical algorithms for the Moore-Penrose in-
verse of a matriz: Direct methods. Ann. Inst. Statist. Math. 24, 1 (1972), 193-203.



b

1

Univ. Palacki. Olomuc., Fac. rer. nat.,
Dept of Math. Anal. and Appl. of Math.
ODAM (2009) 23-40

Metody vnitfnich bodi pro reseni
kontaktnich tloh

JiTkA MACHALOVA !, PaveL ZENCAK?, RapEk KUCERA ?

Katedra matematicke analyzy a aplikaci matematiky
Prirodovédeckd fakulta, Univerzita Palackého
tr. 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc, Ceskd republika
Le-mail: machalova@inf.upol.cz
2e-mail: zencak@inf.upol.cz

3 Katedra matematiky a deskriptivni geometrie
VSB-TU Ostrava, 17. listopadu 15
CZ-708 33 Ostrava-Poruba, Ceskd republika
e-mail: radek.kucera@usb.cz

Abstrakt

V tomto ¢lanku se zabyvame aplikaci metod vnitinich bodd na speci-
alni tlohu nelinedrniho programovani vznikajici pti feseni kontaktni tlohy
s danym trenim. Jako referen¢ni metoda, se kterou metody vnitinich bodu
porovnavame, je pouzita metoda aktivnich mnozin, konkrétné QPC algo-
ritmus popsany v [2] a [3]. Z metod vnitfnich bodi se zaméfime zejména
na metodu sledovani cesty, Mehrotrovu metodu prediktor—korektor a na
metodu vychézejici z obecnéjsich metod pro nelinearni tlohy. Metody po-
rovnéavame z hlediska vypocetniho ¢asu a poctu iteraci v Matlabu.

Key words: Primarné-dualni metody vnitinich bodti, metoda sledo-
vani cesty, Mehrotrova metoda prediktor—korektor, linearni elasticita,
kontaktni tiloha s danym trenim.

2000 Mathematics Subject Classification: 90C25, 90C51, 49M29

Uvod

V ¢lanku se zabyvame pouzitim metod vnitinich bodu (ozn. IPM z anglického
interiror point methods) pro feseni optimalizac¢ni tlohy, ktera vznikne vytvorenim
duélni ulohy k diskretizované tloze kontaktni tlohy s danym tfenim. Nejdiive
si zformulujeme tlohu kvadratického programovani s jednoduchymi linearnimi
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omezenimi a se specialnimi kvadratickymi omezenimi a popiSeme si pro ni tii
rizné metody vnitinich bodt vychazejici z primarné-dualni formulace. Konkrétné
se jedna o upravenou metodu sledovani cesty, Mehrotrovu metodu typu prediktor-
korektor a zjednodusenou variantu metody urcené pro nelinearni tulohy, ktera
vychézi z ¢lanku [1].

V dalsi casti velmi stru¢né popiseme kontaktni tlohu s danym trenim, jeji dis-
kretizaci metodou konec¢nych prvkt a dudlni lohu k diskretizované tloze, ktera
vede pravé na vyse popsanou ulohu kvadratického programovani s kvadratic-
kymi omezenimi. Podrobnéjsi popis je mozné najit v ¢lancich [2] a [3]. V po-
sledni ¢asti se zabyvame aplikaci metod vnitfnich bodid pro feseni této dudlni
ulohy, pii které je tfeba vytesit problémy vyplyvajici z toho, Zze nemame piimo
k dispozici Hessovu matici minimalizované funkce, pouze vime, ze je mozné ji
vypocitat prenasobenim inverzni matice k matici tuhosti z primarni formulace
kontaktni tilohy vhodnymi maticemi. V praci ukazujeme, ze tento postup je sice
mozné provést, ale pro vétsi tlohy neni vypocetné efektivni. Proto pouzivame
k Teseni linearnich soustav, které je tfeba fesit v jednotlivych iteracich metod
vnitinich bodi, metodu konjugovanych gradientt s pfedpodminénim. Pouzivame
nekolik riznych pfedpodminéni, které jsou zalozeny na konstrukci predpodmino-
vaci matice pomoci Schurova komplementu. Soucasti jsou numerické testy vsech
uvedenych zptisobt vypoctu, které ukazuji, ze metody vnitinich bodi jsou zcela
porovnatelné s algoritmy zaloZzenymi na metodé aktivnich mnozin.

2 IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi ome-
zenimi

V této casti se budeme zabyvat metodami vnitfnich bodt pro feseni tlohy
kvadratického programovani s kvadratickymi omezenimi ve specialnim tvaru.

2.1 Uloha a formulace nutnych a posta¢ujicich podminek
minima

Necht je dano m € N. Hledame feSeni tilohy:

1
minimalizovat §XTAX —x'b (la)
za podminek 23, + 23, < g7  proie{1,2,...,m} (1b)
x1; > proie€ {1,2,...,m} (1c)

kde

X; = (251,52, - ,Tim) € R™pro j € {1,2,3}

X = (x-lr,x;r,x:{)-r € R,
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Nyni si zformulujeme nutné a postacujici podminky minima této tlohy. Oznac¢me

1= (1, 1oy ... L))"
e=(1,1,....,)T e R™
G = diag (g)
X, = diag (x2)
X3 = diag (x3)

Lagrangeova funkce je pak definovana predpisem
1
L(x, A\, pn) = EXTAX —x'b+p’ (X;+X;-Ge+AT(1-x;) (2)
kde A € R™ a p € R™ jsou nezdporné vektory Lagrangeovych multiplikatort.
Jelikoz se jedna o tlohu konvexniho programovani, tak nutnymi a postacujicimi

podminkami existence minima jsou Karush—Kuhn—Tuckerovy (KKT) podminky,
které lze zapsat ve tvaru

oL
a_x(xa)‘a IJ’) = Oa (3)
L

a(xa A) I’l’) +8 = 0’ (4)
ATs =0, (5)
—ﬁ(x Ap)+d=0 (6)

(9,u ) 7/"' - I
p'd =0, (7)
A>0,s>0 >0 d>0, (8)

kde s € R™ a d € R™ jsou vektory doplnkovych proménnych.
Tuto dlohu mtzeme zapsat i v jiné podobé. Oznacme

S = diag (d)
= diag (\)
= diag (d)
= diag (p)

a necht matice A a vektor b jsou rozdéleny do bloki A;; € R™*™ a b; € R™ pro
i,7 € {1,2,3} v souladu s rozdélenim vektoru x, tj.

All A12 A13 bl
A=|AnAyp Ay |, b=|hb
A31 A32 A33 b3
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Oznacime-li navic
T T T JT\T
y=X,s,pu,d)

Apxy +Apxy + Apxs — A —by
Agixy + (Ag + 2M)xy + Agsxs — by
Azix; + AsoeXo + (Ass + 2M)x3 — by
F(x,y) = —x;+s+1 ,

ASe
(X2+X2-G%e+d
MDeg

pak soustava KKT podminek odpovida soustavé nelinearnich rovnic

F(x,y) =0 s podminkamiy >0 9)

2.2 Newtonova metoda v IPM

Zakladem nasi implementace metod vnitinich bodt jsou postupy pro tulohu li-
nearniho programovani uvedené v [4] a [5]. Podstatou této implementace metod
vnitinich bodi je feseni soustavy (9) upravenou Newtonovou metodou zachova-
vajici navic podminky nezapornosti.

Algoritmus 1 ReSeni KKT Newtonovou metodou
Je dino x© e R¥", y© e Ri™ 5 € (0,1) a e > 0. Poloime k := 0.

1. Vyresime
k+1)> = _F<X(k)ay(k)) (10)

2. Vypocitame
o® = min {1,-5y" /Ay,
AyFTY <o
kde & € (0,1) zajistuje splnéni y*+1) > 0 (napr. § = 0.999).
3. Polozime x#+1 .= x(k) 1 o) Ax(E+1) g 3+ .= yk) 4 (k) Ay k+D)

4. Je-li ||(Ax*+D Ay*EHD)|| < e wrdtime (x*,y*) = (x*TD y* D) ¢ skon-
¢ime, jinak polozime k := k + 1 a vrdtime se ke kroku 1.

Reseni tlohy timto postupem je oviem ¢asto zdlouhavé, nebof miize vyzadovat
velky pocet iteraci, proto jsme pro praktickou implementaci zvolili dvé metody,
které tento zakladni postup vylepsuji. Jsou to metoda sledovani cesty a Mehrot-
rova metoda.
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2.3 Metoda sledovani cesty

Odvozeni metody vychazi z tzv. centralni cesty (ozn. C), coZ je mnozina bodi
(x7,y") Fesicich pro kazdou hodnotu parametru 7, 7 > 0 nésledujici tlohu

F(x",y")=(0",07,07,0", 7e",0", 7e")7, y >0

ktera vznikla drobnou zménou KKT podminek. Poznamenejme, zZe parametr 7
odpovida tzv. bariérovému parametru z bariérovych metod s logaritmickou ba-
riérou. V nasi implementaci jsme tento koncept mirné upravili zavedenim dvou
nezavislych parametrit 7, resp. 7, pro linearni resp. kvadratické podminky, tj.
fesime tlohu

F(x",y") = cs(m, 14), y >0 (11)

kde cy(,7,) = (07,07,07,07, e”, 07, 7,e™)T

Vyhodou tohoto postupu je , zZe hledany smér je kompromis mezi Newtonovym
smérem a tzv. centrujicim smérem. Pokud totiz hleddme pouze v Newtonové
sméru, tak rychle dojdeme k hranici oblasti (daleko od feseni) a krok v dalsich
iteracich je velmi maly. Oproti klasické bariérové metodeé s logaritmickou bariérou,
ve které se hledaji pfimo body na centralni cesté, je vyhodou , Ze hledame pouze
body urcitym zptisobem ,blizko” centralni cesty, coz je vypocetné méné narocné.
Hodnoty parametrt 7; resp. 7, poc¢itame jako soucin tzv. miry duality Bl(k) resp.
Bék) a centrujiciho parametru o; resp. o,. Miry duality, které vyjadiuji vzdalenost
aktualni iterace od centralni cesty, pocitame podle vztahii

* ()\(k))Ts(k)

k) _
Ce T A0S

(u®)Ta®
e

Centrujici parametry mohou nabyvat hodnot z intervalu [0, 1], pficemz krajni
hodnoty odpovidaji volbé Newtonova sméru resp. centrujictho sméru.V nasi im-
plementaci pro jejich stanoveni uzivame heuristické pravidlo ze softwaru LOQO

3 3
o, =0.1 (min{0.0E)lggl,Z}) a 0,=0.1 (min{0.0’élggq,Z}) ,
l q

kde

o minlgigm )\Z(k)S(k) o minlgigm ,U/Ek)dgk)

gl_ k - a gq— L
X 2R

Velikost centrujicitho parametru tak zavisi na odchylce individualnich podminek
komplementarity od jejich priméru (tj. od miry duality).

Algoritmus 2 Metoda sledovani cesty
Je dino x© € R¥, y(© e R4 5 € (0,1) a e > 0. Polozime k := 0.
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1. Vypocitame B = A0 ' s® fm, 8 =y d® fm a 7 = 15", 7 =
k
aqﬁé ).

2. Vyresime

Ax(k+1)
J(x®) y®) <Ay(k+1)) = —F(x®, y®) + e (7 1) (12)

3. Vypocitame

(k): 1_5 A (k+1)
a Aglgg<{ u Ay Y,

kde & € (0,1) zajistuje splnéni y 1) > 0 (napr. § = 0.999).
4. Polozime x*+1 .= x®) 4 o) Ax*+D) g yktD) .= y(B) 4 k) AyktD),

5. Je-li [[(AxEHD Ay < € vrdtime (x*,y*) = (x*+D yEH)) g skon-
c¢ime, jinak polozime k := k + 1 a pokracujeme krokem 1.

2.4 Mehrotrova metoda typu prediktor—korektor

Jednou z nejcastéji prakticky pouzivanych metod je Mehrotrova metoda typu
prediktor korektor. V prediktoru pocitame pouze Newtoniv smér, ktery je line-
arni aproximaci aktualni trajektorie k feseni KKT podminek. Pak vypocitame
chybu této linearni aproximace a pouzijeme ji ke korekci a tim vyuzijeme i kvad-
ratickou informaci o této trajektorii. V kazdé iteraci tak musime vypocitat reseni
dvou soustav linearnich rovnic se stejnou matici.

Algoritmus 3 Mehrotrova metoda — prediktor
Je ddno x € R¥", y(© e R4™ § € (0,1) a e > 0. Polozime k := 0.

(P1) Vyresime
I, y0) ((35) = — P, y) (13)
’ AyP ;
(P2) Vypocitame
of = min {1,-0y® /Ayl
Aylp<0
(P3) Predpovime miru duality pro krok z prediktoru:

(AW + aPA)\P)T (st®) + af AsT)
m

B =

(u® + aPAuP)T (d® + oPAdP)

m

Bl =




Metody vnitrnich bodt pro feseni kontaktnich tloh 29

(P4) Predpoved pouzijeme pro vypocet centrujiciho parametru:
K> 3
o= (8/89) o= (8718

Mehrotrova metoda — korektor
(K1) Vyresime
AX(k—H) &
J(x®, y®) <Ay(k+1) = —F(x®,y®) + ¢ (r, 7)) —
—(07,07,07,0",e"AATAST 0T, e"TAMPTAD")T
(K2) Vypocitame
a® = min {1, -5y /Ay" Y}
Ay§k+1)<0

(K8) Polozime x*+V .= x*) 4 o®) Ax*+1) g 31— y(B) 4 (k) Ay(+l),

(K4) Je-li ||(Ax*HD Ay*+DY|| < e vrdtime (x*,y*) = (xEH) y*+D) g skon-
¢ime, jinak polozime k := k + 1 a vrdtime se ke kroku (P1).

2.5 Metoda zaloZena na formulaci pro nelinearni tlohy

Predchozi metody vychéazeji z formulace pro tlohy linearniho programovani,
nase uloha je ovSsem obecnéjsi. Obé metody funguji spolehlive, ale dikazy kon-
vergence a zkoumani vypocetni narocnosti jsou zalozeny na linearité a tak je pro
nas pripad neni mozné zopakovat. Proto jsme se rozhodli vyzkouset i variantu
IPM zalozenou na metodé urcené pro nelinearni optimalizacni tlohy, kde by si-
tuace méla byt snazsi. Vychazime pfitom z ¢lanku [1]. Vlastnosti nasi tlohy ndm
umoznily postup zjednodusit.

Algoritmus 4 ZjednodusSena verze algoritmu
Je dino x© € R¥ y(© e R4 § k€ (0,1) a € > 0. Polozime k := 0.

1. Vypocitime v = max<i<rm | F(x®, y®)| a 7 = min{xv, v?}.
2. Vyresime

Ax(F+1)
J(x® y®) (Ay(k—i-l) = —F®,y") + ¢ (¥, 7) (14)

3. Vypocitame
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4. Polozime

(X(k+1)’ S(k+1)7 d(k+1)) _ (X(k), s(k), d(k))
+a;(7k) (AX(k+l), AS(k+1),Ad(k+l)) ’
(A(k+1)’ﬂ(k+1)) _ (A(k)’ﬂ(k)) + aék) (A)\(Hl)’AM(kﬂ))

5. Je-li [[(AxEHD Ay < € vrdtime (x*,y*) = (x*+D yEH)) g skon-
c¢ime, jinak polozime k := k + 1 a vrdtime se ke kroku 1.

3 Formulace kontaktni ilohy linearni elasticity s danym
tFfenim

V této casti si ukdzeme formulaci tlohy linearni elasticity s danym tifenim, jeji
diskretizaci a formulaci dualni tlohy, ktera vede na minimaliza¢ni tlohu, kterou
jsme se zabyvali v predchozi ¢asti. Uvedeme zde pouze nékteré vysledky, cely
postup vychazi z ¢lanka [2] a [3], ve kterych je také uveden algoritmus (nazvany
QPC) pro feseni tohoto minimaliza¢niho problému. Tento algoritmus je zalozen
na pouziti metody aktivni mnoziny, projekce gradientu a metody konjugovanych
gradienttl, v dalsim nam slouzi jako jakysi referenc¢ni algoritmus pro porovnavani
uc¢innosti metod vnitinich bodd.

3.1 Kontaktni uloha linearni elasticity s danym tfenim

Nejprve si struéné popiseme tlohu, kterou fesime. Necht 0 € R3? je oblast
s Lipschitzovskou hranici takovou, ze 6Q = T', UT, UT, kde na T',, je pfedepsno
nulové posunuti, na I', je dano plosné zatizeni p € (L*(T,))* a na &asti T, je
jednostrannd podpora s pocatecéni vzdalenosti d € L>(T'.). Dale predpokladame,
7e na téleso piisobi objemové sily f € (L2(Q))3.

Je dan prostor virtualnich posunuti
V={ve (H")*|v=1(0,00)nal,}
a konvexni mnozina kinematicky pripustnych posunuti
K={veV]|v, =v-v<dnal.},

kde v € (L>(T,))?
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3.2 Diskretizace tlohy

Diskretizujeme-li llohu metodou konec¢nych prvki dostaneme nasledujici opti-
maliza¢ni Glohu.
Najit u € K takové, ze
J(u) = min J(v),

velk

kde 1
J(v) = §VTKv — v+ g TV | vect
K={veR"|Nv<d}

pti¢emz symbol ||Tv||,et je definovan jako

ITV]|oeet == ([(TV)1llze, [(TV)zllz2, . o, [(TV)imllre)" € R™

3.3 Dualni uloha

Predchozi optimaliza¢ni tlohu nebudeme fesit pfimo, misto ni budeme fesit jeji
dualni tlohu, ktera vede na minimalizaci funkcionalu

1

D(x) = §XTAX —x'b
na mnoziné
{x = (x],X3,%3)T €R™ | x; > 1, ||(29,, 23|I < g2, i =1,... ,m},
kde
N NK!'-d
A=BK'B", B=|(T,|, b=| T;K!

T, r1121<71
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4 IPM v uloze linearni elasticity s danym tfenim

Je ztejmé, ze dualni tloha odvozena v predchozi c¢asti, je tloha kvadratického
programovani s kvadratickymi omezenimi ve tvaru (1). K jejimu feseni tedy mu-
zeme pouzit metody vnitinich bodi, které jsme popsali ve druhé kapitole ¢lanku.
Pro efektivitu programu bude ovSem diilezité, jak nalozime s tim, ze matice A je
dana vzorcem A = BK !BT. Ukazeme si zde nékolik moznjch postup.

4.1 Pouziti eliminac¢nich metod IPM s pifimym vypocétem
matice A

Nejprve zkusime aplikovat iteracni metody piimo, tj. nejprve matici A vypo-
¢itame z predpisu a poté aplikujeme metody vnitfnich bodi s pouzitim pfimych
fesict. K tomu, aby byl vypocet matice A efektivni, nebudeme pouzivat pfimo
vzorec A = BK !B pouzijeme Choleského rozklad matice K = LLT. Uzitim
A=B (LLT)_1 BT pak postupujeme takto:

1. Najdeme feseni m soustav rovnic s dolni trojihelnikovou matici

LY =B"

2. Najdeme feseni m soustav rovnic s horni trojuhelnikovou matici

L'Z=Y

3. Nakonec vypocitame
A =BZ

Tento postup jsme otestovali s pouzitim prvnich dvou algoritmt vnitinich bodf
a porovnali s metodou QPC.

7 tabulky 1 je zfejmé, ze obé metody vnitinich bodt jsou ve vSech pripadech
rychlejsi nez QPC. Pfi blizsim pohledu ovSem zjistime, Ze je to zptsobeno jen
vyssi efektivitou Matlabu pii simultannim FeSeni vice soustav linearnich rovnic
se stejnou matici, nebot je jasné, Ze vypocet matice A v metodach vnitinich
bodi vyzaduje Tesit m soustav linedrnich rovnic s matici K, kdezto QPC jich
pro vétsi tlohy vyZzaduje mnohem méné (viz. sloupec Av). Stejné tak podil ¢asu
potfebného pro vypocet matice A na celkovém vypocetnim ¢asu metod vnitinich
bodt vyrazné roste a je tak ziejmé, ze IPM nejsou tak dobie skalovatelné jako

QPC.
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4.2 TIPM bez primého vypoctu matice A uzitim iterac¢nich
metod s predpodminénim plnou matici

Jak jsme si ukazali, tak pro vyuziti pfimych fesi¢a je prekazkou to, Ze je nutné
nejprve vypocitat matici A, coz je ¢asové narocné. Proto jsme se zabyvali pou-
Zitim iteracnich metod (pfesnéji metody konjugovanych gradienti) pro vypocet
feSeni linearnich soustav, které vznikaji v jednotlivych iteracich metod vnitinich
bodt. Pokud se podivame na diive popsané metody vnitinich bodti, tak ve vSech
fesime linedrni soustavy s Jakobiho matici J(x,y). Tuto matici je mozné snadno
prevést eliminaci vektorti dopliikovych proménnych s a d na soustavu s tzv. roz-
sirenou matici ve tvaru

Ay Ap Ay | 0
Ay Ay +2M Aos 0 2X5
JR = JR(.’L‘, w) = A31 A32 A33 + 2M 0 2X3
—1I 0 0 —A'S 0
0 2X5 2X3 0 -M~'D

kde w = (A, p)). Tuto matici blokové piseme nasledovné

n m QPC Sledovani cesty | Mehrotrova met.
Cas | Av| Cas|[Cas A| % | Cas|Cas A | %

162 o4 0.29 | 203 | 0.07 0.03 45| 0.12 0.03 | 26

900 | 180 2.08 | 311 | 0.68 0.34 | 50 | 1.07 0.34 | 31
2646 | 378 || 12.91 | 347 | 5.85 3.46 | 59 | 7.00 3.26 | 47
5832 | 648 53.4 | 384 | 27.1 18.1 | 67| 27.0 15.8 | 59
10890 | 990 || 126.2 | 408 | 79.7 58.5 1 73| 90.0 60.5 | 67
18252 | 1404 || 361.9 | 493 | 246.2 192.5 | 78 | 274.0 184 | 67
28350 | 1890 || 809.4 | 478 | 620.5 493.0 | 79 | 677.6 493.5 | 73

Tabulka 1: Porovnani metod vnitinich bodi uzivajicich primy fesic¢ s algoritmem
QPC pro riizné diskretizace kontaktni tilohy. Cislo n je pocet primarnich a m je
pocet duélnich proménnych, ve sloupci Cas je celkovy ¢as vypoctu, ve sloupci
Cas A je ¢as potiebny na vypocet matice A, ve sloupci % je uvedeno kolik
procent z celkového vypocetniho casu vypocet matice A zabere a ve sloupci Av
je pocet iteraci algoritmu QPC, tj. kolik soustav linearnich rovnic s matici K je
treba Tesit.
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Daéle si ozna¢me

0 0 0| -I 0
0 2M 0 0 2X,
Je=] 0 0 2M| O 2X;
-I 0 0|-ATS o0
0 2X,2X3/ 0 -M"'D

matici, ktera vznikne z matice Jp odectenim matice A od bloku Ag. Pii feseni
soustavy s matici Jz pouzitim metody konjugovanych gradienti je tfeba pouze
nasobit matici Jp vektorem (x,w). Toto nésobeni se realizuje po ¢astech a to
nasledovné:

1. pfimo vypod¢itdme soucin matice Jg s vektorem (x, w)

2. soudin matice A s vektorem w vypocitame uzitim Aw = BK'BTw, kde
se misto nasobeni matici K~! fesi soustava linedrnich rovnic s matici K
pomoci jeji Choleského faktorizace vypocitané drive.

3. oba vysledky ,secteme*

Iteracni metody bez predpodminéni funguji pro matice produkované IPM velmi
Spatné a pomalu. Proto pouzivame metody s pfedpodminénim, pficemz k pied-
podminéni pouzivame matici Jg ~ J ;{1. Nyni postupné ukazeme, jak tuto apro-
ximaci najit.

Vyjadieni matice J El uzitim Schurova komplementu

Nejprve se podivejme, co plati pro matici ng. Vyjdeme z blokového zéapisu
matice Ji. Matici J;il pak mtzeme uzitim Schurova komplementu podmatice
AR vyjadrit nasledovné

. Ar ' — AR 'BrF —Ar 'BRH!
Tr = F H! ’

kde H=Dgr — Br'Agr 'Bgr aF = —H 'Br"Ag ' Matice A a Ar ani jejich
inverze nemame k dispozici. Proto budeme pocitat pouze s aproximacemi jejich
inverzi.

Vypodet A ~ A1

Nejdrive se podivejme na to, co plati pro matici A. Vyjdeme z toho, ze pro
matici B plati
BP = (B4,0),

kde matice B; je obecné Ctvercova matice s plnou hodnosti (v nasem piipadé
dokonce diagondalni) a P je permutacni matice.
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Matici PTKP pak rozdélime na bloky oznacené nasledovné:

K Ky
Ko Ko
Uzitim Schurova komplementu podmatice Koy dostavame ze vztahu A = BK'BT
vyjadreni
A - B1 (KH - K12 K521 K21)71 B-lr
Z predchoziho vztahu pro matici A~! odvodime
A7 =B (K — KoKy Ko ) BT (15)

Vypocet matice A~! pomoci tohoto vzorce je vypocetné ptili§ naroény, proto jej
neprovadime a vyuzijeme jej pouze jako zaklad pro vypocet aproximace A matice
A. Aproximaci provadime dvéma zpiisoby popsanymi nasledujicimi vzorci

A = Bl_l (Kll — K12 (diag Kgg)il K21) Bl_T, (16&)

~ _ > — o 1 -l _

A — Bl 1 (KH - K12 (UH — U12 V 1U21) K21) Bl T (16b)

,kde V=V, —Vy, (diag V22)_1 Vo a kde Py resp. P je permutacni matice
takova, ze plati KjoP; = (K2, 0), coz uréuje rozdéleni matice P] Ky, P; na bloky

U U
PTK P, = 11 12)
U (U21 U22

a Py je permutac¢ni matice takova, ze plati Up,Py = (I_J12,O), ¢imz je urceno
rozdéleni bloki matice P-2rU22P2 nasledovné:

Vll V12)

P/U,LP, =
2 <V21 Vo

Postup provadéni predpodminéni

Nyni uz mame popsany vsechny potiebné ¢asti vypoctu predpodminovaci ma-
tice a mizeme tak cely postup shrnout nasledovné:

1. Na pocatku vypoctu vypocitame matici A~ Al jednim z vyse popsanych
vzorci

vz

2. V kazdé iteraci IPM (tj. ve vnéjsi iteraci) vypoc¢itame aproximaci AR matice
A‘; feSenim soustavy

I+A(Ag—A))A;, =A (17)
( )

vzniklé uzitim vztahu pro rozdil dvou inverznich matic.
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3. V kazdé iteraci IPM vypocitame také matici H = Dgr — BRTARBR

4. V kazdé iteraci iteracni metody pro FeSeni soustav linedrnich rovnic (t;j.

vnitini iterace) provadime predpodminéni matici Jr danou predpisem

Jr=

kde F = —H 'Bgr"Axg.

Numerické vysledky

AR — ARBRF —AKRBRI"Ii1
F

Hfl

(18)

Nyni miizeme pristoupit k porovnani metod vnitinich bodt, které jako vnitini
fesi¢ pouzivajl metodu konjugovanych gradientti s pfedpodminénim, s metodou

QPC.

800

800

700 -
600 -

3 500+

8

O 400 -

300

Porovnani vypocetnich ¢asi metody sledovani cesty a QPC

—o6—varianta 16a
r| —©—varianta 16b
--&--QPC

ls)

7
I
7
7
7
7
7
7
7
’
7
’
7
.
I
;
7
’
s
I

Pocet nésoben'

200¢

162

Y . .

2646 5832 10890 18252
n (poget neznamych)

Potty nasobeni matici A v metodé sledovani cesty a v QPC

P —

2 900 28350

—e—varianta 16a ’

H —e—varianta 16b ¥4 B
--©--QPC "

900

. . . I
2646 5832 10890 18252
n (pocet neznamych)

28350

800
700
600

@ 500

8
O 400

300

Porovnani vypocetnich ¢ast Mehrotrovy metody a QPC

—o—varianta 16a
| —©—varianta 16b
--©-- QPC

Pocet ndsobenf

250

100
162

I I
2646 5832 10890 18252

n (poget neznamych)

2 900

28350

Pocty nasobeni matici A v Mehrotrové metodé a v QPC

—oe—varianta 16a a
Ll —e—varianta 16b s
--©-- QPC L,
’

f-

. .
2646 5832 10890 18252
n (pocet neznamych)

900

28350

Obrazek 1: Porovnani metody sledovani cesty (vlevo) a Mehrotrovy metody
(vpravo) s metodou QPC (Cervené) z hlediska vypocetniho ¢asu (nahote) a poctu
nasobeni matici A (dole) pfi uziti metody konjugovanych gradientt (dole). Kazdé
nasobeni matici A odpovida jednomu vypoctu feseni soustavy s matici K. Modie
je vyznacena varianta metody, ve které je vypocet matice A v predpodminéni
provadén podle vzorce (16a), zelené je oznacen vypocet podle vzorce (16b).
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7 numerickych vysledkt plyne, ze metody vnitfnich bodt jsou pro testované
tlohy srovnatelné resp. mirné rychlejsi nez QPC (viz. obr. 1), a tentokrat to neni
zadny klam zpusobeny Matlabem. Nicméné podil vypoctu (obr. 2) predpodmi-
néni na celkovém ¢ase mirné nartsta, byt velmi pomalu, proto by pro (vyrazné)
vétsi ulohy mohlo dochéazet ke zpomaleni metody oproti algoritmu QPC. Navic
je tieba v paméti ukladat plné matice, byt relativné malych rozméri, coz zvySuje
naroky na pamét.

Metoda sledovéni cesty s aproximaci inverze matice A podle vzorce 16a Metoda sledovani cesty s aproximaci inverze matice A podle vzorce 16b
1 T T T ———— 1 T T r

Podil na celk. ¢asu
Podil na celk. asu

0 Q
162 900 2646 5832 10890 18252 28350 162 900 2646 5832 10880 18252 28350
n (poet neznédmych) n (pocet neznamych)

, Mehrotrova metoda s aproximaci inverze matice A podle vzorce 16a . Mehrotrova metoda s aproximaci inverze matice A podle vzorce 16b
T T T T T .

Podfl na celk. ¢asu
Podil na celk. asu

0 0
162 900 2646 5832 10890 18252 28350 162 900 2646 5832 10890 18252 28350
n (poget neznamvch) n (poget neznamvch)

Obrézek 2: Podily jednotlivych c¢asti vypoctu na celkovém vypocetnim case. Me-
toda sledovani cesty je na obou hornich obrazcich, Mehrotrova metoda na obou
dolnich. Vpravo jsou vysledky numerickych testii pro vypocet matice A podle
vzorce (16a), vlevo jsou vysledky vypoétu uzivajiciho vzorec (16b). Tmavé mod-
rou barvou je zvyraznén podil nasobeni matice A vektorem na celkovém case,
svétle modie podil vypoctu aproximace Ag, svétle zelené podil vypoc¢tu matice
H, oranzové podil nasobeni matice Jr vektorem a hnédé podil doby vypoctu
matice A na celkovém case.
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4.3 IPM bez primého vypoc¢tu matice A uzitim itera¢nich
metod s predpodminénim ridkou matici

Podivejme se nyni, zda by nebylo mozné provadét predpodminéni tak, abychom
nemuseli pouzivat plnou matici k reprezentaci aproximace matice A~!. Tato ma-
tice je sice plna, nicméné vétsina prvkt ma vzhledem k nejvétsimu prvku matice
zanedbatelnou velikost, jak ukazuje obrazek 3.

nnnnn

600 800 1000 1200 1400
o o nz = 17298

Obrazek 3: Grafické zndzornéni velikosti prvki matice A~! pro n = 18252 a
m = 1404 (vlevo), a struktura nenulovych prvka v matici, ktera vznikne z matice
A~y pifpadé, ze vymaZeme vSechny prvky, které jsou (v absolutni hodnoté)
mensi nez 2,5 % nejvétsiho prvku (vpravo).

To néas vedlo k navrhu tif zptisobil ukladani aproximace matice A~! a to na-
sledovne:

1. matici diagonélnich prvka (v literatufe zndmo jako indefinitni predpodmi-
néni),

2. blokovou matici s 9 bloky (3x3) tvofenymi diagonalnimi maticemi,

3. Tidkou matici uchovavajici pouze nejvétsi prvky, které jsou v absolutni hod-
noté vétsi nez 2,5 % nejvétsiho prvku.

Numerické vysledky

Pfi numerickych testech jsme porovnavali vypocet uzitim téchto t¥i zpiisobl
uklddani matice A s vypoctem ukladajicim celou matici A (Cervené). Vysledky
vypoctu s diagonalni matici jsou vyznaceny cerné, vysledky s blokovou matici
zelené a vysledky fidkou matici zelené. Porovnani jsme provedli pro metodu sle-
dovani cesty, Mehrotrovu metodu i pro algoritmus 4. Na obrazcich 4-6 jsou vzdy
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Cas (3)

Cas (3)

Preni zpisob aproximace A7

Preni zpisob aproximace A7
T

300 : 160 T T
—&—ping A —&—ping A
250 -+ diagondini &7 A0 4 diaganaini A
=B =47 jako 9 diagonalich blokil § . =B =47 jako 9 diagonalich blokil
200 iidks A7 5 iidks A7
Rt
150 5
£ @t
100 = o -
) i ]
50 ¢ e
I “”u;;—f/’” = 1
P s 20 . . s
162 900 264 162 900 2646 5832 18252
n (podet nezndmych) n (podet nezndmych)
Druhy zpisob aproximace A7 Druhy zpisob aproximace A7
300 : T 180 : T T Y
—e—pina A —&—pina Al ’(A
250 H e diagonalni A1 1401 s diagonaln A7 //ﬂ” ]
—B =47 jako 9 diagondlich bloki § 1l —B = &7 jako 3 diagondlich blokil /v-
200 H fidka A7 F fidka A7 -
150
100
S0 |
PUU— 0 . . .
182 900 2646 182 900 2645 5832 18252

n (pocet neznamych)

n (pocet neznamjch)

Obrazek 4: Porovnani rtiznych predpodminéni pro metodu sledovani cesty

Prni zpisob aproximace A1

Preni zpisob aproximace A1

300 160 :
—&—pina & —&—pina &1 Prd
250 H * #  diagonaini A HOH e iagonind a7t PR
=B = ! jako 8 diagondlich blokil § 1o l| B A" jako 3 diagondiich blokg Ve
200 H fida A7 T fida &7 -
150 ]
£ i ]
E
100 Z
2 4
S
o
50 40 B
e e 0 . . .
162 900 2646 162 900 2646 5632 18252
n (pofet nezndmych) n (pocet nezndmych)
Druhy zpdsob aproximace A7 Druhy zpidsob aproximace A7
300 : : 160 T T T
—&—pina &1 —&—pina &1 (‘ﬁ
20| |  #  cigonai 47 14D+ giagonaini &1 #
=G =7 jako 2 diagonalich blokd § =G =47 jako 9 diagonalich blokd ,-”
- ik &7 5 120} fidks &1 o A
3
150 5
£
E
100 - z
&
s0F
PEU— 0 ) A A
162 900 2646 162 900 2646 5832 18252

n (pocet neznamych)

n (pocet neznamjch)

Obrazek 5: Porovnani riznych predpodminéni pro Mehrotrovu metodu

nahote vysledky pro pro vypocet matice A podle vzorce (16a) a dole jsou vy-
sledky vypoc¢tu uzivajiciho vzorec (16b). Vlevo je porovnani vypocetnich ¢asu a

vpravo poctu vnitinich iteraci.

7 graft znazornujicich vysledky numerickyjch testi je ziejmé, ze u vsech tii me-
tod vnitinich bod@ dochézi pii pouziti fidkych predpodminovacich matic k mir-
nému nartustu poctu vnitinich iteraci oproti varianté algoritmu vyuzivajici k pred-
podminéni plné matice. U indefinitniho pfedpodminéni vyuzivajiciho pouze dia-
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Obréazek 6: Porovnani rtiznych predpodminéni pro algoritmus 4.

gonalni matici je to ovSem vyvazeno nizsi vypocetni naroc¢nosti predpodminéni,
¢imz dokonce dochazi ke zrychleni algoritmu.
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Abstrakt

Prispévek se zabyva tématem, které bylo prezentovano na predchazeji-
cich dvou ro¢nicich ODAMu, a to nosnikem na pruzném podlozi. S ohledem
na tuto skutecnost zde neni podrobnéji diskutovan ani vychozi matema-
ticky model ani nékteré dalsi detaily, které se tykaji napt. pouziti metody
koneénych prvki pro uvazovany problém nebo tloh komplementarity a me-
tod jejich feSeni. Pozornost je soustredéna na zcela novou formulaci dané
problematiky a moznosti jejiho feseni, které odtud vyplyvaji.

1 Fyzikalni situace

Zamyslime-li se nad vychozi situaci, ktera vznika pii sestavovani matematicko-
fyzikdlnitho modelu nosniku na podlozi, zjistime, ze k cili vedou v zasadé dveé
cesty. Ty se lisi podle toho, zda je ve vysledném modelu uvazovana

Obrazek 1: Nosnik na Winklerové podlozi
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o 1 fyzikalni entita, tj. nosnik, a pfes odezvovou funkci zahrnujeme vlivy okoli,
tj. podlozi,

e 2 fyzikalni entity, tj. nosnik i podlozi, coz vede na kontaktni ulohu.

Druhou moznosti se zde zabyvat nebudeme, nebot tento zptisob Feseni nasi rela-
tivné jednoduché tlohy je ponékud piilis komplikovany.

2 Model s odezvovou funkci

Standardné pouzivana metodika spociva v pouziti odezvové funkce. Vyhodou
tohoto postupu je i to, ze plati elementarni rovnost

1 fyzikalni entita = 1 matematicka rovnice

V naSem ptipadé bude za predpokladu, ze uvazujeme FEuler—-Bernoulliiv model
nosniku, takova matematicka rovnice vypadat nasledovné
EIu'Y (x) +r(z) = f(x) Vo e (0, L), (1)

kde r(x) je pfislusna odezvova funkce. Podrobné i z obecného hlediska je tématika
odezvovych funkci zpracovana v [7].

Jak je vcelku dobfe znamo, prvni model podlozi je spojen se jménem Emila
Winklera.

3 Emil Winkler — Zivot a dilo

Emil WINKLER (némecky inzenyr) *18. 4. 1835 Falkenberg, 127. 8. 1888 Berlin

Navstévoval stavebni femeslnickou skolu v Holzmindenu, nacez zaméstnan byl
prakticky a po absolvovani vysoké Skoly technické v Dréazdanech prijat byl do
sluzeb saského feditelstvi vodnich staveb. R. 1863 se habilitoval jako soukromy
docent na polytechnice v Drazdanech, r. 1865 stal se profesorem stavitelstvi in-
zenyrského na prazské a r. 1868 na videnské polytechnice. R. 1877 povolan na
berlinskou stavebni akademii.

Nejvyznamnéjsi publikace:

e Die Lehre von der Elastizitat und Festigkeit. Prag, 1867.

e Vortrage liber Eisenbahnbau gehalten am koniglich-Bohmischen polytechnischen
Landesinstitut in Prag. Prag, 1869.

e Vortrage iiber Briickenbau. Wien, 1870.

e Neue Theorie des Erddruckes nebst einer Geschichte der Theorie des Erddruckes
und der hieriiber angestellten Versuche. Wien, 1872.

e Wahl der zulassigen Inanspruchnahme der Eisenkonstruktionen. Wien, 1877.

Zdroj: Otttv slovnik naucny.
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4 Pasternakovo podloZi

Obréazek 2: Winklerovo podlozi a pruzné podlozi

Jak je zfejmé z uvedeného obrazku, Winklerovo podlozi nespliuje zcela pred-
stavy o pruzném chovani podlozi. Trvalo pomérné dosti dlouhou dobu, nez byly
vypracovany modely, které se tomuto pojeti vice priblizily. Jednim z nejznaméj-
sich a nejpouzivanéjsich se stal model podlozi, ktery publikoval rusky inzenyr
Petr Leontjevi¢ Pasternak (1885-1963) ve své praci

e Osnovy novogo metoda rasCeta fundamentov na uprugom osnovanii
pri pomo&&i dvuch koefficientov posteli. Gosudarstvennoe izdatel-
stvo literatury po stroitelstvu i architekture, Moskva—-Leningrad, 1954.

V tomto ptipadé bude model podlozi dvouparametricky, tj. zavisejici na dvou
parametrech kr a kg které reprezentuji tuhost podlozi a tuhost smykovych vrstev.
Odezvova funkce pak bude vyhlizet pro klasické Winkler—Pasternakovo podlozi
takto

r(z) = kpu(z) — ks (2) xz e (0,L), (2)

pricemz pro ks = 0 mame ¢isté Winklerovo podlozi.

Pod pojmem klasické podlozi zde rozumime oboustranné, tj. pevné spojené
s nosnikem. Predmétem naseho zajmu je vsak tzv. jednostranné podlozi, které
s nosnikem spojeno neni. Takové podlozi 1ze charakterizovat nasledujici odezvo-
vou funkci

r(z) = kpu®(z) — kg (u+)”(x) x € (0,L), (3)

kde pouzivame oznaceni ut(z) = max{0, u(z)}.

5 Varia¢ni formulace

Nyni pfistoupime k varia¢ni formulaci uvazovaného jednostranného problému:

nalézt u € V tak, ze
J(u) = min J(v) (4)

veV

kde

1 Lo 1 L
J(v) = —EI/ (v )?dx + Ekp/ (vh)?dx +
0 0

2
N (ST T
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a V je prostor kinematicky piipustnych prihybt, jehoz konkrétni podoba zavisi
na zadanych okrajovych podminkach a plati H2((0,L)) €V C H?((0, L)).

Nebudeme zde podrobné diskutovat tuto tlohu a odkazujeme se na dosavadni
prace z této oblasti, viz [6], [8], [9], [10], které se vSak tykaji pouze jednostran-
ného Winklerova podlozi. Z pohledu autora je zde ale nékolik neuspokojivych
skutecnosti:

1. Winklerovo podlozi je aproximovano pomoci nosnikovych prvki, coz zjevné
nesouhlasi s fyzikalni realitou, viz obr. 2;

2. jelikoZ maji nosnik i podlozi spole¢nou koneéné-prvkovou sit, musi byt za
ucelem ziskani kvalitniho feSeni pouzito velké mnozstvi nosnikovych prvki,
coz se jevi z hlediska chovani nosniku zbytecné.

Nasim zamérem bude proto nalézt novou formulaci uvazované problematiky a
tim i nové moznosti jejiho feseni.

6 Kanonicka injekce

Zavedeme do nasi ilohy novou proménnou g € @, pficemz bude Q = H((0, L))
pro Pasternaktiv model a Q = L?((0, L)) pro Winkleriiv model podlozi. Tato nové
proménnd bude svazana s pivodni proménnou v € V' linedrnim vztahem

Bv =q, (6)

kde B je obecné linearni spojity operator z V' do (). V nasem pripadé konkrétné
polozime
B =1d, (7)
takze B je tzv. kanonickd injekce (anglicky canonical injection) z V' do Q.
Na okraj poznamenejme, Ze volba B = A vede na smiSenou metodu konecnych
pruki (viz napt. [1]), coz vSak sleduje zcela jiné cile, nez nas postup. Pomoci ného
totiz provedeme dekompozici uvazovaného problému.

7 Dekompozice

Namisto alohy (4) budeme nyni uvazovat tlohu ekvivalentni, kterou obdrzime
pomoci vztahi (6) a (7), pfi¢emz od sebe oddélime proménné nosniku a podlozi:

nalézt [u,p] € W ={[v,q] € V x Q: v = ¢} tak, zZe

J(u,p) = min J(v,q) (8)

[v,qleW
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kde

1 Lo, 1 LU
j(U’Q):iEI/O (v)d:c+§k:F/0 (¢")*dx +

+%ks /0 (g Yo - /O Cfoda (9)

Podstatné zde je, ze prechazime od nepodminéné minimalizace k minimalizaci
s podminkou. To je sice slozitéjsi tiloha, avSak nyni miizeme vyuzit lagrangiany
a sedlo-bodové techniky.
8 Lagrangian a sedlo-bodova formulace
Polozme V' C H?*((0, L)), Q = H*((0, L)), pfi¢emz pro ks = 0 ale bude Q =
(

L2((0,L)), a A = L*((0, L)). Definujme pro nasi tlohu (8) lagrangidn £ na V x
@ x A néasledovné

1 Lo, 1 Lo
E(v,q,u):§EI/0 (U)dx+§k;F/0 (¢7)?dx +

+%k/‘S/OL((q+)/)2dx—/OLfvdx+/0LM(v —q)dx (10)

Déle definujme tlohu

nalézt sedlovy bod [u,p, \] € V x @ x A lagrangianu L tak, zZe
Lu,p,p) < L(u,p,\) < L(v,q,A)  YwEV geEQ peA (11)

coz lze zformulovat i takto

nalézt sedlovy bod [u,p, \| € V x @ x A tak, ze

L(u,p,\)=inf sup L(v,q, ) =su inf  L(v,q, 12
(u,p,A) A (v, q, 1) supant g (v, q; 1) (12)

Moznosti feseni sedlo-bodové tlohy jsou v zasadé dvoji
1. pfes soustavu nelinearnich rovnic,

2. pomoci metody rozsitenych lagrangiani.
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9 Soustava rovnic

Z (10) a (12) odvodime nasledujici soustavu v nekoneéné-dimenzionalnim pro-
storu

L L L
EI/ v de +/ )\de:/ fvdz YoeV (13)
L ’ L ,O/ L
k;F/ p*qd:c—l—k:g/ (p*) q dx —/ ANdr =0 VgeQ (14)
0 0 0

/OLuudx—/OLpudxzo Yu e A (15)
Z jednotlivych rovnic soustavy (13)-(15) pak snadno obdrzime nésledujici vztahy
u =p sk. v§. v L*((0, L)), (16)
pro Winkleriiv model
AN=kppt sk vi. v L*((0,L)) (17)
a pro Pasternakiv model formdlné obdrzime
A =kppt — kg (p?)” sk. v8. v L*((0, L)). (18)

Soustavu (13)—(15) pfevedeme do kone¢né dimenze obvyklym postupem. Necht
Vi, Qn and Ay, jsou konecnédimenziondlni podprostory prostort V, Q) a A. Nyni
definujme tlohu

nalézt diskrétni resent u, € Vi, pn € Qn a A\, € Ay, tak, Ze
L " 1" L L
EI/ uy, v, dx —i—/ Aoy do = / frondx N, €V, (19)
0 0 0
L L o L
kp/ Py an dx + k;g/ (p}) qp dx — / Mgndr =0 Vg, € Qn (20)
0 0 0

L L
/ uppiy dr — / prpndr =0 Yy, € Ay (21)
0 0

Ptevedeni do maticového tvaru nyni vyzaduje
1. zvoleni vhodnych prostorti kone¢nych prvki,

2. splnéni Babuska—Brezziho podminek.
Ty maji pro sedlo-bodovou tlohu

a(up, vp) + b(vp, pr) = (f, vn) Yy, € Vi (22)
b(un, qn) =(9,qn)  Van € Qp (23)
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nasledujici tvar (viz napf. [1])

f sup AU g (24)
up€Vho vR€Vh o0 HuhH ||Uh||
b
inf sup (Vn 4) =B, >0 (25)

ah€Qh v, eV, m

kde Vh,o = {Uh e Vy: b(vh,qh) =0 th € Qh}

Predné budeme za tcelem feseni vytvaret dvé konecné-prvkové sité. Prvni bude
spojend s nosnikem, druhd s podlozim a multiplikatory (to je dano vztahy (17)
resp. (18)). Tato druhd sif bude vnofena do sité prvni a bude tedy mit pocet
prvki rovny celoc¢iselnému nasobku poctu prvka prvni sité. Prostor V), pak vy-
generujeme pomoci standardnich nosnikovych prvki, viz napt. [8]. Prostor @
zvolime v zavislosti na tom, zda se jednad o Winklertiv nebo Pasternaktiv model
podlozi. V prvnim pripadé zvolime konstantni prvky, v druhém linearni. V pii-
padé prostoru A, pouzijeme rovnéz konstantni prvky. Pfi takovémto postupu lze
ukazat splnéni Babuska—Brezziho podminek.

Soustava (19)-(21) méa pak maticovy tvar

KB’LL +M)\:f
Krpt —NX=o (26)
MTu—NTp =o0

Zde znac¢i K g standardni matici tuhosti nosniku, Kz matici tuhosti podlozi, M
a IN jsou matice vazeb mezi proménnymi, které jsou rozdilné s ohledem na to, ze
pouzivame dvé ruzné sité. Pritom matice K obecné zavisi na prubéhu funkce
pi a tato funkce je nediferencovatelnd.

Odtud dostavame nasledujici moznosti feseni soustavy (26)

e nehladka Newtonova metoda,

e prevod na tlohu komplementarity.

Prvni moznosti se zde zabyvat nebude, podrobnéji se podivame na druhou alter-
nativu.

10 Ulohy komplementarity

Nejprve se seznamime se zékladnim vymezenim tloh komplementarity. Ulohou
nelinedrni komplementarity (NCP) rozumime tlohu

pro danou vektorovou funkci F'(z) nalézt vektor z tak, ze

2" F(z) =0
z,F(z)>0
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Je-li F afinni, tj. F(z) = Rz + q, kde R je dané ¢tvercova matice a g dany
vektor, pak dostavame dlohu linedrni komplementarity (LCP)

nalézt vektory w a z tak, ze

w=Rz+gq
wl'z=0

w,z >0

Jestlize se v tlloze komplementarity vyskytuji proménné, pro které neplati kom-
plementarni vztahy, pak zpravidla hovotime o wloze smisené komplementarity,
kterou v obecném piipadé znac¢ime (MiCP) a v pfipadé afinni funkce (MLCP),
podrobnéji napt. viz [3].

11 Pfevod na tlohu (MiCP) a jeji feSeni

Soustavu (26) uvedeme na tvar odpovidajici néjaké tiloze komplementarity. Za
tim tcelem provedeme rozklad proménné pj, v (19)-(21) na jeji kladnou a zapornou
¢ast a totéz indukované i pro jejiho vektorového reprezentanta p v (26):

ph=piL—p, — P=p —p (27)
pip, >0 —  pTp >0 (28)

Nase soustava (26) evidentné nalezi do kategorie smiSené komplementarity a po
upravé vypada nyni takto

M"u - NTp* +N'p =o (31)
p'p =0 (32)
p,p >0 (33)

Pro Winklerovo podlozZi mame kg = 0 a prvky matice Kp dokazeme expli-
citné stanovit, nebot diky konstantnim prvkim je matice diagonalni a jakoby
posklddana z fady pruzin. Proto je vyslednd tloha typu (MLCP). Tento typ
uloh dokézeme bez vétsich problémi fesit naptf. pomoci Lemkeho metody nebo
primarné-duélni metody vnitinich bodu, viz napt. [9].

Pro Pasternakovo podlozi je ks # 0 a vysledné tloha je typu (MiCP), nebot
prvky matice Kr nelze explicitné urcit. Mizeme pak napi. pouzit metodu sek-
vencialni linearizace, kterd se autorovi osvédé¢ila a ktera pro tulohu typu (NCP)
postupuje podle néasledujiciho obecného schématu:

k-ty krok: 2* je dano a 2**! ziskdme fesenim (MLCP)

2T (F(Z5) + Jp(2") (2 = 27) =0
2>0, F(z") +Jp(2") (2 - 2" >0
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pfitom Jp znaci jakobian funkce F', tj. (Jr);; = OF;/0z;.
Konvergenci iterac¢niho procesu vSak nelze za obecnych predpokladi zarucit.

12 Rozsifené lagrangiany

Velmi zajimavou alternativu k predchozimu vice méné obvyklému postupu fe-
Seni pomoci soustavy nelinearnich rovnic pro sedlovy bod predstavuje pouziti
metody rozsitenych lagrangiant. Rozsireny lagrangidn L, pro libovolné r > 0 je
pro nasi ulohu definovan vyrazem

r

L
ﬁr(UaQMM):ﬁ('an’lu)—{—i/ (U _Q)2dx vemquaMEA (34)
0

Déle definujme druhou sedlo-bodovou tlohu néasledovné
nalézt sedlovy bod [u,p,A\] € V x Q x A funkciondlu L, tak, zZe

Lo(u,p,p) < Ly(u,p,A) < Lo(v,q,\) YweV,geQ,uel (35)

Pouziti rozsireného lagrangianu je zaloZeno na nasledujicim tvrzeni, jehoz dikaz
1ze nalézt v [4] nebo [5].

Necht [u,p, A] sedlovy bod lagrangianu £ na V x @ x A. Potom [u,p, A je
sedlovym bodem rozsifeného lagrangianu £, pro kazdé r > 0 a naopak. Navic u
je Tesenim puvodni tlohy (4) a plati p = w.

Lze tudiz obé sedlo-bodové tlohy (11) a (35) zaménit, coz je predstavuje z vy-
pocetniho hlediska vyznamnou vyhodu. K urceni sedlového bodu funkcionélu L,
pouzijeme nésledujici variantu Uzawova algoritmu (horni index u proménnych
zde predstavuje iteraci):

ALGORITMUS 1
X € A dano
pak pron=0,1,...
uréime u", p™ FeSenim ulohy
nalézt [u™, p"] € V x @ tak, Ze
Lo(u",p", A") < Ly(v,q,A") Y eV Vge @
uréime \"™! nasledovné
AL =\ 4 p(u™ — p™) p>0
ulohy v proménnych u a p pro £, pfi pevném \". Misto toho mizeme pouzit
blokovou relaxaci a nahradit tento algoritmus nasledujicim, ktery vyzaduje mi-
nimalizaci vZdy jen v jediné promeénné.
ALGORITMUS 2
P’ € @, \' € A dany
pak pron=1,2,...
uréime u", p" feSenim tloh
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nalézt u" € V tak, ze
L.(u™, p"= 1 A") < L,(v,p" 1 A7) YoeV
nalézt p" € @ tak, ze
L.(u™p", N") < L.(u™, q,\") Vg € Q
uréime A" nasledovné
)\n+1 = \" + p(un _ pn) p > 0
Pokud jde o konvergenci obou algoritmii, lze konstatovat, ze

e algoritmus 1 konverguje pro 0 < p < 2r
e algoritmus 2 konverguje pro 0 < p < ((1++/5)/2)r
Dikazy lze nalézt v [4] nebo [5]. Dobrou volbou je zpravidla hodnota p = r.

13 Priklad

Nyni budeme ilustrovat vyse vylozenou teorii a metody feSeni na pomeérné
jednoduchém ptikladu. Méjme dan nosnik délky L = 4 m spocivajici na podlozi
a tfech podporach v bodech x = 0m, x = 2m a = 4m. Nosnik a podlozi jsou
zadany pomoci nasledujicich hodnot:

EI =2 x 10" Nm?,

kr=2x 107Nm’3,

ks =3 x 10" Nm~1.

10 kN 5 kN 10 kN

4 nosnikové prvky

:::::::::::::::::::::20k0nstantnichprvkﬁ
sif pro Winklerovo podlozi

L B T e S ) 20 linearnich pI‘Vkﬁ

sif pro Pasternakovo podlozi

Obrazek 3: Nacrt zadani prikladu

Na nosnik ptisobi tii osamélé sily zadané v bodech x = 1m, z =3maz = 4m,
jak je to patrné z uvedeného obrazku. Zde je také vidét ukazka, jak lze konstruovat
konecéné-prvkové sité pro nosnik a podlozi (kulaté body oznacuji uzly jednotlivych
siti).

V nasledujici tabulce vidime vysledky pro maximélni a miniméalni prihyby
pro nékolik rfiznych siti. Tyto hodnoty musi byt pfendsobeny hodnotou 10~ m.
V pripadé Winklerova podlozi je pochopitelné kg = 0.

7 vysledki lze vypozorovat, ze konvergence je v pripadé Winklerova podlozi
rychlejsi nez u Pasternakova. To ovSem neni nijak piekvapivy zaver, nebot Pas-
ternakiv model je komplexnéjsi nez ptivodni Winklertiv.
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pocet Winklerovo podlozi Pasternakovo podlozi
prvki klasické jednostranné klasické jednostranné
nosnik ‘ podl. | u max ‘ u min | u max ‘ u min | u max ‘ u min | u max ‘ u min
4 40 | 6.237 | -4.525 | 6.433 | -5.036 | 4.230 |-2.872 | 4.657 | -4.307
4 100 | 6.236 | -4.524 | 6.431 | -5.035 | 4.233 | -2.873 | 4.660 | -4.307
4 400 | 6.236 | -4.524 | 6.431 |-5.035 | 4.233 | -2.874 | 4.661 | -4.307
8 40 | 6.238 | -4.526 | 6.433 | -5.036 | 4.238 | -2.878 | 4.664 | -4.312
8 104 | 6.237 | -4.525 | 6.432 | -5.036 | 4.240 |-2.880 | 4.667 | -4.311
8 400 | 6.237 | -4.525 | 6.432 |-5.035 | 4.241 | -2.880 | 4.667 | -4.311
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Interakce dvou elastickych téles:
Algoritmizace tulohy

IvoNA SVOBODOVA
VSB-TU Ostrava, kMDg

Abstrakt

V piispévku pracujeme nehladkym funkcionalem Py, ktery popisuje po-
tencialni energii elastického télesa, jehoz deformace je ovlivnéna odezvou ji-
ného télesa nebo prostiedi. Tim prvnim je tenkd mezikruhova deska s Neu-
mannovymi okrajovymi podminkami, na kterou ptsobi pfedem znama za-
tizeni. Druhym télesem je pak nadlozi, podlozi nebo prekazka, jejichz vliv
je popsan nediferencovatelnym operatorem . Cilem prispévku je prezen-
tace a porovnani dvou algoritmu pro vypocet diskrétniho reseni. Prvni je
disledkem aplikace nehladké Newtonovy metody, druhy vyplyva z pouziti
metody postupnych aproximaci.

1 Uvod

Problematika tuloh kontaktu dvou elastickych téles patii k castym otazkam ply-
noucim napiiklad z inzenyrské praxe. V literatutre je této obtizné problematice
vénovaho mnoho prostoru, viz napiiklad [1] a reference tam uvedené. Ke zjedno-
duseni dospéjeme, pokud pozornost zaméfime jen na jedno z téles. Resené tloha
se redukuje na jednu rovnici rovnovahy, odpovidajici tomuto télesu, rozsifenou
o specialni ¢len, ktery popisuje vliv odezvy télesa zbyvajiciho.

V tomto prispévku je télesem, na které se zaméiime, elastickda mezikruhova
rotacné symetricka deska

h h
Q:{(x,y,z)eRS; a<yx2+y?<b, —§<z<§},
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kde a,b,h jsou dané kladné konstanty, a < b a h < 1. Odpovidajici matema-
ticky model je odvozen na zakladé linearni teorie elasticity. Vzhledem k rotac¢ni
symetrii jsou veskeré formulace uvedeny ve tvaru po transformaci do cylidrickych

souradnic
P VAR,
p = arctg (%),
z =z.

Funkce prithybu desky spliuje rovnici rovnovahy, ktera je obycejnou diferencialni
rovnici (ODR) ¢étvrtého fadu, a Neumannovy okrajové podminky. Varia¢nimu
feSeni odpovida argument minima potencialu celkové energie na vhodném pro-
storu funkci. Vzhledem ke geometrii tilohy je tento prostor vahovym Sobolevovym
prostorem [3].

Vychozim bodem pro popis vlivu druhého télesa je tzv. Winklertiv model pod-
lozi a jeho zobecnénd jednostranna varianta. Specidlnim ¢lenem, jimz je rovnice
rovnovahy rozsifena, je operator

Y(u) = kn(u— L))" = kp(u+ L),
i=1 Jj=1

kde funkce ky, popisuji pribéh odezvy -té vrstvy, kterd je od desky vzdalena
L, ; ve sméru kladné poloosy z. Podobné Ize interpretovat kp, a L_;. Zahrneme-li
operator ¢ do rovnice rovnovahy mezikruhové desky, stane se funkcional celkové
energie systému nehladkym. Proto bude zapotiebi uvést podminky pro existenci
a jednoznacnost varia¢niho feseni. Klasickd i variacni formulace ulohy vcetné
podminek existence variacniho feseni je shrnuta v kapitole 2.

Energeticky funkcional navic zistana nehladkym i v algebraické reprezentaci,
ktera vyplne z diskretizace ulohy ve smyslu koneénych prvkid. Cilem tohoto pii-
spévku je proto hledani vhodné vypoctové metody. V kapitole 3 predstavime dva
algoritmy. Prvni je zaloZen na nehladké verzi Newtonovy metody, ktera dosa-
huje superlineérni konvergence [6]. Nevyhodou je ale pozadavek na dostatecné
blizkou poc¢atecni aproximaci. Druhy algoritmus odvozeny z metody postupnych
aproximaci se jevi jako globalné konvergentni, nicméné presny diikaz zatim zi-
stava otevienou otazkou. Numerické vysledky ziskané obéma metodami vzajemné
porovname v kapitole 4.

2 Formulace tlohy

Deformaci desky () charakterizujeme vektorovym polem U, ktery popisuje vy-
sledné posunuti. Z Kirchhoffovy teorie pro tenké desky (tloustka h < 1) plyne,
ze slozky U jsou ve tvaru

0 0 _
U, = —zaw(r, ©), Up = Z;%w(ra ©), U. = w(r,¢).
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pro (r,¢,2) € (a,b) x (—=m,7) x (=h/2,h/2). Necht Q je tak zvana stfednicova

Obrazek 1: Stfednicova plocha desky (2.

plocha desky, Q = {(:v,y) ER?; a< /a2 +92 < b}, viz. Obrazek 1. Transfor-
maci oblasti Q a jeji hranice 02 do cylindrickych soufadnic ozna¢me €. a 0S).,
tj. Q. = (a,b) x (—=m,7) a 9. = {a,b} x (—m,m). Rovnice rovnovéhy tenké
mezikruhové desky je ve tvaru

DOhQA(Q:w(Tv 90) + d}(w)(rv 90) = f(’l“, 90) (7“, 90) € (1,

kde Doh? € R, A, je Laplaceiiv operator transformovany do cylidrickych sou-
fadnic a zobrazeni ¢ popisuje vliv druhého télesa (okolniho prostiedi desky).
Neumannovy okrajové podminky jsou dané rovnostmi

M, (w) = my,
10 na 08,

Tn(w) + s [TMnS(w)} = DPn;

pro hrani¢ni operatory 7,, M,, a M,,s majici vyznam normalovych sil, ohybovych
a krouticich momentti.

Nebot cely systém téles i pusobicich sil je rotacné symetricky, slozky vektoro-
vého pole U se zjednodusi na

U, = —zu'(r), U, =0, U, = u(r),
kde (r,2) € (a,b) x (=h/2,h/2), u = u(r) je tzv. funkce prihybu a () = 2( ).

z

1)

Obrézek 2: Rez (a, b) stfednicovou plochou desky €.
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2.1 Kilasicka a variacni formulace tulohy

Klasické feseni u € C*((a, b)) tlohy ohybu tenké mezikruhové rotaéné symet-
rické desky splnuje okrajovou tilohou slozenou z rovnice rovnovahy

Doh? A2 (r) + ¥(u)(r) = f(r) r € (a,b) (1)
a Neumannovych okrajovych podminek
Mu(r)=m, a Tu(r)=np, pro r € {a,b}, (2)

kde A2u(r) = [r[X[r-u/(r)]]'}’, konstanta Dy zévisi na elastickych materalovych
koeficientech nazvanych Youngtv modul pruznosti £ > 0, a Poissonovo ¢islo
o€ (0, %), Dy = ﬁ Funkce f € C° ((a, b)) popisuje dané objemové sily,
které ptisobi kolmo k €2 a které jsou konstantni na kazdé kruznici se stredem
v pocatku soutadnic, viz Obrazek 2. Hodnoty m,, my, p, a p, v okrajovych
podminkach (2) jsou dané a operatory T a M reprezentujici pricné sily a ohybové

momenty na hranici jsou definovany
Tu = Doh® (ru” +u” — u') a Mu = Doh® (ruv” +ou).

Operator 1 je obecné dan rovnosti

U(u) = Z kn(u— Ly)™ — Z kp(u+L_;)~  mmneN, (3)

kde ky,, kp; € C’O((a, b)) i Ly, L_; € R! jsou nezaporné. Kladn4 a zdporné ¢ast
funkce v jsou definovany potradé

v i=1(ul+v) a v = 3(jv] —v).

Poznamka 1 (fyzikalni smysl operdtoru 1)

V matematickém modelu (1)-(2) je protfednictvim ¢ zahrnut vliv pfedem ne-
znamé aktivni ¢asti elastického prostfedi. Operator (3) popisuje prostfedi s m
vrstvami nad deskou a n vrstvami pod ni. Vzdalenost mezi i-tou vrstvou a deskou
je Ly; v pripadé horniho prostfedi a L_; je vzdalenosti dolni vrstvy. Funkce
kn, = kn,(r) popisuje pribéh odezvy i-té horni vrstvy a kp, = kp,(r) charakteri-
zuje odezvu j-t¢é dolni. V piipadé, Ze dojde k prithybu desky v rozmezi L_ ;11 az
L_y, pak je vysledna deformace ovlivnéna prvni az k-tou dolni vrstvou. Celkovy
pruhyb se zmensi o reakci Zle L_;kp(r).

Pokud konstanty L., sefadime tak, ze L., = min; L,;, pak L, je vzdalenosti
horniho prostiedi od desky. V pripadé, ze L, > 0, jde o horni pfekadzku. Pokud
Ly = 0 mluvime o nadlozi. Analogickou tvahu lze provést i pro konstanty L_;,
viz. Obrazek 3.

Zvoleny tvar operatoru 1 umoznuje popsat naptiklad tyto fyzikalni pripady.
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1. Vliv linearniho prostiedi o tuhosti k, ¢ (u) = ku, jestlize polozime ky, =
kp, = kna (a,b), Ly; = L1 =0, ky,=0proi=2,3,...makp, =0 pro

J=2,3,...n;
2. Vliv jednostranného Winklerova podlozi o tuhosti kp, ¥(u) = —kpu~,
polozime-li L ; = 0, ky, = 0 pro ¢ = 1,2,3,...m a kp, = 0 pro j =

2,3,...1;

3. Vliv horni elastické prekazky o tuhosti ky, a vzdalenosti od desky L.q,
P(u) = kn,(u—Ly1)7T, jestlize dosadime L1 > 0, ky, =0proi =2,3,...m
akp =0proj=123,...n

uperobstacle | EESEEE E
with 2 levels = = = =

thin annular L
plate T -

lower obstacle
with 3 levels

Obrazek 3: Priklad mezikruhové desky s horni dvou-vrstvou a dolni t¥i-vrstvou
prekazkou.

Ke zobecnéni klasické formulace je zapotiebi zavést tzv. prostor funkci s ko-
nec¢nou energii. Uvazujme funkci p kladnou s.v. na (a,b) a ozna¢me LZ(T) ((a,0))
vahovy Lebesguetiv prostor se skalarnim soucinem (u, v)4() := fab u(r)v(r) o(r)dr
indukujicim normu | - |,¢). Prostorem funkci s konecnou energii je vahovy Sobo-
leviiv prostor

H*((a,b);r, L, r) = {v=0(r) | v,0" € LZ((a,b)) A V' € Lz% ((a, b))}

se skalarnim soucinem ((u, v)) rt] = (u,v), + (v, v’)% + (u",v"), a indukovanou
normou || - ||[r7%ﬂ. Blize viz [3].

Linearni prostor H? ((a, b);r, %, r) neni pouze prostorem funkci s kone¢nou ener-
gii ale i prostorem virtudlnich posunuti, ktery odpovida zobecnéné formulaci tlohy
(1), (2). Tedy (v navaznosti na ustélené znaceni) polozme

V :Hz((a,b);'r 1 7’).

O veli¢inach v definici (3) operatoru ¢ predpokladejme, ze

kn, € L= ((a,b)), kn, >0 s.v.na (a,b),
L;eRY L,,>0 proi=12...m,

kp, € L>((a,b)), kp, >0 s.v.na (a,b),
L,;eRY L ;>0 proj=12...n,
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kde m,n € N, a navic
L, < <L y<-L <0<Ly<Lp<- <Ly (4b)

Predpoklady (4a) a (4b) jsou disledky fyzikalni interpretace 1, viz Poznamku 1.
Pro funkce w,v € V' definujme zobrazeni

ao(w, v) := Dyh? ((w', v’)% + (" V"), + o(w”, V') + o (', v”)1> ,
ay(w,v) == (P(w),v),, (5)
F(w) = (f,w)r = (pry 0) fapysr + (M0, W) gy

pro danou funkci f € L?((a,b)) a hodnoty pa,ps, mae, my, € RY, které pochézeji
z dualit

(Dr, WY gaptr = Pow(b)b—pow(a)a a (M, W) {appr = mpw' () b—mew'(a) a.
Funkciondl Py: V — R,

Py(v) = 3a0(v,v) + a4 (v, v) — F(v), (6)

je energetickym potencidalem studované tlohy. Funkci v € V nazveme variacnim

resenim, jestlize
u = argmin Py (v). (7)

veV

Potencial Py, je konvexni a diferencovatelny na V. Proto u z (7) lze ekvivalentné
charakterizovat Eulerovou extremalni podminkou

ao(u, v) + ay(u,v) = F(v) pro vSechna v € V . (8)

2.2 Existence varia¢niho feSeni

V této podkapitole shrneme tvrzeni o existenci Feseni varia¢ni tlohy (7). Pokud
nebude napsano jinak, pak v nasledujicich vétach predpokladame, ze potencial
Py je definovan (6), (5) a veli¢iny v operatoru ¢ spliuji obecné predpoklady (4a)
a (4b).

Véta 1 Uvazujme variacni dlohu (7) pro ¢ ve tvaru

ZkN — L))",

kde kn, > 0 s.v. na (a,b).

(i) Jestlize existuje variacni vesend ulohy (7), potom F(1) >0
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(i) Jestlize F(1) > 0, potom existuje jediné variacni tesent ulohy (7).
(i1i) Jestlize F(1) =0, potom ezistuje variacni tesent ulohy (7), které je jedno-

znacné az na aditivnd konstantu z intervalu (—oo, L1)

Véta 2 Uvazujme variacni dlohu (7) pro ¢ ve tvaru

n

Y(u) ==Y kp(u+L),
j=1
kde kp, > 0 s.v. na (a,b).
(i) Jestlize existuje variacni tesent ulohy (7), potom F(1) < 0.

(ii) Jestlize F(1) < 0, potom ezistujejediné variacni veseni ulohy (7).

(i1i) Jestlize F(1) =0, potom ezistuje variacni tesent ulohy (7), které je jedno-
znacné aZ na aditivni konstantu z intervalu (—L_q,+00).

Véta 3 Uvazujme variacni vlohu (7) pro ¢ ve tvaru (3). Jestlize
F(1) £0,

potom ezistuje jedin€ variacni fesent ulohy (7).

Véta 4 Uvazujme variacni ulohu (7) pro ¢ ve tvaru (3), kde kn, >0 a kp, > 0
s.v. na (a,b). Predpokladejme, Ze

F(1) =0.

(i) Jestlize L1 # 0 nebo L_y # 0, potom existuje variacni veseni ulohy (7),
které je jednoznacné az na aditivni konstantu z intervalu (—L_q, Li1).

(i) Jestlize L1 = L_1 = 0, potom existuje jediné variacni reseni ulohy (7).

Prezentace diikazii neni cilem tohoto prispévku. Proto jen shriime, ze zakladem
diikazl o existenci feseni je direktni ortogonalni rozklad Hilbertova prostoru V'
na konvexni kuzel K a p¥islusny negativni polarni kuzel K©. Na K© je zobrazeni
ap+ay z (8) ekvivalentnim skaldrnim soucinem na V', a tedy existence varia¢niho
feSeni je zajiSténa. Na V' \ K jsou zapotiebi dodatetné podminky, které si exis-
tenci TeSeni vynuti. Jak je patrné z uvedenych vét, jsou tyto pozadavky kladeny
na data tlohy obsazena ve funkcionalu F. Diikazy o jednoznacnosti respektive
jednoznacnosti az na aditivni konstantu lze provést sporem.
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3 Diskretizace a algebraicka formulace

Uvazujme mnozinu uzli déleni intervalu (a, b)
Ny:={r;:i=1,...N+1},

kde
a=1r <ry< -+ <ry<rysy1=20b 9)

pro N € N. Parametr h je normou diskretizace, h = max;{r;;; — r;}. Déleni N,
odpovida konec¢né prvkovy prostor

Vh = {'Uh € Cl ((CL, b)) DU

y kubicky polynom proi=1,...N}, (10)

(rs,rivt

jehoz dimenze je 2N + 2. Bazi V}, ozna¢ime {p;}:Y %, Kazdému prvku v, € V,

lze tedy pfitadit vektor v = (vk)zif r 2 jehoz slozky jsou soufadnice funkce vy,

vzhledem k {gpk}iﬁfﬂ, kde vy; 1 = vp,(1;), vo; = v}, (r;) pro vechna ¢ =1... N+1.

Hledané diskrétni reseni uy € Vj, spliiuje rovnici

ao(un, Px) + ay(un, x) = F (o) (11)

pro vsechna k =1,2,...2N + 2.
Zobrazeni a,, z (11) lze zapsat jako vahovy skalarni soucin

ay (un, o) = (Y(un), pr)r (12)

Vsimnéme si, Ze ¥ (uy) neni prvkem prostoru Vj,. Proto je zapotiebi nalézt vhod-
nou algebraickou reprezentaci (12) a potazmo celé soustavy (11). Uvedeme dva
mozné pristupy vedouci na odlisné vypoctové algoritmy.

3.1 Algoritmus zaloZeny na nehladké Newtonové metodé

Zobrazeni (12) upravime tak, abychom nehladkou Newtonovu metodu (nNM)
mohli pouzit. Aproximujeme-li obdélnikovou kvadraturni formuli integral

by,
ay(up, r) = / O (un(r)) w(r)rdr prok=12...2N +2,
a,

kde interval (ay, by) C (a,b), ag, by € Ny, je nosicem ¢y, dostaneme zobrazeni CLZ),
kde

&k (Ce — &)Y (un(Cr — &) (e — &) pro k=1,2,
ay (un, ox) = § GeCrtd (un(G)) i (Ce) pro k =3,4,...2N —1,2N,
& (G + &)U (wn (G + &) on(Ce + &) pro k =2N +1,2N +2

pro ¢ = b”Ta’“ a &y = bVTak Nebot (; a (i + & jsou prvky N, hodnoty uy(¢),

up(Cr + &) a up(Cp — &) odpovidaji konkrétnim slozkdm vektoru u = (uy)7, 2.
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Navic funkéni hodnoty bazovych funkei ¢y jsou zndmé piesné. Proto lze afz zjed-
nodusit na

&ra(uy) pro k=1,

U rok=3,57,...2N —1,
Sonv 10 (ugn 1) pro k=2N +1,
0 pro k sudé.

Ze srovnani (12) a (13) plyne, Ze jsme pro uy a tedy pro vektor u = (uy)2Y

odvodili koneéné-dimenzionalni aproximaci nelinedrniho zobrazeni (3). Pro k-tou
slozku ¥ (uyp,), totiz plati, Ze

m

Ylun)e = Yk, (uk — Lia)™ = "k (ur+ L_j) " (14)

i=1 Jj=1

Timto jsme pro diskrétni tlohu (11) nalezli prvni algebraickou reprezentaci, ve

které
hleddme u € R2N*+2 tak, 7Ze

KU+§:B+i(U_L+i)+ - zn:B—j(u+L—j)_ =/, (15)
i=1 Jj=1

kde matice tuhosti K € R2V+2x2N+2 jo standardné sestavens vzhledem k zobra-
zeni ag, vektor f € R*V+2 odpovid4 objemovym zatiZenim a diagonalni matice
B.;, B_; maji podle (13) prvky slozené z hodnot &, (i, a, b a hodnot funkci
kn; a kp,. Pro vektor u = (uk)i£f2 a konstanty L.;, L_; € Rt chapeme vyrazy
(u— L)t a(u+ L_j)~ po slozkich.

K feSeni (15) pouzijeme nNM, jejiz hlavni myslenkou je pouziti tak zvanych
vyhlazovacich funkci v Newtonovskych iterac¢nich rovnicich namisto klasickych
derivaci, viz [6].

Definice 3.1 Necht X a Y jsou Banachovy prostory, O C X je oteviend mnozina
a L(X,Y) je mnozinou vich omezenych linearnich zobrazeni z X do Y. Zobrazeni
F: O~ Y senazyva

e vyhladitelné diferencovatelné v bodé u € O, jestlize existuje zobrazeni F°: O
L(X,Y) tak, ze tiida { F°(u+v), v dostatené malé} je stejnomérné omezena
v operatorové normeé a

) 1
lim ——
v=0 [|lv]|x

[1F(u+v) = F(v) = F*(u+v)v]y = 0.

Zobrazeni F° se nazyva vyhlazovaci funkce (slanting function) pro F' v bodé u;

e vyhladitelné diferencovatelnd na O, jestlize existuje F°: O — L(X,Y), které
je vyhlazovaci funkci pro F' ve viech bodech u € O. Rikdme, ze F° je vyhla-
zovact funkci pro F' na O.
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Véta 5 ([6]) Necht funkce F je vyhladitelné diferencovatelnd na O s vyhlazovact
funkci F°. Necht u* € O Tesi rovnici

F(u) = 0.

Jestlize F°(u) neni na O singuldrni a {||[F°(u)™Y|| : u € O} je ohranicend,
potom nINM iterace

konverguji superlinedrné* k u* pro dostatecné malé ||ul® — u*||x.

Ptiklad: Necht F(u) = u™, u € R!. Potom vyhlazovaci funkci je multifunkce

1 u>0,
F(u):==<¢¢6 u=0,d€R!libovolné,
0 u<O.

Vratme se k pfipravené uloze (15) a definujme zobrazeni
F(u) := Ku + i Bii(u— L))" — i B_j(u+L_;)” — .
i=1 -
Reseni (15) splituje rovnici F(u) = 0. Vyhlazovaci funkei F° pro F je zobrazeni
Fo(u) := K+ZBH (Api(u ZB,JD (u)),
i=1

kde diagonélni matice D(Ay;(u)), D(A_;(u)) odpovidaji aktivnim mnoZindm
Ayi(u), A_j(u) definovanym

1wy > L+i 1 u,< —L_;
Asi(u)e = D A= a
sty {0 jinalk, () {0 jinak

prok=1,...2N + 2.
Rovnive nNM pro vypocet (k + 1)-ni iterace je tedy tvaru

(K + Z ByiD(Ayi(u ZB_]D >))> uFH) = f. (16)

Nyni tedy mizeme formulovat prvni vypoctovy algoritmus vyuzivajici techniku
aktivnich mnozin.

Ju® D —urfx _ g
[T P

'Superlinearni konvergenci u® k u* rozumime, Ze limy_, o0
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Algoritmus nNM:
1. Sestav matice K, By;, B_; a vektor f.
2. Volba poéateéniho odhadu u(©).
3. Pro k-tou iteraci u®) proved:

(a) sestav aktivn{ mnoziny A, ;(u®) a A_;(u®),

(b) vyfes (16),

[lulk+1) g (K

)|
I

(c¢) vyhodnot ukoncovaci kritérium

Poznamka 2 Cilem algoritmu nNM je nalézt vhodnou kombinaci ,,0¢ a ,1
v aktivnich mnozinidch Ay; a A_;. Kazd4 tato mnozina ma N + 1 prvki a proto
algoritmus nNM teoreticky nejvyse po 2! krocich skonéi. A pravé podminku na
maximalni pocet krokti mtizeme pouzit jako dalsi ukoncovaci kritérium. Zajistime
tak, ze se vypocet ,nezacykli“ mezi nékolika malo stavy. To mtze napriklad nastat
vlivem chyby zaokrouhleni, kdy v nékterém z uzli déleni A, zdanlivé nevyhovuje
ani stav ,,1¢ ani stav ,,0, tj. odpovidajici iteracni feSeni nespliuji kritérium
ukonceni (tzv. zig-zag effect).

3.2 Algoritmus zaloZeny na metodé postupnych aproxi-
maci

Zakladni metodou pro druhy algoritmus je iteracni zptisob k hledani pevného
bodu daného zobrazeni, tzv. metoda postupnych aproximaci (MPA).

Ozna¢me X = ¢(V}), X C C°((a,b)) a K* mnozinu vsech zobrazeni z V}, to
X takovych, ze

vn e > ki(vn + L)+ kay(on + Ly)”

J

kde L;, L; € RY, ki, ko ; € L((a,b)) pro viechny indexy i, j.

Tvrzeni 1 Ke kaZdému zobrazeni ) € K* ezistuje dvojice zobrazeni g a {, kde
o € K* al je linedrni zobrazeni z Vi, do V, tak, Ze je splnéna ndsledujici rovnice

1/)+¢0:€ nth.
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Piiklad: Polozime-li ¢)(v,) = k(v, + L), potom zobrazeni 1y a ¢ z Tvrzeni 1
jsou tvaru

Yo(vn) = —k(vp + L) a Ll(vy) = k(v + L).

Pouzijeme-1i Tvrzeni 1 pro Gpravu rovnice (11), pak pro vSechny indexy & plati,

v

ao(un, px) + (E(un), or)r = F (o) + (Po(un), or)r-

Oznacme S : V;, — V), jako operator, ktery kazdému w;, € Vj, prifadi feseni vy,
soustavy rovnic

ao(vn, i) + ((vn), ¢x)r = F(pr) + (Yo(wn), ©k)r pro vsechna k. (17)
Potom diskrétni feseni u;, € V}, tlohy (11) je pevnym bodem operatoru S. Druhou

algebraickou formulaci (11) ziskame, jestlize pouzijeme MPA na (17). Odpovada-
jici iterac¢ni rovnice je ve tvaru

(K + L™ = f+ £, (18)
kde K a f jsou stejné jako v (11), prvky matice L € REN*2xCN+2) isou dany

Ly, = (£(¢1), or)r a vektoru fw(:) € R?M*2 jsou fw(ﬂ = (¢o(u™), 1), pro viechny
indexy k,l =1,...,2N + 2.

Algoritmus MPA:
1. Sestav matice K, L a vektor f.
2. Volba pocateéniho odhadu u(®.
3. Pro k-tou iteraci u*) proved:

(a) sestav vektor fJ:),

(b) vytes (18),

(c) vyhodnot ukoncovaci kritérium (stejné jako v algoritmu nNM).
Poznamka 3 Matice K + L z rovnice (18) je pozitivné definitni. Tato vlastnost

zarucuje existenci itera¢niho feSeni pro libovolny pocateéni odhad u® oproti
metodé nNM, viz véta 5.

Konvergenci algoritmu MPA budeme testovat numericky a vysledna feseni po-
rovname s vysledky ziskané metodou nNM.
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4 Numerické experimenty

Uvedeme dva priklady. V prvnim predepisujeme stabilni okrajové podminky
s nulovym posunutim (w(a)=w(b)=0), které samy o sobé zajistuji existenci i jed-
noznacnost feseni. Youngtiv modul a Poissonovo ¢islo (E = 2.140e+011 a sigma
= 2.900e-001) odpovidaji oceli, coz je materiél, jehoZ tvarové vlastnosti odpo-
vidaji linearni teorii elasticity.

I. Vstupni data prvni ulohy

Rozmery desky

tloustka h = 1.000e-002 metru

vnitrni polomer a = 1.000e+000 metru

vnejsi polomer b = 5.000e+000 metru
Ciselne charakteristiky materialu

Younguv modul E = 2.140e+011 N/m"2

Poissonovo cislo sigma = 2.900e-001

Zatizeni ve smeru osy z"je
na celem intervalu (1 , 5 )
f(r) =0 N/m"2
Deska je umistena v pruznem prostredi, ktere se sklada
z”- nadlozi po cele delce s~ odporem k_n = 5.000e+004 N/m"~2

Okrajove podminky
---> pokles podpor v'r=a o"velikosti w(a)
---> pokles podpor v~ r=b o"velikosti w(b)
--->  moment pro r=a ve tvaru Mw (a)
--->  moment pro r=b ve tvaru Mw (b)

0.000e+000 metru
0.000e+000 metru
5.500e+004
9.000e+004

V nasledujici tabulce je uvedeno porovnani vysledk ziskanych metodami nNM
a MPA pro ménici se pocet déleni N.

| |poCet iteracil velikost rel. rezidua |  maximdlni |
[ N ettt |  odchylka I
I | nNM | MPA | nNM | MPA | vysledkd I
| 2 | 11 4 | 5.27154e-017 | 1.64098e-004 | 1.577543e-005 |
| 10 | 2| 4 | 1.19103e-017 | 1.15469e-007 | 5.089773e-007 |
| 20 | 2| 4 | 1.55926e-017 | 2.74973e-009 | 6.666227e-008 |
| 50 | 2| 4 | 2.18885e-017 | 9.40658e-012 | 8.322865e-009 |
| 200 | 2| 4 | 3.04560e-017 | 3.75928e-014 | 1.112272e-009 |

Druhy ptiklad pocita s deskou stejnych rozmérti, ale materiadlové konstanty (E =
1.000e+007 a sigma = 4.999e-001) jsou zvoleny tak, Ze vysledné chovani je po-
mérné elastictéjsi nez u oceli. Napiiklad be se mohlo jednat o pryz. Ackoli realné
chovani téles vyrobenych z tohoto materidlu nepopisuje zvolena linearni teorie,
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Obrazek 4: Vysledny prihyb odpovidajici zadani prvni tlohy.

uvadime jej pouze z diivodu ,viditelnosti“ vysledného prithybu v grafu. Okrajové
podminky predepisujeme nestabilni (Tw(a)=Mw(a)=Tw (b)=Mw(b)=0), tedy homo-

genni tvar (2).

II. Vstupni data druhé ulohy

Rozmery desky
tloustka
vnitrni polomer
vnejsi polomer

h
a
b

Ciselne charakteristiky materialu

Younguv modul

Poissonovo cislo

v~bode r2 = 4.

Z~_
Okrajove podminky

---> pricna sila
-—=> moment
---> pricna sila
-—=> moment

pro
pro
pro
pro

E =

1.000e-002 metru
1.000e+000 metru
5.000e+000 metru

1.000e+007 N/m"~2

sigma = 4.999e-001
Zatizeni ve smeru osy z"je
v~bode rl =

f1(

£2(

r=a ve
r=a ve
r=b ve
r=b ve

2
r)

N

r)

tvaru
tvaru
tvaru
tvaru

30

N/m"~2

-20 N/m~2
Deska je umistena v pruznem prostredi, ktere se
nadlozi po cele delce s~ odporem k_n

sklada

5.000e+004 N/m"2

Tw(a)
Mw (a)
Tw(b) =
Mw (b)

Il
o O O O

Neekvidistantni adaptivni deleni na 20 casti.
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Nasleduje postupny vycet iteraci pro MPA. V piipadé metody nNM doslo k di-
vergenci vlivem nedostatecné blizké pocatecni aproximace feseni.

Postupne Aproximace : Iteracni reseni vysledne soustavy.

| iterace | rel.chyba | el. rezidua |
I 1 5.48506e-001 |  1.04308e-005
I 2 | 3.79994e-001 |  6.62548e-006 I
I 3 | 2.76282e-001 |  4.82157e-006 I
I 4 | 2.13875e-001 |  3.78108e-006 I
I 5 | 1.73273e-001 |  3.10336e-006
I 6 | 1.44979e-001 |  2.62575e-006 I
I 7 | 1.24082e-001 |  2.26828e-006
I 8 | 1.08368e-001 |  2.02529e-006
I 9 | 9.61472e-002 |  1.83887e-006
I 10 | 8.63444e-002 |  1.68602e-006

Pro rovnici A*w”(n+1) = f + B(k_p*w™(n) [+]-k_n*w~(n) [-]) jsou vzorce
rel.chyba = |w - wO| / [wO]
rel.reziduum =
| Axw+Bplus*w [+] -Bminus*w[-] - f| / ((|Al+|Bplus|+|Bminus|)*|w|+|£f])
pouzita je sloupcova norma |w| := max(abs(w)) a |A| := max(sum(abs(A’)))
matice Bplus a Bminus jsou sestaveny podle aktivni mnoziny reseni
(viz Newt. metoda)

x 10~ Met. postup. aprox. : Pruhyb mezikruhove tenke desky

2 of
ki
E
Qo -2r
>
<
2
o -4+
1 1 1
vnitrni okraj a = 1m stred = 3m vnejsi okraj b = 5m
re(1,5)
5 x10° 1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky
2 2r . .
>
<
2
o
o 0T
[}
T
=
o 21
o
-
g
% 1 1 Tt 1
= vnitrni okraj a = 1m stred = 3m vnejsi okraj b = 5m
re(1,5)

Obrazek 5: Vysledny prithyb odpovidajici zadani druhé ulohy.
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Abstrakt

V prispévku se zabyvame tlohou optimalizace nosniku spocivajiciho na
jednostranném podlozi. Matematicky model nosniku je Euler—Bernoullitiv
a model podlozi je Winklertiv. Stavovou tlohu predstavuje nelinearni semi-
koercivni problém c¢tvrtého fadu se smiSenymi okrajovymi podminkami.
Predmétem optimalizace je tloustka nosniku a koeficient tuhosti podloZi.
Cilem préace je formulovat podminky existence feseni stavové tlohy a do-
kazat existenci feseni ulohy optimalizace.

1 Uvod

V této praci se budeme zabyvat analjzou feSitelnosti problému optimalizace
nosniku spocivajiciho na jednostranném podlozi. Jedna se o tlohu, ktera se vy-
skytuje v praktickych inzenyrskych a mechanickych aplikacich. Vzpomenout mi-
zeme napfiiklad Zelezni¢ni dopravu, stavebnictvi a dalsi.

Jako matematicko-fyzikalni model nosniku je zvolen Euler-Bernoullitiv. Tento
model vychazi z matematické teorie pruznosti a za predpokladu splnéni vSech jeho
podminek (rozméry nosniku, orientace zatizeni a dalsi) je reprezentovan obycej-
nou diferencialni rovnici 4. fadu s okrajovymi podminkami. Vyuziva se dimen-
zionélni redukce a celkové jde o 1-D tlohu (viz [11]). Pro modelovani kontaktu

68



Optimalizace nosniku na jednostranném podlozi 69

nosniku s podlozim nebudeme jako v klasickych kontaktnich tilohach uvazovat
podlozi jako dalsi samostatné elastické téleso. Vliv podlozi do modelu zahrneme
pfidanim tzv. odezvové funkce zavislé na koeficientu tuhosti podlozi ¢(z), pri-
hybu u(z) a pfipadné jeho derivacich. V nasem pfipadé budeme uvazovat jedno-
parametrické jednostranné podlozi Winklerova typu. Jeho odezvova funkce ma
tvar q(z)u't(z) (viz [8],[13]). Z literatury je obecné zndma varianta oboustranného
podlozi s odezvovou funkci g(x)u(x), které ma nespornou vyhodu, Ze vysledny ma-
tematicky model je linearni (viz [8],[12]). Casto vak tento model ne tiplné dobie
aproximuje realnou situaci a to zejména pokud je nosnik na podlozi pouze polozen
a neni s nim pevné spojen. V takovém piipadé je nutné pouzit variantu jedno-
stranného podlozi a vysledny matematicky model se tak stava nelinearni. Lze
také pouzit dvouparametricky model podlozi. Nejznaméjsi variantou je dvoupa-
rametricky Pasternaktiv model podlozi s odezvovou funkei g(x)u(x) — k(x)u”(z),
kde druhy parametr k(x) souvisi s G¢inkem pfi¢nych (smykovych) sil v podlozi.
Specidlnim ptipadem je pak dokonale tuhé podlozi (piekazka) a vysledny model
pak vede na varia¢ni nerovnici 1. druhu (viz [5],[14],[8]).

Vlivem zvolenych okrajovych podminek se stavova tloha stéva semi-koercivni.
K zaruceni existence a jednoznacnosti jejiho feseni je tfeba formulovat dodatecné
podminky na zatiZzeni. Tim vylouc¢ime pfipustna tuha posunuti s nulovou energii
a v podstaté tak zarucime existenci nenulové kontaktni zény mezi nosnikem a
podlozim.

Predmétem optimalizace bude tloustka nosniku ¢(z) a také koeficient tuhosti
podlozi ¢(x). Z literatury je zndam piipad optimalizace tloustky nosniku (viz
[4],[5]). V této praci pridavame do optimalizace jesté koeficient tuhosti podloz,
coz muze byt prinosné zejména v piripadech, kdy je mozno tuhost podlozi néjakym
zptsobem ovliviiovat.

Zakladnim krokem v diikazu existence feSeni optimalizac¢ni tlohy je omeze-
nost feseni stavové tlohy vzhledem k navrhové proménné. V koercivnich tlohach
je tato vlastnost zajisténa Fridrichsovou nebo zobecnénou Fridrichsovou nerov-
nosti na prostoru kinematicky pripustnych posunuti. V semi-koercivnim piipadé
vsak nemtzeme tyto nerovnosti pfimo pouzit. Nejprve provede rozklad prostoru
pripustnych posunuti na vhodné podprostory a na nich pak uzijeme nerovnosti
Poincarého typu.

2 Né&které pomocné véty

V této kapitole uvedeme nékteré vysledky z oblasti prostortt funkeci, minima-
lizace konvexnich funkcionédld a konvexni analyzy. V této praci pouzivame Le-
besqueovy LP(2),p = 1,2, 00, Sobolevovy prostory H*(2),k = 1,2, a prostory
spojitych funkci C*(Q),k = 1,2,3,4, kde Q je otevieny, omezeny a neprazdny
interval v R'. Normu prostoru L?(2) budeme znadit || - ||2,o. Standartni normu
prostoru H?(2) budeme znadit || - ||x2.0 a seminormy | - g2, k¥ = 0,1,2. V pii-
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padé, ze bude ziejmé o jaky interval se jedna, budeme symbol €) vynechavat. Dale
budeme pouzivat prostory polynomi k-tého stupné oznacené jako Pj. Blizsi in-
formace o prostorech funkci najdeme napfiklad v [10]. V nasledujicich lemmatech
uvedeme nékteré vlastnosti kladné ¢asti funkce z H?(2).

Lemma 1 Nechtu € H*(QY), pak plati ut € H' (),
[ut(z) = vT(2)] < |u(z) —v(z)| Vo € Q, Yu,v € C(Q).
Navic plati, Ze [[ut|y ,q < |lull, 5o Yo € H*(Q).

Dikaz pfedchoziho lemmatu nalezneme v [13]. Nésledujici pomocné véty uvedeme
bez dtkazu.

Lemma 2 Necht u,,u € H*(Q), Q C R". Ddle necht u,, — uv H*(Q), pak plati
ul —ut v H*(Q).
Lemma 3 Necht s,t € R, pak plati

s+ e [+

e—0 €

= 2sTt.

Pro tcely diikazu jednoznacné tesitelnosti stavové tlohy dokazeme modifikovanou
variantu znamé Poincarého nerovnosti (viz [10]).

Vé&ta 1 (Nerovnost Poincarého typu) Necht Q je neprdzdny interval v RY. Ddle
necht je definovdn prostor V.= {v € H*(Q) : v/(0) = 0}, pak existuji konstanty
k1, ko zdvislé na intervalu 2 tak, Ze plati

lo(@) 25,0 < kalo(@)Boq + ks (v(z), 12 Yo € V. (1)

Dukaz Pro vechny funkce z prostoru H'(Q) plati dobie znaméa Poincarého
nerovnost.

0@ B < ealo@ag + e (0(@), 1) Yo € HI(Q).
K obéma strandm nerovnosti piicteme vyraz |v(z)[} 5 o. Dostéavame
0@ B + [0()E o < (01 + Do) Bag + ez (0(2), Vg Vo € HY(Q).
Pro funkce z V = {v € H?(Q2) : v/(0) = 0} plati nasledujici nerovnost
o) s < calv(@)Enq + e (/(0) Vo € V.
Pak tedy plati
@) Ba+ [0(@)E 20 < cslo(@)Bon + 2 (0(z) D3y Vo V.

Pfictenim vyrazu |v(z)[3 5 o k obéma strandm nerovnice dostdvdme pozadovanou
nerovnost. O

Nyni uvedeme dvé varianty dobie znamé zakladni véty variacniho poctu. Di-
kazy nalezneme naptiklad v [3].
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Véta 2 Necht V' je reflexivni Banachiv prostor a J:V — R je slabé zdola
polospojity funkciondl na V' a necht plati

lim J(u) = +oo, (2)

llu lly —o0

uelU

Potom existuje alespon jeden bod u* € V' takovy, Ze

J(u*) = inf J(u). (3)

ueV

Je-li J navic ryze konvexni na V', pak je toto Teseni jednoznacné.

Véta 3 Necht' V je reflexivni Banachiv prostor, U C V je neprdzdnd, konverni
a uzavrend podmnozina prostoru V., J : V. — R je slabé zdola polospojity funk-

ciondl na U a necht plati
lim J(u) = +o0, (4)

llw lly—oo

uelU
Potom existuje alespon jeden bod u* € U takovy, Ze

J (W) = inf J(u). (5)

uelU

Je-li J navic ryze konvexni na U, pak je toto Teseni jednoznacné.

V dalsim uvedeme jedno z kriterii konvexity G-diferencovatelného funkcionalu.
Diikaz nalezneme v [2].

Lemma 4 Necht J je funkciondl definovany na konvexni oteviené podmmnoziné
M normovaného linedrniho prostoru X. Potom jestlize je J G-diferencovatelny
na M a plati

DJ(u;u—v)—DJ(v;u—v) >0 Yu,ve M,
pak je J konvexni na M.

Na zavér prezentujeme dvé véty z konvexni analyzy na jejichz zakladé provedeme
rozklad prostoru ptripustnych posunuti na kuzel tuhych posunuti a jeho negativni
polarni kuzel (viz [1]).

Véta 4 (O nejlepsi aproximaci) Necht H je Hilbertiv prostor. Ddle necht C C H
je uzavrend konvexni podmnozina. Potom Vo € H 3l y € C tak, Ze plati

lz = yllgy = min |z — 2l

i

(x—y,r—2)g <0 Vzel.

Prvek y = Pe(z) se nazyva nejlepsi aprozimact prvku z na C a Pe : H — C je
projektor nejlepsi aproximace na podmnozinu C.
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Véta 5 Necht H je Hilbertiv prostor. Ddle necht C C H je uzavieny konverni
kuzel s vrcholem v 0. Potom Vo € H 3! {y, 2z} € C x C® tak, Ze plati

r=y®dz, (y,2)m=0.

Proky y = Pe(x), 2 = Pee(x) jsou nejlepsi aprozimace prvku x na C,C°. Zob-
razeni Pe, Peo jsou operdtory nejlepsi aproximace na kuzelu C a jeho negativnim
poldrnim kuZelu C°.

3 Matematicky model stavové tlohy

Budeme uvazovat elasticky nosnik délky [, ktery je umistén v intervalu €2 =
(0,1). Na levém konci je upevnén tak, Ze se mize pohybovat ve vertikdlnim sméru,
ale nemtze se natacet. V bodé x = 0 je tedy predepsana stabilni okrajova pod-
minka u'(0) = 0. Nosnik po celé své délce spociva na jednostranném elastickém
podlozi Winklerova typu. Podlozi je aktivni pouze v ptfipadé zZe se nosnik prohyba
smérem do podlozi. Pouzijeme Euler-Bernoullitiv model ohybu nosniku, ktery je
za uréitych predpokladii (na rozméry nosniku, orientace zatizeni a dalsi) disled-
kem dimenzionédlni redukce v obecném problému elasticity, viz [11]. Vysledny
model je pak jednodimenzionalni. Vliv podlozi zahrneme do modelu uzitim tzv.
odezvové funkce zavislé na tuhosti podlozi ¢(z) a prihybu u(x), popfipadé jeho
derivacich. Pfi¢ny prufez nosniku je obdélnikovy a tloustka nosniku je dana funkci

t(x).

Obrazek 1: Schéma nosniku

Klasicka formulace tlohy ohybu nosniku ma podobu nelinearni obycejné diferen-
cialni rovnice 4.fadu se smisenymi okrajovymi podminkami:

Nalézt funkei u(z) € C*(Q) N C3*(Q) tak, aby

{ (B(2)B ()" ()" + q(@)ut(z) = f(z) Ve
@(0) = u"(0) = u"(1) = u"(0) = 0,

kde t,q a f jsou funkce predstavujici tloustku nosniku, koeficient tuhosti podlozi
a intezitu zatiZeni. Funkce u reprezentuje hledany prihyb nosniku a ut je jeji
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kladné c¢ast

Funkce g ma nasledujici podobu
5(x) = o5b(w) (),

kde E je Youngiiv modul pruznosti materialu a b je funkce reprezentujici sitku
nosniku.

4 Mnozina U,

Pfedmétem optimalizace bude tloustka nosniku #(x) a tuhost podlozi ¢(z). Na-
rozdil od klasické tlohy tvarové optimalizace se optimaliza¢ni proménné v tomto
pripadé objevuji jako koeficienty diferencialniho operatoru stavové rovnice, za-
timco oblast, pfes kterou integrujeme, ztstava neménna. Mnozinu pripustnych
navrhovych proménnych pro tloustku ¢(z) definujeme jako

Uéd:{tEC(Q) : 0<T0§t<.§l])§T1 V.TGQ,

/t(x) de =Ty, |t'(z)| <T3 Vo e }

Q

Predpokladame, ze tloustku nosniku lze vyjadiit spojitou ohranic¢enou funkei.
Konstanty Ty, T1, T2 a T3 je nutno volit tak, aby byla mnozina U!; neprazdna.
Konvergenci v mnoziné U, zavedeme jako stejnomérnou konvergenci spojitych
funkci v intervalu €.

[t, —tv UL, ]| = [tu(z) 2 t(z) v Q. (6)

Funkce z U!; jsou stejné omezené a diky podmince |t'(z)| < T3 i stejnomérné
spojité na €. Potom podle Arzela - Ascoliho véty (viz [5], [10]) je Ut se zavedenou
konvergenci kompaktni podmnozinou v C'(€2).

Obdobnym zptisobem zavedeme mnozinu piipustnych navrhovych proménnych
pro tuhost podlozi ¢(z).

U :{qeL2(Q) L Qo < q(z) < Q v:ceﬂ}.

Optimalni tuhost podlozi budeme vybirat z funkci, které jsou ohranicené v in-
tevalu Q. Konstanty ), @, volime tak, ze plati U!, # (). Konvergenci v U/,
definujeme jako slabou konvergenci v Lebesgueové prostoru L?((2).

[ ¢ — av Usy ] == [au(2) = q(z) v L2(Q) ]. (7)
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Z uvedenych predpokladt plyne uzitim Eberlajn-Smuljanovy véty (viz [3]), Ze
U, je slabé kompaktni podmozinou v L?*(f2). Pro praktické vypocty mizeme
uvazovat navic podobné podminky ve tvaru integralu a omezeni derivace jako
u tloustky. Nicméné pro matematickou analyzu problému stac¢i pouze podminka
uvedend v definici U?,.

Vyslednd mnozina vSech pfipustnych navrhovych proménnych ma tvar kartéz-
’ Ve Ve t q v 7 ’ .o o
ského sou¢inu mnozin U}, a U],. Usporadané dvojice prvki [¢,q] z U,q budeme
souhrnné oznacovat jako e.

U =U,yxUl, [e€Uy] < [e=]tq, teU, nteUL].

Konvergenci v mnoziné U, definujeme v souladu s konvergencemi pro jednotlivé
mnoziny U!, a U?,.

(e, —evUa| <= [ty —tvULy) A (¢ —qvUL)].

Z kompaktnosti mnozin Uf, a UZ, a z vlastnosti kartézského soucinu plyne i kom-
paktnost mnoziny U,; vzhledem k pravé definované konvergenci. Kompaktnost
mnoziny pripustnych navrhovych proménnych je jednou ze zékladnich podminek
v dikazu existence TeSeni tloh tvarové optimalizace.

9 Varia¢ni formulace stavové tilohy

Nyni obratme svou pozornost zpét ke stavové tloze. Klasickou formulaci sta-
vové tlohy mtizeme pouzit pouze za predpokladu dostatec¢né hladkosti vstup-
nich dat. V praktickych aplikacich vsak takovou hladkost v mnoha piipadech
nemuzeme predem zarucit. Definujme tedy tzv. variac¢ni formulaci, ktera vychazi
z principu minima potencialni energie a umozni ndm zobecnit predpoklady na
hladkost vstupnich dat a jako prostor pfipustnych posunuti uvazovat podprostor
Sobolevova prostoru H?(§2). Necht e € U, je libovolna pevné zvolend usporadand
dvojice z Uy, 8 € L*(Q) a existuje konstanta [y tak, ze 0 < Gy < f(x) s.v. v (L.
Déle definujme prostor pfipustnych kinematickych posunuti zachycujici stabilni
okrajovou podminku:

V= {ve H*Q):v'(0) = 0}.
Variacni formulace stavové tlohy méa pro pevné e € U,y nésledujici tvar:

Nalézt u* € V tak, ze
{Ee(u*) < Eo(v) Yw eV, (P(e))
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kde E, je funkcional celkové potencialni energie nosniku, dany predpisem
1
Eo(v) := = (ae(v,v) + be(v",v")) — F(v),

2

et ) = / B(2) ()" (2)0" (x) d,
Q

bo(w,0) 1= [ a(a)ula)ofa) da,

P(0) = [ f@)ole) do = S (Rl = M/ (a,)

i7j

Formy ae : H?x H? —+ Rabe : H' x H' — R reprezentuji praci vnitinich sil resp.
praci podlozi. Hodnoty F;, M; pfedstavuji zobecnéné sily v bodech z;, x; € Q.

Z lemmatu 1 plyne, ze v € H'(Q2) a funkcional F, je dobte definovén. V dal-
sim blize ukazeme vlastnosti forem ae, be a také funkcionalu E,. Prvni dilezitou
vlastnosti je omezenost.

lae(u,v)| = /5t3u"v” dz| < /|5t3u"v”| dzr < /|5||t3||u”||v”| dzr <
Q Q Q

MTY(Ju", 020 < MTY |fully [lv]l, <
MT} ullys [0l Vu,v € H*(Q), Ve € Usa.

|be(u™,v)| = /qu*v dr| < /|qu+v| dr < /|q||u+||v| dr <
Q Q 0

< Qu([u™| [v)ze < QulluT|l2[Jv]l, <

< Q1 flullgg [lvllyy  Vu,v € H*(Q2), Ve € Ugq.

V dikazu omezenosti jsme vyuzili vlastnosti mnoziny U,q, faktu 5 € L*(Q2) a
Cauchy-Schwarzovy nerovnosti (viz [10]). Je zfejmé, ze formy a. a b jsou biline-
arni. Opét uzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti a vlastnosti derivace dokazeme,
ze F' je spojity linearni funkcional.

6 Existence FeSeni stavové tilohy

V dalsim se jiz budeme vénovat dikazu existence feseni stavové ulohy (P(e)).
Vyuzijeme pfitom zakladni véty varia¢niho poétu (véty 2 a 3). V téchto vétach
vystupuje slaba polospojitost zdola daného funkcionédlu jako jeden ze zaklad-
nich predpokladi. Postacujici podminkou slabé polospojitosti zdola funkcionalu
je jeho konvezita a G-diferencovatelnost. V dalsim ukézeme, ze funkcional Fe
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splituje tyto dvé vlastnosti. Nejprve se zaméfime na G-diferencovatelnost. Pti
vypoctu derivace funkcionalu E, vyuzijeme lemma 3. Gateaux derivace formy
ae a funkciondlu F' jsou z literatury obecné znamé, zamérime se tedy na G-
diferencovatelnost formy b.

1., be((u+ev)™, (u+ev)t) —be(ut,u™)

— lim =
2 =0 €

- £q®ﬂw+fW+de—£QQﬁMﬂ2¢E
:51% - =
=5 [atony L g

0
1
=5 /q(:c)2u+v dz = bo(ut,v) Yu,v € H*(Q), Ve € Uy.
Q

Funkciondl DFE(u;-) je spojity a linedrni na H?(2) pro libovolné u € H?(Q) a
plati

DEq(u;v) = ae(u,v) + be(u™,v) — F(v) Yu,v € H*(Q), Ve € Uy.

Potom mtizeme Fici, e E. je Gateauxovsky diferencovatelny na H?(f2). Této
vlastnosti vyuzijeme i pro ditkaz jeho konvexity. Postupovat budeme v souladu
s lemmatem 4, které je zobecnénim lemmatu z klasické analyzy ftikajiciho, ze
pokud je derivace realné funkce neklesajici, pak je funkce konvexni. V nasem pii-
padé plati

DEc(u;u —v) — DEe(v;u —v) =

+

= u—vu—v) u—uv)=

+ be(ut — v,
=/ﬁt3 ot [t - o) v) do >
/ﬁﬁ dx+/ﬁ(+— )

> ﬁOTg’ lu — v|272 + Qollu™ —vt||5 >0 VYu,v € H*(Q), Ve € Uyg.

2dx >

Podle lemmatu 4 je tak dokézana konvexita funkcionalu FEe, ktera se ve spojeni
s G-diferencovatelnosti stava postacujici podminkou slabé polospojitosti zdola na
H?(Q) (viz [3]).

V dal$im se zaméfime na posledni dulezitou vlastnost funkcionalu E,, koerci-
vitu. Stavova tloha obsahuje mald tuha posunuti, ktera jsou pripustna a podlozi
je pro né neaktivni. Pro takova posunuti se kona nulova prace. Abychom z tlohy
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tato tuha posunuti vyloucili, zavedeme nutné a postacujici podminky koercivity
resp. existence minima a provedeme vhodny rozklad prostoru V.

Obecné je tieba stavovou tlohu zjednodusit eliminovanim vSech tuhych posu-
nuti R = P;. V nasem piipadé oznacme K konvexni kuzel pripustnych tuhych
posunuti definovany jako

K=RNV=P,.

Déle definujeme jeho podkuzel Ky C K pripustnych tuhych posunuti, pro ktera
se nekona zadna prace.

Ky ={veK:as(v,v) +bs(v',v)=0}={pePy:p<0}.

Véty 4 a 5 ndm dévaji moznost jednoznacné dekompozice prostoru V na ortogo-
nalni soucet kuzele Ky a jeho negativniho polarni kuzele. Negativni polarni kuzel
K je vzhledem ke skalarnimu sou¢inu na H?((2) definovan jako

K ={veV:(v,pe<0 VpeKy}={veV:(v,1) >0}
Pak mtizeme provést ortogonalni rozklad prostoru V na direktni soucet
V =Ky @ Ky.
Pro kazdy prihyb v € V pak existuje jednoznacna dekompozice ve tvaru
v=p®U, peEy ANV €KY, (p,v)az=p(¥,1)=0. (8)

S ptihlédnutim k definici kuzeli Ky a K a k vlastnostem rozkladu (8) je ziejmé,
7e musi nastat pravé jedna z nasledujicich moznosti

i) p=0A(,1)220,
(ii) p<0A (7,1)2=0.

Véta 6 (Nutnd a postacujici podminka existence feSeni) Necht € L*>(Q),
e = [t,q] € Uuq. Stavovd dloha (P(e)) md alespori jedno teseni pravé tehdy, kdyz

F(1)>0 (9)
Dukaz

1. Nutnost “="
Necht w € V je feseni ulohy (P(e)), pak

ae(w,v) + be(wh,v) = F(v) Yo eV (10)
Rovnice (10) musi platit Vp € Ky.
0> be(w™,p) = ae(w,p) + be(w™,p) = F(p) = pF(1) Vp € Ky.

Z vlastnosti formy b, je zfejmé, Ze podminka (9) plati.
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2. Postacitelnost “<”
Necht plati podminka (9). Vyuzijeme rozkladu v = p @ v a funkcional F,
rozepiseme jako

2F.(v) = 2EBe(p +0) = ae(0,0) + bo(vt,v1) — 2F(p) — 2F(v) >
> BT [0]5, + Qoll(p + 0) 1[5 + 2[p| F(1) — 2F (D).

V prlpade (i) plati p = 0. Pak tedy v =0 a (v,1)y > 0. Z vlastnosti funkce
* plyne
0<(7,1); < (8%, 1); <1[|77]3 (11)
Uzitim nerovnosti (11),(1) a podminky (9) dostavame

2E6(v) = 2E4(0) = ao(,0) + bo(vt,v") — 2F(p) — 2F () >
> BoTy [l + Qol[07][5 — 2F(D) >

> 4T3 02, + (0,13~ 2F (@) >

2 [vlly (cs HU||2,2 =211
Odtud uz plyne koercivita funkcionalu E, pro kazdé e € U,y.
V ptipadé (ii) plati (0,1)2 = 0 a p < 0. Potom
2E,(v) = 2Eq(c + 0) = ae(0,7) + be(vT,v7) — 2F(p) — 2F (v) >
> BoTy [0]3.5 + Qoll(p + 0) |13 + 2|p| F (1) — 2F (v) >
> Ty [0l + [P F(1) — F(0) 2
> BoTy [0]55 + (0, 1) + 2[p| F(1) = 2F(2) >
> ¢ ||ll5, + 2[pI F(1) = 2| £1I" (191l
Protoze rozklad Ky &Ky je ortogondlni, plati ||v||2 g = ||v||2 o+ [p[°. Jestlize
[vlly2 — oo, potom to samé musi platit pro alespon Jednu ¢ast funkce v.

Z posledniho odhadu funkcionalu E. a z podminky F(1) > 0 pak plyne
jeho koercivita pro kazdé e € U,y.

Mame tedy splnény vsSechny pfedpoklady véty 2 a existuje tak alespon jedno
feseni tlohy (P(e)) na V. O
Poznamka 1 7 predchoziho dikazu a z omezenosti forem ae, b je ziejmé, Ze
existuji konstanty ¢y, co > 0, tak ze

cl||v||g’2 < ae(v,v) + be(v,v) < 02||v||%’2 Yu € /Cg, Ve € Uy (12)

Soucet forem (ao(v,v) + be(v*,v))Y? je tedy pro kazdé e € U,y ekvivalentni
normou na negativnim poldrnim kuzelu Kg.
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Véta 7 (Nutné a postacujici podminka existence a jednoznacnosti feseni) Necht
p e L>*), e=|tq] € Uy. Stavovd uloha (P(e)) md prdvé jedno teseni prdvé
tehdy, kdyz

F(1)>0 (13)

Dukaz

1. Nutnost “="
Prvni cast dikazu provedeme sporem. Predpokladejme, zZe existuje reseni
ulohy (P(e)) a je jednozna¢né, oznacme ho jako w. Déle predpokladejme, ze
podminka (13) neplati. Pak z pfedchozi véty plyne, Ze musi platit rovnost

F(1)=0.
Podle Eulerovy nutné podminky (viz [3]) plati
ae(w,v) + be(w",v) = F(v) Yo eV
a tedy

ae(w,p) + be(w",p) = F(p) =pF(1) Vpe Ky, p#0,
be(w+7p) =0 Vp S ICVa P 7£ 07

Odtud plyne, ze w™ =0, w < 0aw+p < 0Vp € Ky, p # 0. Z vlastnosti
be((w+p)T,v) = 0Vp € Ky, p # 0 je zifejmé, Ze w + p je FeSenim tlohy
(P(e)). To je ale ve sporu s predpokladem jednoznacnosti feseni. Musi tedy
platit podminka (13).

2. Postacitelnost “<”
Necht plati podminka (13). Déle necht p € Ky, p # 0 je feSenim stavové
ulohy (P(e)). Pak

Coz je spor s podminkou (13), ktera tedy zaruci, Ze zadné tuhé posunuti
z Ky nemtize byt feSenim tlohy (P(e)). Za platnosti dané podminky tedy
sta¢l zkoumat vlastnosti funkciondlu E, pouze na uzavieném konvexnim
kuzelu K. Z pozndmky 1 plyne ryzi konvexita funkcionalu F, na Ky a
podle véty 3 existuje pravé jedno feseni ulohy (P(e)). O
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7 Uloha tvarové optimalizace

Mame tedy zformulovanou stavovou tilohu a uvedli jsme podminky, za kterych
je jednoznacné resitelna pro kazdé e € U,y. Pokracovat budeme zavedenim ce-
nového funkcionalu a formulaci celkové tlohy optimalizace. Na zavér uvedeme
ditkaz existence Teseni dané optimalizacni tlohy.

Cenovy funkcional definujeme nejprve obecné jako zobrazeni

T U xV =R (14)

Uloha optimalizace nosniku ma potom néasledujici podobu

Nalézt e* € U, tak, ze
{j(e*,u(e*)) < Jle, u(e)) Ve € Uy, (P)
kde u(e) € V je feseni stavové ulohy (P(e)).
Poznamka 2 Schéma tlohy (P) ma nasledujici podobu
e — u(e) — J(e,u(e)). (15)

Obecné to s sebou pfinasi obtize pfi numerické realizaci takovych tloh. Cenovy
funkcional vznikly slozenim dvou zobrazeni ve vysledku nemusi byt konvexni
a diferencovatelny, zejména v pripadé problémi se stavovou varia¢ni nerovnici.
Abychom tedy zvolili vhodny postup numerické realizace, je nutna podrobna ma-
tematicka analyza problému. Dalsi nepfijemnosti je nutnost feSeni stavové tlohy
v kazdém kroku vnéjsiho optimaliza¢niho algoritmu. Toto nam znacné prodluzuje
vypocet a klade vétsi naroky na pouzivanou vypocetni techniku.

Poznamka 3 Nyni uvedme nékteré piiklady cenovych funkcionalt.

Tile,ule)) = / f@u(z) dz,  Tole,ufe)) = / fu()] d,

Js(e,u(e)) = /uQ(x) dz,  Ji(e,u(e)) = /(u’(x))2 dz.

Uvedené funkcionaly nejsou explicitné zavislé na navrhové proménné e. Obecné je
vsak cenovy funkcional zavisly jak na navrhové proménné, tak na feseni stavové
ulohy.

V dalsim budeme predpokladat, ze pro cenovy funkcional J plati
liminf 7 (e, u,) > J(e,u)
n—oo

pro kazdé e e, € Uy, €, — e a pro kazdé u,u, € V, u, — u. Funkcional je
tedy zdola polospojity na U,q x V.

Nyni pfistoupime ke klicovému bodu celé analyzy feSitelnosti tlohy (P). Tim
bude spojita zavislost feseni stavové tlohy na navrhové proménné. Jde v podstaté
o analyzu prvni ¢asti schématu (15).
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Véta 8 (O spojité zavislosti) Necht e,, e € Uyq, €, — e. Ddle necht u,(e,) € V
jgsou tesent stavové ulohy (P(e,)) a plati podminka L(1) > 0. Pak existuje funkce
u eV tak, Ze

Uy, — U ve YV

a navic u = u(e) je fesenim stavové ilohy (P(e)).

Dukaz Necht e,,e € Uy, e, — e. Z definice konvergence v U,y plyne, Ze
to(z) = t(x) v Q a g, (z) — q(z) v L*(Q). Dale necht u,, fesi stavovou ulohu
(P(e,)). Pak podle Eulerovy nutné podminky minima (viz [3]) plati

e (Un, V) + be(ut,v) = F(v) YveV. (16)
Volbou v = u,, dostavame
e (Un, Un) + be(u,), uy) = F(uy,). (17)
Podminka (13) a pozndmka 1 zajisti platnost nasledujiciho vztahu

il|unll3o < Ge(tn, tn) + be(u), un) = Fun) < || f]]2][tin|]22-
[|unl|22 < c.

Konstanta ¢ je nezavisld na indexu n. Posloupnost {u,} je omezend a existuje
vybrana podposloupost {u,,} spolu s funkci u € V tak, ze

U, = u v H*(Q). (18)
Nyni je tieba dokazat, ze u fesi ulohu (P(e)). Zapiseme stavovou tlohu pro e,

Uy, a provedeme limitni prechod.
J

/Btiju’éjv” dz + /qnju;[jv dz = /fv dz YveV. (19)
Q Q

Q

Nejprve budeme zkoumat prvni ¢len rovnosti (19). Vyuzijeme omezenosti {u,},
slabé konvergence (18) a definice konvergence v Upg.

lim ﬁts ul v” dz —/ lim [ﬁts ul v” :|:6t3u” V'] da =

Q Q
lim ﬁ[ ]u” v dz+ [ lim Bt*ul v dz =
nj—00 n;j—r00 J

Q

/ﬁts // //

V analyze druhého ¢lene vyuzijeme lemma 2, omezenosti {u, }, slabé konvergence
(18) a definice konvergence v U,q. Z omezenosti {u,} plyne i omezenost {u},
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nebot ||u}|]12 < ||unlla2 < c. Protoze vnoreni H?*(Q2) € H'() je kompaktni,

plati
(U, = u v H*(Q)) = (u, = u v L*Q)). (20)

Provedenim limitniho pfechodu v druhém ¢lenu dostavame

lim qnju:{_v dr = / lim ¢, u’ U + qut v dr =
7 nj—00 7
Q Q

lim [g,, — q]u:{jv dz +/ lim qu, vde =

nj —00 nj —00

= /qu+v dz.
Q

Celkové tedy plati

/6t3u” ”d:c+/qu vd:c—/fvd:c Yov € V.

L

Q

Limitni funkce u € V je feSenim stavové tlohy pro e = [t, q|. Protoze je stavova
uloha za danych podminek jednoznac¢né fesitelna, k funkci v nekonverguje pouze
vybrana posloupnost {uy, }, ale celd {u, }. Poslednim bodem je diikaz silné konver-
gence. Vime, Ze posloupnost {u,} konverguje k u slabé, dokédzeme-li konvergenci
”v normé”, bude tim dokazana i silna konvergence u,, — u ve V. Z poznamky 1
vime, 7e ||[v]]| = (ae(v,v) + be(vT,v))Y? je tedy pro kazdé e € U,q ekvivalentni
normou na K. Staci dokazat konvergenm posloupnosti {u,} v normé ||| - |||.

lim [||ug||| = lim [ B*(uy)* + q(u)* do =
n—oo

n—00
Q

= lim [ B[° —t)(un)® + [q — g (w))? do +

n— o0
Q
+ lim | B3 (u!)? + q(u})?* dz = lim [ fu, dv =
n—00 n—oo

Q

:/fu dx:/6t3(u”)2+q(u+)2 dz = [[|ull].
Q Q

Vyuzili jsme opét omezenosti posloupnosti {u,} a {u'}, vlastnosti konvergence
v U,q a definice stavové tlohy pro e, e,,. Tvrzeni véty je timto dokazano. O

Shrnutim vsech dosavadnich poznatkd o problému dostavame nasledujici exis-
ten¢ni vétu.



Optimalizace nosniku na jednostranném podlozi 83

Véta 9 Necht plati podminka F(1) > 0, potom existuje alespori jedno feseni
optimalizacni ulohy (P).

Dukaz Oznatme A\ = infecp,, J (e, u(e)). Z vlastnosti infima plyne existence
minimiza¢ni posloupnosti {e,} C Uf, takové, ze
A= lim J(e,, u,(en)).
n—oo

Z kompaktnosti Uy plyne existence vybrané posloupnosti {e,,} a prvku e* tak,
7e e,; — €' v Uy Z véty 8 o spojité zéavislosti je zfejmé, ze u,(e,) — u*(e),
kde u,(e,), u*(e*) fesi stavovou ulohu (P(e,)), resp. (P(e*)). Diky polospojitosti
cenového funkcionalu plati

A= lim J(e,,u,(e,)) > J(e*,u"(e)).

n—0o0
Pak J(e*,u*(e*)) = minecy,, J (e, u(e)), ¢imz je tvrzeni véty dokazano. 0
8 Zavér

V praci jsme se zabyvali analyzou TeSitelnosti tlohy optimalizace nosniku spo-
¢ivajiciho na jednostranném podlozi. Pouzili jsme Euler-Bernoullitiv model nos-
niku s Winklerovym podlozim, které bylo do modelu zahrnuto pouzitim tzv.
odezvové funkce. Z matematického thlu pohledu byla stavova tloha nelinear-
nim semi-koercivnim problémem ¢tvrtého fadu se smisenymi okrajovymi podmin-
kami. Pfedmétem optimalizace byla tloustka nosniku a koeficient tuhosti podlozi.

Byly stanoveny podminky existence a jednoznacnosti feseni stavové tlohy. Po-
uzili jsme pristup zalozeny na dekompozici prostoru pripustnych posunuti na
kuzel tuhych posunuti a jeho negativni polarni kuzel. Vzhledem k semikoercivité
stavové tlohy nemizeme pouzit k diikazu existence feseni pouzit standartni Frid-
richsovu nebo Poincarého nerovnost. Pro tyto ticely jsme pro nas specialni ptipad
dokézali nerovnost Poincarého typu, kterou lze na zminénych podprostorech po-
uzit. Stanovili jsme také podminky existence feseni celkové optimalizacni tlohy.
Uvedli jsme i nékolik moznych variant cenovych funkcionali splnujicich potiebné
vlastnosti.

Na tuto praci Ize navazat i nékolika zobecnénimi. Misto Winklerova jednopara-
metrického modelu podlozi mtzeme pouzit napiiklad dvouparametricky Paster-
naktv model s odezvovou funkei ¢(x)u(z) — k(z)u"(z). Speciadlnim piipadem je
pak dokonale tuhé podlozi (pfekazka) a vysledny model pak vede na variaéni ne-
rovnici 1. druhu. Mame také nékolik dalsich moznosti volby okrajovych podminek,
pro které zustava stavova tloha semikoercivni (viz [13]). V optimaliza¢ni ¢asti mu-
zeme uvazovat pridani dalsiho optimalizacniho parametru, napiiklad Youngova
modulu pruznosti E(x) nebo sitky b(x). MtzZeme také uvazovat nosnik s jinym
nez obdélnikovym prufezem.
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Na tento prispévek bychom chtéli navazat v dalsi praci, ktera by se méla vénovat
aproximaci problému a jeho algebraické podobé. Déle bychom radi navrhli postup
numerické realizace problému a jeho algoritmického zpracovani.
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