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Abstrakt

V tomto ¢lanku se zabyvame aplikaci metod vnitinich bodt na specialni
tlohu nelinearniho programovani a jejich vzajemnym porovnanim. Jako
referenéni metoda je pouzita metoda aktivnich mnozin, konkrétné QPC
algoritmus popsany v [2] a [3]. Zaméfime se zejména na metodu sledovani
cesty a Mehrotrovu metodu prediktor-korektor. Metody jsou porovnany
z hlediska vypocetniho ¢asu a poctu iteraci v Matlabu.

Kli¢ova slova: Primarné-dualni metody vnitinich bod; metoda sle-
dovani cesty; Mehrotrova metoda prediktor-korektor.
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1 Uvod

Historie metod vnitinich bodi se zacala odvijet zhruba od roku 1980, kdy se
zacaly velké tulohy linedarniho programovani resit jako tlohy nelinearni.

Motivaci bylo zjisténi, ze simlexova metoda miize v nékterych tlohdch dosaho-
vat az exponencialni slozitosti, prestoze pro vétsinu praktickych tloh pocet iteraci
nepievysuje dvoj az trojnasobek poctu omezeni. Proto bylo snahou najit metody
s polynomialni slozitosti. Prvni takovou metodou byla Chacijanova elipsoidova
metoda, nicméné tato metoda nemitize v praktickych tlohach konkurovat simple-
xové metodé. Prilomem se stala az Karmakarova projektivni metoda vnitinich
bodi zalozena na primérni formulaci. Tato metoda byla zakladem vzniku dalsich
metod vnitinich bodi napt. ,affine-scaling” metoda, metoda ,logaritmickych ba-
riér”, metoda ,redukce potencidlu“ a metoda ,sledovani cesty“. Existuji rtizné
varianty téchto metod v zavislosti na tom, zda jsou zalozeny na primarni, du-
alni nebo primarné-dualni formulaci problému. Kolem roku 1990 se ukazalo, ze
nejefektivnéjsim praktickym pristupem jsou primarné dualni metody, které byly
silnym konkurentem simlexové metodé ve velkych tlohach.

Metody vnitinich bodt se v tlohach nelinearniho programovani pouzivaly jiz
v Sedesatych letech napriklad v podobé bariérovych metod. OvSsem v sedmde-
satych letech byly nahrazeny efektivnéjsimi metodami, napr. sekvencidlnim kva-
dratickym programovanim. Brzy po objeveni Karmakarovy projektivni metody
se ukazala jeji spriznénost s diive pouzivanymi metodami tohoto typu. To vedlo
k oziveni zajmu o tyto metody i v nelinearnim programovani.

V nasem ptispévku se budeme zabyvat specialni ilohou nelinearniho programo-
vani. Budeme vychézet z popisu metod vnitinich bodt pro linearni a kvadratické
programovani uvedenych v knize [1].

Nechf je pron; € N, ¢ = 1,2, 3, 4 takové, Ze ny = n3 a Zle n; = n, dana matice
A € R™"™ a vektor b € R" takové, ze

All A12 A13 A14 bl
A = A21 A22 A23 A24 b = b2
A31 A32 A33 A34 b3
A41 A42 A43 A44 b4

kde A;; € R™*™ a b; € R™ pro i,5 € {1,2,3,4}. Dale necht je dan vektor
le R™ 1= (ly,ls,. ..,lm)T a vektor g € R™, g = (g1, go, - ..,gnz)T. Oznac¢me
N;={1,2,...,n;} proi € {1,2}. Dale pfedpokladame, Ze matice A je symetricka
a pozitivné definitni.

Nasim cilem je najit feseni tilohy:

1
minimalizovat EXTAX —x'b (la)

za podminek zy7 + 137 < g7 proi € N (1b)
Ty > U pro i € Vi (1c)
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kde vektor x € R" je tvaru

x = (xI, x5, %1, %]) "

piicem? x; = (21, Tig, - - ., Tip,)* proi € {1,2,3,4}.

Pro usnadnéni dalsich zapisti ozna¢ime symbolem » Hadamardiv soucin w =
ue v vektori u € R™, u = (uy, ug, ..., up) , v € R™ v = (v,09,...,0m)",
definovany vztahem w; = u;v; proi € {1,...,m}, tedy w € R™.

Ulohu (1) pak mfizeme piepsat ve tvaru:

o 1 r T
minimalizovat 3% Ax—-x'b (2a)
za podminek Xo ® Xy +X3OXx3<gO g (2b)
x; >1 (2¢)

Je snadné ovérit, ze je-li matice A pozitivné semidefinitni, jedna se o tlohu
konvexniho programovani, coz nam zarucuje existenci feseni. Je-li matice A po-
zitivné definitni ma tloha pravé jedno feseni.

2 Popis primarné dualnich metod

V tomto odstavci nejprve popiseme Karush-Kuhn-Tuckerovy (KKT) podminky
ulohy. Zakladni schéma metod vnitinich bodd ziskame aplikaci Newtonovy me-
tody na KKT podminky a jeho jednoduchou tpravou dostaneme metodu nevy-
zadujici znalost pocatecniho pripustného bodu. Déle pro nasi tlohu odvodime
vypocetné efektivnéjsi metody vychazejici z tohoto zékladniho schématu, a to
metodu sledovani cesty a Mehrotrovu metodu typu prediktor-korektor.

2.1 Karush—Kuhn—Tuckerovy podminky

Pri odvozeni Karush—Kuhn—Tuckerovych podminek vyjdeme z Lagrangeovy
funkce

1
L(x, A p) = §XTAX —x"b+pu (0% +x30x3—gog) + AT (1—x) (3)

kde A = (A, Aa, .. )T a = (u1, fi2, ..., finy,) T jsou nezéporné vektory
Lagrangeovych multiplikdtorti. Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky pak lze za-
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psat ve tvaru

Anxi +Apxs +Axs +Auxs—A—b; =0 (4a)

Agixy + AgpoXo + Apsxz + AgyXy + 20 © X3 — by =0 (4b)
Asixy + Agpoxg + Agsxs + Ayxy + 20 © x3 — by =0 (4c)
Apnxy + Agpxy + Ayzxs + Auxy — by =0 (4d)

1-x, <0 (4e)

A0(l—-x1)=0 (4f)

Xo OXe+X30%x3—gOg<0 (4g)

PO X OXy+X30%x3—gOg) =0 (4h)

i)

p=>=0 A>0

—~
IS
jam

Zavedeme-li dopliikové proménné d € R"2, d = (dy,ds, .. ., dm)T, s € R s =
(81,82, .-, sm)T a pouzijeme-li oznaceni

e,=(1,1,...., )" eR™ proi =1,2
—dlag )\1,)\2,... )\ )

(
= diag(pu1, p2, - - -, finy)
S = dlag(817 592, .. Snl)

= diag(dy, ds, ..., dy,)

lze KK'T podminky zapsat takto:

Ut
=S

Apxy +Apxs+Apsxs+Auuxy —A—b; =0 (5a)
Agixy + (Agy + 2M)xs + Agzxs + Agyxy — by =0 (5b)
Agix; + Agoxo + (Asgs + 2M)x3 + Asgyxy — b3 =0 (5¢)

Apx) + Apxo + Apxs + Ayxy — by =0 (5d)
—x;1+s+1=0 (5e)

ASe; =0 (5f)
X2OX2+Xx30x3—-gOg+d=0 (5g)
MDe; =0 (5h)

)

>0 A>0 s>0 d>0

—~
Ot
—

2.2 Zakladni schéma primarné dualnich metod

Pii feSeni dané tlohy tedy hleddme feSeni soustavy KKT podminek (5a) az
(51), tj. hledame FeSeni soustavy nelinearnich rovnic

F(x1,X9,%X3,X4, A\, 8, 4, d) = 0 za podminek A >0, s >0, u>0,d>0 (6)
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kde

Apxy +Apxy + Apxs — A —by
A21X1 -+ (A22 + 2M)X2 + A23X3 — bg
A31X1 + A32X2 -+ (A33 + 2M)X3 — b3

F(X17 X9, X3, X4, AJ S, W, d) = A41X1 * A42X2 N A43X3 - A44X4 a b4

—X1—|—S+l
ASel
XQ@X2+X3®X3—g®g+d
MD62

Ozna¢me X; = diag(x}) pro i € {1,2, 3,4}, pak Jakobidn funkce
F(x1,X9,X3,X4, A, 8, i, d) je ve tvaru

All A12 A13 A14 -I0 0 O
Agl A22 + 2M Agg A24 00 2X2 0
Agl A32 A33 + 2M A34 00 2X3 0
A A A Ay, 00 0 O
J(X17X27X3,X4,A,S, /J’vd) = _4j:l 042 043 (;14 OI 0 O (7)
0 0 0 0 SAO0 O
0 2X5 2X3 0 00 0 I
0 0 0 0 00 DM

Dale oznac¢me
F = {(x1,%2,%3,%4, A, 5, ,d) € R™ | plati KKT podminky (5a)—(5e), (5g), (5i)}
mnozinu pripustnych feseni nasi ilohy, mnozinu striktné pripustnych feseni ozna-
¢ime

FO = {(x1,X2,X3,%X4, A, 8, 1, d) € F } A>0,s>0u>0,d> 0},

kde m = n + 2n; + 2n,. Pak rovnici (6) fesime modifikovanou Newtonovou me-
todou zachovavajici omezeni, tj. novou iteraci (X1, X, X3, X4, A, S, ft, d) pocitame
podle vzorce

()_Cla i?a i?n i47 5‘7 ga p’7 a) - (X17 X9,X3, Xy, Aa S, W, d) +
+ 0(Axy, Axy, Axg, Axy, AN, As, Ap, Ad)

kde vektor (Ax;, Axy, Axz, Axy, AN, As, Ap, Ad) je FeSenim soustavy linedrnich
rovnic

AXl
AXQ
AXg
J(Xl,Xg,Xg,X4,A,S,H, d) AA}; =
As —ASe;
Ap 0

Ad —MDe,

e R e i e B en B an)
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a krok & uréime tak, aby platilo (X1, Xy, X3, %4, A, 8, j1,d) € F°.

Jednou z nevyhod predchoziho postupu je to, Zze je obtizné urcit pocatecni
feseni vyhovujici KK'T podminkam. Proto se pouzivaji metody, které nevyzaduji,
aby pocatecni feSeni bylo pripustné. Tyto metody vzniknou snadnou tpravou
(pfidanim residui) pfedchoziho postupu.

Oznacme

Fo = {(x1,X2,%X3, X4, A, 8, t,d) €ER™ | A > 0,5 >0, > 0,d > 0}.

Pak rovnici (6) fesime modifikovanou Newtonovou metodou zachovavajici ome-
zeni, tj. novou iteraci (Xi, Xz, X3, X4, A, §, 1, d) poc¢itdme podle vzorce

(}_{17 }_(27 }_(37 }_(47 5\7 57 ﬂ7 a) = (X17 X2, X3, Xy, AJ S, W, d) +
+ 5(AX1, AXQ, AXg, AX4, A)\, AS, A[,l,, Ad),

kde vektor (Ax;, Axo, Axs, Axy, AN, As, Ay, Ad) je FeSenim soustavy linedrnich
rovnic

AXl —Iq
AXQ b )
AXg —TI3
J (X1, X9, X3, X4, A, 8, i1, d) Axy | _ T4
[ AX x;—1—s
As —ASe;
Ap EOE—XoOXy —X3Ox3—d
Ad —MDeg
pricemz
rp Ay Ap Az Ay X1 b, A 0
ry | _ Ao Ay Asz Ay xXa | [b2| | O + 2Mx,
rs Az Az Agz Agy X3 bs 0 2Mx;
ry Ay Ap Az Ay Xy by 0 0

a krok & uréime tak, aby platilo (X1, Xs, X3, %4, A, 8, f1,d) € Fy.

2.3 Metoda sledovani cesty

Dalsi nevyhodou predchozich postupti je to, ze pri hledani v Newtonové sméru
je ¢asto mozné provést jen velmi maly krok, jinak by doslo k naruseni podminek
striktni komplementarity. Proto se zavadi tzv. centrdlni cesta a nové feseni se
hleda ve sméru, ktery je urcen pomoci tzv. centrovaciho parametru jako kompro-
mis mezi Newtonovym smérem a tzv. centrujicim smérem.
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Centrélni cesta C je definovana jako mnozinu bodu (x7, x7,x%, x5, A", s, u”,d")
fesicich pro kazdou hodnotu parametru 7 = (73, 7)7 néasledujici soustavu, kteréa
vznikne drobnou zménou KKT podminek:

Apx; +Apxs FA5xs FAUXxs —A—b; =0 (8a)
Agixy + (Agy + 2M)xs + Agzxs + Agyxy — by =0 (8b)
Agix; + Agoxo + (Asgs + 2M)x3 + Asyxy — b3 =0 (8¢)

Apxy + Apxo + Aysxs + Ayxy — by =0 (8d)
—x;1+s+1=0 (8e)

ASe; = 1je; (8f)
XpOX2+Xx30x3—-gOg+d=0 (8g)
MDe, = 7€9 (8h)

)

A>0 s>0 >0 d>0

—~
(0,¢]
—

Dale zavedeme miru duality « v linearnich podminkach a miru duality 3 v kva-
dratickych podminkach, které maji tvar:

AT Tq
o5 5:“_

ny N2
S jejich pomoci a s pomoci centrujiciho parametru o; € [0, 1] pro linedrni pod-
minky a centrujictho parametru oy € [0, 1] pro kvadratické podminky pak para-
metry centrujici cesty piseme jako 7, = oy a 7, = o 0.

Novou iteraci (X1, Xy, X3, X4, A, S, i1, d) pocitame podle vzorce

(}_{17 }_(27 }_(37 }_(47 5\7 57 ﬂ7 a) = (X17 X2, X3, Xy, AJ S, W, d) +
+ (S(AXl, AXQ, AXg, AX4, A)\, AS, A[,l,, Ad)

kde vektor (Ax;, Axy, Axz, Axy, AN, As, Ap, Ad) je FeSenim soustavy linedrnich
rovnic

AXl —I

AXQ —I9

AXg —TI3

AX4 —Iy

J(Xl,Xg,Xg,X4,)\,S,u,,d) AN = Xl—l—S

As —ASe; + 0j0e

Ap EOE—XOXy —X3Ox3—d
Ad —MDe; + 0. 5e;

a krok & uréime tak, aby platilo (X1, %o, X3, %4, A, 8, f1,d) € Fy.
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2.4 Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Jednou z nejpouzivanéjsich metod v praxi je Mehrotrova metoda typu prediktor-
korektor. Tato metoda pouziva smérovy vektor a délku kroku vypoctené z pre-
diktoru k vypoctu odhadu centrujiciho parametru pro korektor. Smérovy vektor
vypocteny v prediktoru je v korektoru také pouzit k aproximaci cesty vyssiho
fadu, ¢imz dojde ke snizeni poctu iteraci, ovSem za cenu feSeni dvou soustav
linearnich rovnic v kazdé iteraci.

Nejprve tedy v prediktoru vypocteme Newtoniv smeér

(Axcfff, Angf, Angf, szff’ A)\aff’ Asaff’ Au“ff, Adaff)

ktery je fesenim soustavy linearnich rovnic

Ax47 -1

Angf —ry

Axyl! —I3

AXaff —-ry
J(Xl,Xg,Xg,X4,A,S,u,,d) AAiff = Xl—l—S

As®// —ASe;

A“aff g@g—x2®X2—X3®X3—d

Adeff —MDe,

Maximalni pifpustny krok §%// uréime tak, aby platilo
(x0T x3S xal] gafS Noif quff yaff geffy ¢ 70

Déle vypocitame, jak by se zménily miry duality, pokud bychom provedli krok
ve sméru vypocteném v prediktoru

(A + 60T AN (s + 5911 Asal T

ni

Qaff =

(1 + 67 A )T (d + 6977 A

no

Bars =

Tyto nové miry duality pouzijeme k vypoctu odhadu centrujicich parametrt

() ()

které nasledné pouzijeme v korektoru.
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Vektor prirtistki nové iterace (Axy, Axy, Axg, Axy, AN, As, Ap, Ad) vypoci-
tame v korektoru jako feseni soustavy linearnich rovnic

Ax, —I
AxXy —Io
AXg e ]
AX4 —Iy
J(x1, X2, X3, X4, A\, S, i, d) N X, —1—s
As —ASe; — AXYS © As®T + 5,06
Ap EOE—XoOXy —X3Ox3—d
Ad ~MDe, — Au! © AdY + o4 e,

a krok § uréime tak, aby platilo (X1, %o, X3, %4, A, 8, j1,d) € Fy.

3 Realizace metod

Vsechny realizované metody vychazeji z pocatecného bodu, ktery nemusi spl-
novat podminky pripustnosti. Oproti metodam popsanym v predchozi ¢asti se
nepracuje piimo s matici Jakobidnu J(x1, X2, X3, X4, S, A, d, p), ale s tzv. rozsite-
nou matici, ktera vznikne eliminaci doplinkovych proménnych s a d ze soustavy.

3.1 ResSeni linearnich soustav

Ze soustav s Jakobiho matici J(x1,Xs,X3,X4, A, 8, i, d) vyeliminujeme As a
Ad a prevedeme je na soustavu s tzv. rozsirenou matici

A Ap Az Ay 1 0
Ay Ay +2M A23 A,y 0 2X5
As As Az +2M Ay 0 2X3

Ay Ay, Asy Ay 0 0
. | 0 0 0 —A'S 0
0 2X, 2X, 0 0 -M!D

Resenim soustavy pak vypocitame Ax;, AxXy, Axs, Axy, AN, Ap, zbylé piirtistky
As aAd pak dopocitame z eliminovanych rovnic. V pfipadé Newtonova sméru
As a Ad dopocitame ze vzorcu

As = —s — ATISAX
Ad = —d — M 'DAp.

V metodé sledovani cesty pouzijeme vzorce

As = —s — ATISAX + A loj0e
Ad = —d — M 'DAp + M0, 3e,.
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V prediktoru Mehrotrovy metody se pouziji stejné vzorce jako v Newtonove
smeéru, v korektoru pocitame podle

As = —s — ATISAN — APANYT 0 AsYT + Ao
Ad = —d - MDAy — M 1Au%’ © AdY/ + M~1o;fe;.
3.2 Vypocet délky kroku ve vSsech metodach

Nejdiive vypocitdme maximalni mozné kroky ve zvoleném sméru pro jednotlivé
prirtstky:

: —\i
pri .
6" = mln{ N } 9)

Poté krok 0 pocitame jako
& = min {&7"", 7!, 68", gty (13)

4 Numerické testy

Numerické testovani jsme provadéli na tloze

1 /1 1
minimalizovat 5/ ||X'(t)H2dt—/ X (t)F(t)dt
0 0
za podminek X = (X1, X5)" e K
kde

K={X € (Hy(0,1))*| Xo(t) > L na (0,0.5), | X(t)|| <G na (0.5,1)}
F(t) = (3677 sin 67t, —47? sin 27t)”

Tato tloha popisuje zatizeni struny, ktera je ¢astecné nad rovinou ve vzdalenosti
L a ¢astecné ve valcové trubce o poloméru G. Po diskretizaci metodou koneénych
prvki na pravidelné siti s n stupni volnosti dostaneme minimalizac¢ni tlohu ve
tvaru (1), kde ny =ny=n/dal;=Lag =G.

Testy probéhly na pocitaci s procesorem P4 (2.8GB), s 1GB paméti. Vysledky
testovani pro rtizné hodnoty paramatri L, G' a pro rizna n jsou v nasledujicich
tabulkach. Pritom jsme pouzili tohoto oznaceni
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IPM N — metoda vnitinich bodi s krokem urc¢enym pouze Newtonovou
metodou
IPM PF — metoda sledovani cesty s pevnou hodnotou parametri o; a oy,

konkrétné o, =2-102 a o, =2 - 1072
IPM MPC - Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor
QPC — je pouzita jako referen¢ni metoda k porovnani

Cervenou barvou jsou vyznaceny vysledky u Newtonovy metody, kdy vypocet
zhavaroval, nebot tato metoda nezajisti splnéni podminky

()_cla i?a 5(3) 3_(47 X) g) p’? a) € f](if

4.1 Porovnani metod

V nésledujicich tabulkach jsou pro rtizné hodnoty parametri G a L uvedeny
pocty iteraci a vypocetni ¢asy jednotlivych metod. Volbou parametri G a L je
ovlivnén pocet aktivnich a neaktivnich omezeni v optimalnim feseni dané tlohy.
n QPC IPM N IPM PF |IPM MPC
Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter.

8 0.01 41 0.03 33 | 0.02 30 | 0.04 44

16 0.01 710.03 39 | 0.02 34 1 0.03 35

32 0.02 18 1 0.04 45| 0.03 37 1 0.05 37

64 | 0.03 26 | 0.05 50 | 0.05 42 | 0.05 28
128 || 0.04 40 | 0.08 48 | 0.07 44 | 0.09 33
256 || 0.13| 118 0.13 48 | 0.10 41 | 0.10 24
512 | 0.43 302 | 0.21 42 1 0.16 36 | 0.20 25
1024 || 1.73 775 | 0.49 41 1 0.32 30 | 0.42 23
2048 || 5.29 | 1315 | 0.93 35| 0.76 28 1 0.78 16

Tabulka 1: G=0.001, L=0.000

n QPC IPM N IPM PF | IPM MPC
Cas ‘ Iter. | Cas ‘ Iter. | Cas ‘ Iter. | Cas ‘ Iter.

8 0.01 8 10.03 50 | 0.02 34 | 0.02 25
16 0.02 13 | 0.04 61 | 0.03 39 1 0.03 27
32 0.03 26 | 0.08 86 | 0.04 49 1 0.03 21
64 0.05 60 | 0.12 | 102 | 0.06 53 | 0.03 21
128 0.11 | 123 | 0.56 | 281 ] 0.09 52 | 0.05 21
256 0.38 | 369 | 0.68 | 2181 0.15 29 | 0.08 20
512 1.31 ] 961 | 0.77 | 148 | 0.21 44 | 0.16 19
1024 | 7.30 | 3366 | 1.25 | 124 | 0.48 471 0.33 18
2048 (| 39.99 | 9986 | 2.86 | 130 | 1.13 43 | 0.96 20

Tabulka 2: G=0.100, L=0.000
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n QPC IPM N IPM PF IPM MPC
Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter.
8 0.09 12 | 0.16 74| 0.03 38 | 0.03 13
16 0.03 31| 0.02 28 | 0.02 28 | 0.01 15
32 0.07 86 | 0.02 271 0.03 291 0.02 13
64 0.15 202 | 0.06 56 | 0.04 35| 0.03 18
128 0.55 674 | 0.38 208 | 0.11 61 | 0.05 18
256 1.67 | 1670 1.73 616 | 0.41 144 | 0.08 20
512 5.86 | 4086 | 6.80 | 1275 | 1.32 257 | 0.19 24
1024 || 30.01 | 12273 | 18.80 | 1846 | 4.08 408 | 0.55 34
2048 || 85.16 | 20001 | 42.40 | 1919 | 13.48 600 | 2.08 64
Tabulka 3: G=1.400, L=0.000
n QPC IPM N IPM PF | IPM MPC
Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter.
8 0.02 19 | 0.02 30| 0.01 201 0.01 15
16 0.01 31 0.01 81 0.01 12 | 0.01 7
32 0.01 31 0.01 91 0.01 13 | 0.01 8
64 0.01 31 0.02 11 | 0.01 14 | 0.01 9
128 || 0.01 31 0.02 11 | 0.02 15| 0.02 9
256 | 0.01 31 0.04 12 | 0.04 15| 0.04 9
512 || 0.01 31 0.07 12 | 0.08 16 | 0.08 9
1024 || 0.01 31 0.16 11 | 0.22 16 | 0.20 9
2048 || 0.02 3| 0.60 11 | 0.58 16 | 0.54 9
Tabulka 4: G=2.000 , L=-1.500
n QPC IPM N IPM PF | IPM MPC
Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter.
8 0.02 12 | 0.04 57 |1 0.02 30 | 0.01 13
16 0.02 14 | 0.02 251 0.01 20 | 0.01 10
32 0.02 20| 0.03 30 | 0.02 23 1 0.01 11
64 0.05 50 | 0.08 731 0.03 29 1 0.02 13
128 0.11 125 0.24 144 | 0.06 41 | 0.04 16
256 0.30 290 | 0.68 243 | 0.13 53 | 0.08 18
512 0.70 520 1.81 372 1 0.30 71| 0.18 24
1024 2.94 | 1408 5.08 474 | 1.05 111 | 0.65 30
2048 || 12.48 | 3202 | 18.15 582 | 4.17 145 | 2.17 38

Tabulka 5: G=2.000 , L=-0.500

15
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n QPC IPM N IPM PF IPM MPC
Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Tter.
8 0.02 15| 0.05 80 | 0.02 37 1 0.01 12
16 0.01 91 0.02 271 0.02 28 | 0.02 16
32 0.03 24 1 0.02 271 0.03 29 1 0.02 19
64 0.05 62| 0.10 95| 0.04 40 | 0.03 20
128 0.10 112 0.41 233 0.10 59 | 0.05 19
256 0.27 268 | 2.13 673 | 0.45 154 | 0.09 20
512 0.92 704 7.38 | 1426 1.40 275 1 0.15 19
1024 2.86 | 1396 | 23.13 | 2131 | 4.73 448 | 0.54 34
2048 || 15.54 | 3264 | 59.91 | 2252 | 18.55 669 | 2.62 64

Tabulka 6: G=2.000, L=0.000

4.2 VlIiv volby pocatecniho feseni

V nasledujicich dvou tabulkach je ukazan vliv poc¢atecniho feSeni na cas vypo-
¢tu a pocet iteraci jednotlivych metod pii stejnych hodnotach parametr G a L.
Je zde vidét, ze volbou jiného pocatecniho feseni ziskdime Newtonovou metodou
optimalni feseni i v pripadech, kde pro ptvodni poc¢atecni feseni zhavarovala.

n QPC IPM N IPM PF | IPM MPC
Cas ‘ Iter. | Cas ‘ Iter. | Cas ‘ Iter. | Cas ‘ Iter.
8 0.01 81 0.03 50 | 0.02 34 | 0.02 25

16 0.02 13 | 0.04 61 | 0.03 39 1 0.03 27
32 0.03 26 | 0.08 86 | 0.04 49 1 0.03 21
64 0.05 60 | 0.12 | 102 | 0.06 53 | 0.03 21
128 0.11 | 123 | 0.56 | 281 | 0.09 92 1 0.05 21
256 0.38 | 369 | 0.68 | 2181 0.15 29 | 0.08 20
512 1.31 | 961 | 0.77 | 148 | 0.21 44 | 0.16 19
1024 || 7.30 | 3366 | 1.25 | 124 | 0.48 471 0.33 18
2048 (| 39.99 | 9986 | 2.86 | 130 | 1.13 43 | 0.96 20

Tabulka 7: Ptvodni volba poc¢atecniho feseni pro G=0.100 a L=0.000




Metody vnitfnich bodit pro feseni tilohy nelinearniho programovani 17

n QPC IPM N IPM PF | IPM MPC
Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter. | Cas | Iter.
8 0.01 81 0.04 55 | 0.02 31| 0.03 26
16 0.02 13 | 0.08 100 | 0.02 321 0.03 22
32 0.05 26 | 0.22 139 | 0.05 471 0.04 24
64 0.07 60 | 0.20 141 | 0.07 49 1 0.05 22
128 0.15 123 | 0.48 222 1 0.11 59 | 0.07 21
256 0.46 369 | 0.16 51 0.14 46 | 0.09 17
512 1.60 961 | 0.26 44 | 0.24 42 | 0.19 18
1024 8.87 | 3366 | 0.73 61 | 0.47 38 | 0.51 23
2048 || 50.39 | 9986 | 1.80 61 | 1.62 52 | 2.22 26

Tabulka 8: Jina volba pocatec¢niho feseni pro G=0.100 a L=0.000

5 Zavér

7 dosazenych vysledkt je patrné, ze metody vnitinich bodi mohou tspésné
konkurovat metodam aktivnich mnozin, a proto bychom radi upravili nas algo-
ritmus pro FeSeni dudlni tlohy ke kontaktni tloze linearni elasticity [3], ktera ma
formélné stejny tvar jako naSe uloha (1). Zde je ovSem jistou komplikaci to, Ze
nemame k dispozici pfimo matici A, ale pouze vzorec pro vypocet jejiho souc¢inu
s vektorem. Teprve pro tuto tlohu bude mit vzajemné porovnani s QPC meto-
dou vé&tsi vypovidajici hodnotu, nebot tato metoda je specidlné urcena pro tuto
ulohu.
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Abstrakt

Prispévek se zabyva tllohou ohybu nosniku spocivajiciho na jednostran-
ném podlozi, popf. jednostrannych pruzinach. Matematicky model nosniku
je Euler—Bernoullitiv, pro podlozi je pouzit model Winklertiv. Podrobné je
predvedeno numerické feseni zalozené na pouziti metody kone¢nych prvki
a ulohy linearni popf. nelinedrni komplementarity.

1 Uvod

Pocatkem roku 2006 se oba autofi zacali spolecné zabyvat feSenim ohybu nos-
niku na jednostranném podlozi. Z literatury bézné znama tloha pracuje s pod-
lozim oboustrannym, tj. pevné spojenym s nosnikem. V nékterych piipadech je
takovyto model zcela adekvatni a ma tu nezanedbatelnou vyhodu, ze je linedrni.
Pokud ovsem nosnik na podlozi pouze spociva, nelze uz tento model pouzit a je
tfeba uvazovat podlozi jednostranné. Problém se vSak nyni stava nelinedarnim.

Zde jsou ovSem na misté diilezita upfesnéni. Podlozim se v uvedenych ptfipadech
obvykle mini Winklerovo podlozi, jehoz model pochazi od inzenyra E. Winklera

18
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(viz [13]), ktery pisobil v druhé poloviné 19. stoleti na prazském Vysokém uceni
technickém. Tento v zasadé nejjednodussi model nemusi vzdy vyhovovat danému
zadani a potom je nutné poohlédnout se po sofistikovanéjsich modelech, jako jsou
napt. model Pasternakiiv nebo Kerriiv. Zde se budeme nadéle zabyvat pouze Win-
klerovym modelem. Pokud jde o matematicko-fyzikalni model nosniku, spokojime
se s relativné nejznaméjsim modelem Euler-Bernoulliovym. Ten za predpokladu,
Ze nosnik je tenky a ze rovina pri¢ného fezu, ktera je kolma k ptivodni ose nosniku,
zustane i po jeho ohnuti rovinou a kolmou k deformované ose, bude reprezentovan
obycejnou diferencialni rovnici 4. fadu. Pijde tedy o 1D-tilohu.

Pro numerické feSeni vybereme metodu koneénych prvkii, nebot dava velmi
dobré moznosti pro pozdéjsi manipulace. Umoznuje také bezprostiedni rozsireni
s ohledem na pouzité modely nosniku i podlozi.

Uloha s jednostrannym podlozim mé p¥i obvyklé aplikaci metody koneénjch
prvki jeden vazny problém. Je nejen nelinearni, jak uz bylo konstatovano vyse,
ale i nediferencovatelnd. Pro zvladnuti tohoto problému si autofi od pocatku zvo-
lili formulaci prostfednictvim linearni, popf. nelinearni komplementarity. Tento
postup byl prezentovan na ODAMu 2006. Jsou mozné i jiné cesty, jednu z nich zde
na ODAMu predstavil kolega Stanislav Sysala (viz jeden z ¢lankt pfipravenych
k publikovani: [11}).

Na&s prispévek se bude vénovat formulaci diskrétni tlohy a postupu jejiho feseni
tak, jak se to autorim béhem uplynulych dvou let postupné podarilo. V inten-
cich tvodniho citatu, ktery nalezi jednomu ze zakladateltt numerické matematiky;,
zde bude mit diikkladné objasnéni celého postupu prednost pred cisly. Protoze
dilezitym metodickym vychodiskem pro uvazovanou problematiku predstavuje
studium tloh s pruznymi podporami, zacneme fesenim téchto tloh.

2 Uloha ohybu nosniku

V celém textu budeme uvazovat kviili jednoduchosti pouze homogenni nosnik
s konstantnim prurezem. Nejprve si pfipomenme klasickou formulaci ilohy ohybu
nosniku

nalézt funkci v € C*(0, L) tak, aby
Elu'V(z) = f(z) Vz € (0,L)

kde jsme pouzili oznaceni

E — modul pruznosti,

I — moment setrvacnosti prufezu,

u — velikost ohybu,

f — zatizeni.
Takovy tvar neni vhodny pro pouziti metody konecénych prvki, takze prejdeme
k varia¢ni formulaci
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nalézt funkci u € V tak, aby
In(u) = Hél‘l/l JIn(v)

kde znacime
V' — prostor kinematicky pfipustnych posunuti,
Jn — funkciondl potencidlni energie nosniku:

L
(v )2dz — | fudz.
/

=
=
I
N =
&5
~
O\h

Jeho minimum pak udava variac¢ni rovnice

nalézt funkci u € V tak, aby
L L

El [u " (z)v"(z)dx = [ f(x)v(z)dz Vv eV
0 0

ktera predstavuje vychozi bod pro metodu konecnych prvki.

3 Metoda koneénych prvku

Diskrétni formulace pro metodu koneénych prvki (zkracené MKP) je tedy za-
loZzena na variac¢ni rovnici, pracuje vsak s konecnédimenzionalnimi proménnymi:

nalézt funkci u;, € V), tak, aby
L L

EI [y, (2)v,(z)dz = [ f(x)vp(z)dx Vo, €V
0 0

kde V}, C V je kone¢nédimenzionalni podprostor, tj. dim(V}) < +oc.
V ramci MKP pak pro nosnikovou tilohu obvykle volime

Vi, = {Uh eV e CI(O, L), Up, |K€ Pg(K) VK € Th},

T}, — déleni intervalu (0, L) na podintervaly K; = [x;_1, z;].
Poznamenejme, ze tento postup neni jediny mozny a zZe bychom mohli pouzit
napt. nekonformni prvky.

V dalsim budeme ptredpokladat (bez ijmy na obecnosti) ekvidistantni rozdéleni

intervalu (0, L) na intervaly téZe délky h. Na této siti definujme dva systémy
bazovych funkei (podrobnéji viz napf. [5])

0 pror < x;—1
¢(1)(x) = _25_3@ — i)} (2 — B 5) pro = € [z, 4y, )]
‘ (@ —2i)*(x — i+ %) prox € [z, T4
0 pPro x > x;4q
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pror < x;—q
(r —x;1)*(x — x;) pro z € [r;_1, 7
(r — xi11)*(x — x;) pro z € [z, vi41)
pPro x > ;4.

P (x) =

Sy ©

Snadno se lze presvédcit, ze tyto funkce maji nasledujici vlastnosti:
1 1)y
o) =6y, (@A) (@) = 0
2 2)\/
o) = 0. (@) () = by
kde 9;; je Kroneckerovo delta.

To nam umoznuje zavést na Vj, Hermiteovu interpolaci spliujici podminky sta-
novené v zadani prostoru V},. Piiblizné feseni vyse uvedené diskrétni tlohy mi-
Zeme pak psat ve tvaru

N
1 2
un(@) = (enm19)” (2) + ool (@)).
i=1
Po dosazeni do diskrétni formulace, kde za testovaci funkce v, vezmeme uvedené

bazové funkce, a potfebnych vypoctech obdrzime soustavu linearnich algebraic-
kych rovnic. Jeji i-ty a (i + 1)-ni fadek vypadaji takto

Uj—1
U; 1
EI (—12 —6h 24 0 —12 6h w | fi
h3 < 6h 2h* 0 8h* —6h 2h2> u | (m>
U;’+1
Uitq

kde

- [(r@el@ar = [

Pii praktickém pouziti MKP (viz napi. [4]) se vSak zpravidla misto uvedenych
bazovych funkci pouzivaji tvarové funkce, které predstavuji restrikce bazovych
funkci na jednotlivé intervaly. Jednotny tvar téchto funkei obdrzime po transfor-
maci na referencni interval [—1, 1]

_ g(g+1) ve K, £€[-1,1].

Tim ziskéme CtyFi tvarové funkce
NO(E) = 10— €2 +6)
N(€) = Sh(1 — (1 +0)
N = (1 +622~©)
N(€) = —h(1+€)°(1 - ).
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Nyni nebudeme pocitat koeficienty v jednom celém radku vysledné soustavy, ale
provedeme vypocet prvki konecné-prvkové matice podle vztahti

h e +1 o e
), —r [ENLEND e e e
N Jij — dar? da2 L= h3 d£2 d§2 ’
0 -1

coz nakonec da matici nosnikového prvku ve tvaru

12 6h —12 6h
EI | 6h 4h* —6h 2h?
B | —12 —6h 12 —6h

6h 2h? —6h 4h?
Nésledné provedeme ,poskladani téchto matic do vysledné matice Ky, ktera
reprezentuje tuhost daného nosniku. Matice dvou sousednich prvki Ks\i,) a K%H)
vytvoii kompletni fadky 2 + 1 a 2i 4 2 matice Ky takto (index N vynechavame)

K =

0... K%li K%% K%% +K§1+3 K%% +K§2+3 K%fi K%ji; .0
i 7 7 1+ i 1+ 1+ 1+

Podobné si poc¢iname pii vytvareni pravé strany soustavy rovnic. Nejprve ur-
¢ime vektor zatizeni prvku. Napf. pro rovnomérné zatizeni o velikosti p pouzijeme

vztah
Y 1 +1
9 =gph | NO@©de i=1,2.3.4,

-1

které po vycisleni davaji vektor

Z takovychto prispévkl pak sestavime vysledny vektor f pravé strany, ktery re-
prezentuje zatizeni celého nosniku.
Vysledna soustava bude mit tvar

KNll:f

kde K — matice tuhosti nosniku,

u — vektor nezndmych (zobecnénych) posunuti,

f — vektor (zobecnénych) zatizeni.
Je to soustava linearnich algebraickych rovnic, kterd je, jak plyne z predcho-
zich rozbori, sedmidiagonalni. Matice soustavy je symetrickd a pozitivné semi-
definitni. Poznamenejme, Ze takova matice neni regularni. Jednoznacnost reseni
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dané tlohy lze zajistit az zaddnim vhodnych okrajovych podminek (podrobnosti
viz napf. [10]). Lze ukéazat, Ze feSeni homogenniho nosniku pomoci MKP spliiuje
vlastnost tzv. superkonvergence, tj. dava presné uzlové hodnoty (viz napf. [5]).

4 Ulohy s pruznymi podporami

FANNN
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
‘.

L

Obrazek 1: Pruzné podepfeny nosnik

Uvazujme modelovy pripad nosniku vetknutého na jednom konci a podepreného
pruzinou na konci druhém (viz obr. 1, pfi¢emz upozoriiujeme na orientaci os, jez
byva Casto pouzivana v technické literatuie). V takovém zadani muzeme rozlisit
dva pripady

e pruzina je s nosnikem pevné spojena — hovotfime o oboustranné pruziné,
e pruzina nosnik pouze podpira — hovorime o jednostranné pruziné.

Zatimco v klasické formulaci zadavame tuto tlohu pomoci okrajovych podminek,
v ptipadé varia¢ni formulace to provadime pomoci funkcionalu potencialni ener-
gie pruziny. Ozna¢me ¢ tuhost dané pruziny. Rozdily v obou tlohach ukazuje
nasledujici prehled:

klasickd oboustranna pruzina jednostrannd pruzina
okrajova podminka u" (L) = qu(L) u:"(L) = qu* (L)
potencidlni energie Jp(v) = 5 q(v(L))? Jp(v) = 5 q(v*(L))?

ut (L) tady zna¢i hodnotu kladné cdsti funkce u, tj.

iy ) + (o)
wt (@) = SR,

v bodé x = L.
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Funkcional potencialni energie soustavy nosnik + pruzina je pak dan souctem
energii obou komponent, takze pro jednostrannou pruzinu mame

L
jNer(v):%E[/( )d:v+;q /fvd:v
0

Snadno odvodime, ze variacni rovnice pro tento problém bude vyhlizet takto

L

L
EI [u"(z)v"(z) dx + qut(L = [ fx)v(z)dx YveV
0 0

a jeji diskrétni podoba bude mit proto tvar

L L
EI [ uy(x)v,(z) dx + qujf (L = [ f(z)vp(z)dz Vv, €V,
0 0

Prostory V a V), maji tentyz vyznam jako vyse.
Takto zformulovana tloha vsak neni pro dalsi algoritmické zpracovani vhodna.
K jejimu upraveni vyuzijeme jednoduchou rovnost (pro x = L)

q(x) wy (x) = (x) un(z),

kde definujeme

- ) pro up(x 0
q(o) = {g( )gro uZEx; ;0

Diskrétni tloha pro MKP pak po tpravé bude

nalézt funkci u;, € V), tak, aby
L L

EI [y, (z)v,(z) dv + Gup(L = [ f(z)vp(z)dz Vv, €V,
0 0

Nyni mtizeme postupovat stejné jako v predchazejici kapitole a na zavér obdr-
Zime vyslednou soustavu tvaru

Kuu=f

Ta je vSak, narozdil od predchoziho, nelinedrni, nebot hodnoty nékterych prvku
matice soustavy jiz nejsou konstantni, ale zavisi na hodnotach u. Navic neni
obtizné nahlédnout, ze zavislost K na u je nediferencovatelnd. Z toho divodu
k jejimu feSeni nelze pouzit Newtonovu metodu nebo kvazinewtonovské metody.
Lze vsak pouzit metody wloh linedrni komplementarity, jak uvidime v dalsi kapi-
tole.
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Drtive nez tak ucinime, objasnime si diitkladné podstatu problému, a to na jed-
noduchém prikladu s 2 ekvidistantnimi nosnikovymi prvky a 2 pruzinami tuhosti
¢1 a gz podle nasledujiciho schématu:

K1 K2
[ @ @

%(h %CD

Na zakladé vykladu z predchéazejici kapitoly ma matice soustavy, ktera byla
vytvorena ze dvou stejné velkych prvki, tvar

12 6h —12 6 0 O

6h 4h?> —6h 2h> 0 0

EI | —12 —6h 0 —12 6h

h3 6h 2h% 0 8h%* —6h 2h?

0 0 —12—6h —6h

0 0 6h 2h? —6h 4h*
T+a T +¢2

V oznacenych mistech jesté nezname spravné hodnoty prvkt matice tuhosti, ne-
bot ty zavisi na tom, jaky bude vysledny ohyb nosniku. V p¥ipadé, Ze neznama
uy bude kladna, musime k stdvajici hodnoté 24E1/h? piipo¢itat jesté hodnotu
tuhosti pruziny ¢;. Analogicky tomu bude u hodnoty 12E1/h3, kdy v piipadé, Ze
neznama ug bude kladnéa, musime pripocitat jesté hodnotu tuhosti pruziny qs.

5 Uloha linearni komplementarity

Nejprve se seznamime definici tlohy linearni komplementarity

nalézt vektory w a z tak, aby
w =Mz + q

wlz =0

w,z >0

LCP

kde M — dana c¢tvercova matice,
q — dany vektor.
Nebudeme zde tuto tlohu rozebirat. Podrobné analyzy lze nalézt napf. v [7].
Nyni ukazeme, jak se da tloha s jednostrannymi pruzinami interpretovat po-
moci linearni komplementarity. Nejprve polozime v diskrétni formulaci

1 _ 1
up =y —wy, oy = 3 (un + |unl) , u;, = 3 (—un + |un).
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Veli¢indm u;, u; pfifadime v algebraickém zépise nezdporné vektory v, w, takze
plati
u=v—w.

Po dosazeni obdrzime
Kuu=Ky;pv—-Kyw,

kde Ky, p — matice tuhosti soustavy nosnik + pruziny.
Uloha, kterou jsme nyni obdrzeli, pfedstavuje specialni variantu tilohy LCP, a
to tzv. dlohu horizontdlni komplementarity

KN+pV:KNW—|—f

viw =0

v,w >0

hLCP

Pro jeji feSeni lze pouzit Lemkeho metodu, kterda pracuje na principu podob-
ném simplexové metodé a jejiz popis je napi. v [7]. Piiklady takto vypocitané
byly autory publikovany napf. v [3], [8].

Uvedeny postup byl v uplynulych dvou letech vylepsen tak, aby byl vice efek-
tivni. Pod pojmem ,efektivni zptisob feseni“ rozumime postup, ktery je zalozen
na nasledujicich bodech

e rozlozeni na kladné a zaporné ¢asti provést jen tam, kde je to z hlediska
feseni nutné

e zachovat pasovou strukturu matice Ky

e Lemkeho metodu nahradit robustnéjsi metodou, ktera nebude mit problémy
napi. se semidefinitnimi tlohami

Novy postup feseni si budeme demonstrovat na témze prikladu, jako vyse, tj.

K K,
'% q1 .§ q2

takze jiz vime, ze prislusna soustava vyhlizi nasledovné

12 6h —12 6h 0 0 uy fi
6h 4h®> —6h 2p* 0 0 u; my
EI | —12 —6h [24] 0 —12 6h | |uw]| | fo
B3 | 6h 2h% 0 8hZ —6h 2h% | [uy | | mo

0 0 —12 —6h[12] —6h ] | us fs
0 0 6h 2h> —6h 4h?) \u, ms
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Oznacené prvky matice tuhosti K33 a Ks5 se jesté mohou (v zavislosti na vy-
sledku) zménit.
Nejprve definujme nové neznamé

U1 = Ug, w1 = Uy,
— Tt 0
U2 UB7 w2 3,

a dosadime vztahy
U2 = V1 — Wy,
Uz = U2 — Wa,

do vyse uvedené soustavy. Obdrzime (z tspornych duvodu budeme nadéle pou-
Zivat oznadeni ¢ = ET/h3)

Kazus = (24¢ + q1)v1 — (24c)wr = (24¢)uz + qro1,
K55U3 = (126 + QQ)UQ — (120)11)2 = (120)U3 + q2V2,
coz znamena zmeénu levé strany dané soustavy do nasledujici podoby

Uy
Uy
12¢  6¢ch —12¢ 6¢h 0 0 0000 Us
6ch 4ch? —6ch 2ch> 0 0 0 000 | u
—12¢ —6¢ch 24¢ 0 —12¢ 6¢h ¢ 000 us
6ch 2ch®* 0 8ch® —6ch 2ch* 0 0 00 | | ug
0 0 —12¢c —6¢h 12¢ —6¢h 0 g2 00 U1
0 0 6¢ch 2ch® —6ch 4ch?> 0 000 Vg
w1y
Wa

Mechanicky to lze interpretovat jako rozlozeni dané soustavy na dvé casti —
nosnik a pruziny. Nésledné provedeme spojeni obou ¢asti pomoci pridani vztaht

UQ_U]__'_UJ]_:O
u3—v2+w2:0

do predchozi soustavy, ¢imz ziskdme

12¢  6¢ch —12¢ 6¢ch 0O 0 0 000 Uy
6ch 4ch? —6ch 2ch? 0 0 0 00O Us
—12¢ —6ch 24c¢ 0 —12¢ 6ch ¢ 0 00 U
6ch 2ch? 0 8ch® —6ch 2ch®> 0 0 00 Us
0 0 —12c —6ch 12¢ —6ch 0 g2 00 | | uy
0 0 6ch 2ch® —6ch 4ch> 0 0 00 1
0 0 1 0 0 0 -1 010 Uy
0 0 0 0 1 0 0 —-101 wq
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Tim bychom mohli skondcit, je vSak jesté mozné (a pro dalsi ucely vyhodné)
provést symetrizaci dané soustavy takto

Uy
12¢ 6¢ch —12¢ 6¢ch 0 0 |0 0100 u;
6ch  4ch? —6ch 2ch? 0 0|0 0100 Us
—12¢ —6¢h 24c 0 —12¢ 6ch | ¢ 0 [0 O Usy
6ch 2ch® 0 8ch? —6ch 2ch®| 0 0 [0 0 U3
0 0 —12¢c —6ch 12¢c —6¢h| 0 g2 |0 O U
0 0 6¢ch 2ch® —6¢h 4ch?>| 0 0 [0 O vy
0 0 a1 0 0 0 —q1 0 a1 0 (%)
0 0 0 0 g2 0 0 —{q2 0 q2 w1

Wa

Naznacené rozdéleni na jednotlivé bloky vyuzijeme pro nové zformulovani uvazo-
vaného problému (pfi¢emz z ,estetickych“ divodi pouzijeme oznaceni R = Ky)

nalézt vektory u, v a w tak, aby
R ST o™\ (") [f
(s -D D) VT (o) mLCP
W
viw =0
v,w>0

Tato tloha je opét specialni variantou tlohy LCP, ktera se nazyva uloha smisené
linedrni komplementarity. Jeji specifikum spoc¢iva v tom, ze obsahuje proménné,
které jsou (z hlediska komplementarity) volné. Zajimavost zde pfedstavuje, ze

R S7
S -D
je tzv. kvazidefinitni matice, tj. matice, pro niz existuje stabilni faktorizace tvaru
LDL” (blize viz [12]).
Metody TesSeni, které pro tuto tlohu prichézeji do ivahy, predstavuji zejména
e Lemkeho metoda,
e metody vnitinich bodd,

e Gauss—Seidelova metoda s projekci.

Druhou a treti moznost vylozime v dalsim podrobné;ji.
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6 Primarné-duilni metoda vnit¥nich bodt

Metody vnitinich boda (IPM) jsou jiz néjakou dobu v centru zajmu specialistii
z oblasti numerické optimalizace. Prestoze tlohy LCP nepatii striktné vzato mezi
optimaliza¢ni tlohy, existuje zde velmi silna vzajemnd vazba (bude o ni jesté fec
pozdéji). To zakldadd moznosti vyuziti nékterych principtt IPM pro feSeni pro-
blémii komplementarity. Z pochopitelnych divodi se zde nebudeme problema-
tikou IPM zabyvat a pro dikladnéjsi seznameni odkazujeme napf. na knihu [1]
nebo obsahly ¢lanek [2].

Pro tcely feseni ulohy mLCP je vhodna tzv. primarné-dualni metoda vnitinich
bodt (viz napi. [9]), kterd pracuje s linearizovanou soustavou podobné jako New-
tonova metoda. V nasem pripadé je zasadnim krokem k jejimu pouziti linearizace
skalarniho sou¢inu v’ w = 0. Vzhledem k tomu, Ze méme zadanou i podminku
v, w > 0, plati ve skutec¢nosti

viw; =0 Vi=1,...,m.

To lze zfejmé prepsat takto
VWe=o,

kde V = diag(vi, v, . . ., V), W = diag(wy, wy, ..., wy,), e = (1,1,...,1)T.
Linearizaci pak provedeme na zakladé vztahu

(V+AV)(W+AW)e = VWe +WAv +V Aw,

takZe linearizovanda soustava ma pro dany pripustny bod tvar

R ST o Au o
S -D D Av | = o
0O W V Aw —VWe

Pouziti této soustavy v intencich metody vnitfnich bodd znadi, Ze pfipustny
bod (u*, v* w) bude navic spliiovat podminku pro vnitini body

ko, ok -
vi,wy >0 Vi=1,....m
a ze i nasledujici iterace, kterou dostaneme pomoci vztahu

(ukz-l-l’ Vk:-l—l’wk-i-l) — (uk’ Vk, Wk:) + ak(Auk, Avk, Awk),
to volbou vhodného kroku «y, > 0 zachova.

Nyni jiz mizeme uvést algoritmus feseni tlohy mLCP, kdyz jesté pred tim do
soustavy zavedeme parametry oy a 1 znamé z praxe IPM (oba lze ve vypocetné
ptiznivych piipadech volit nulové).
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Algoritmus primarné—dualni metody

Zadame (u°,v% w?) tak, ze (v%,w?) > 0.

Polozime k = 0 a pn = v*' w®/m.

repeat
Zvolime oy, € [0, 1] a perturbac¢ni ¢len 7.
Pro hodnoty (u®, v¥, w*) vyfesime soustavu

R ST of Au” o
S -D D AvF | = o
0 W V AWk —VWe + Orjt1€ + 7k

Zvolime piipustny krok délky oy € (0, 1] a polozime
(W, VL whHL) = (uF, vE, W) 4 g (Aub, AvE, Awh),
T Vk+1TWk+1/m,
k=Fk+1.

until  splnéni ukoncovaciho kritéria

7 Gauss—Seidelova metoda s projekci

Dalsi zajimavou moznosti, jak vyfesit ilohu mLCP, je vyuziti podminek v, w >
0 prostfednictvim metod s projekcemi. Zde stoji za uvahu predevsim Gauss—
Seidelova metoda s projekci, kterd byla pfedlozena v [6]. K jeji realizaci staci
provést znamy rozklad

R=R.+Rp+Ry

matice R na levou dolni, diagonalni a pravou horni ¢ast. Algoritmus metody pak
vyhlizi nasledovné

Algoritmus Gauss—Seidelovy metody s projekci

Zvolime u®,v® tak, ze v® > 0.
Polozime k = 0.
repeat

Uréime hodnoty u*+

! YeSenim soustavy

RD uk+1 —f_ RL uk’-‘rl o RU uk’ . ST Vk:

Gauss—Seidelovou metodou.
Uréime hodnoty v¥+! fegenim soustavy

D Vk+1 —S uk—‘rl
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If (vF*1); <0 then (V1) = 0.

Uréime hodnoty w**! fesenim soustavy
D Wk:-i-l -D Vk+1 -S uk’-‘rl

Polozime k =k + 1.
until  splnéni ukoncovaciho kritéria

8 Ulohy s Winklerovym podlozim

vz

je uloha s podlozim. V dalsim budeme uvazovat Winkleriv model homogenmho
podlozi (viz obr. 2), ktery fyzikalné funguje tak trochu podobné jako postel s péry.
Rovnice nosniku s klasickym oboustrannym podlozim ma tvar

nalézt funkci v € C*(0, L) tak, aby
ETu'V(x) + qu(z) = f(x) Yz € (0,L)

kde ¢q — koeficient poddajnosti (tuhosti) podlozi. Analogicky jako v prvni kapitole
muzeme napsat funkcional potencialni energie podlozi

L
=50 [0F
0

funkcional potencialni energie soustavy nosnik + podlozi

. L X L L
JN+p(v):§EI/ Vdw + - / dm—/fvdx,
0 0

0

l\DlF—‘

[\]
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prislusnou variac¢ni rovnici

E[L()fu"(:v)v”(a:) dx + qbfu(x)v(x) dr = Zf(:v)v(:v) de Yv eV

a odtud diskrétni formulaci, z niz bude vychazet MKP

nalézt funkci u;, € V), tak, aby
L

Effug(x)vg (x)dx + q{Luh(az)vh(az) dr = {f(x)vh(az) de Vv, €'V

Prostory V' a Vj, maji tentyz vyznam jako vyse.
Jelikoz jsme sestaveni konecné-prvkové matice nosniku jiz probrali v kapitole
druhé, staci nam doplnit vypocet o matici podlozi. Jeji prvky ur¢ime ze vztaht

h t1
(KS))ij =4 /Ni(e)(x)Ng(e)(x) dz = % /Ni(e)(g)NJ(e)(g) 3
e

takZze matice Winklerova podlozi bude vyhlizet takto

156 22h 54 —13h
@ _ qh | 22n 4h* 13h —3h?
P =90 | 54 13h 156 —22h
—13h —3h2 —22h 4h2.

Vysledna soustava pak bude mit matici sestavenou z jednotlivych kone¢né-prvkovych
matic nosniku i podlozi, tedy

Kyipu=f

kde Ky p - matice tuhosti soustavy nosnik + podlozi. Poznamenejme, ze v tlo-
hach s podlozim jiz k superkonvergenci, zminéné v treti kapitole, nedochazi.

9 Jednostranné Winklerovo podlozi

Jelikoz klasické oboustranné podlozi, tj. podlozi pevné spojené s nosnikem,
je z literatury dobfe znamé, zamérime v dalsim pozornost jiz jen na podlozi
jednostranné, které s nosnikem spojené neni. Postupovat budeme analogicky, jako
tomu bylo u tloh s pruznymi podporami.

Nejprve stanovime funkcional potencialni energie podlozi. Jeho tvar bude zfejmé

q /L (v*)2dz.

N[ —

jp(v) =
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Odtud dostaneme funkcionél potencidlni energie soustavy nosnik + (jednostranné)

podlozi
L . L L
EI/ d:v+§q/ d:v—/fvd:v
0 0 0

a jeho derivovanim varia¢ni rovnici

jN+P(U) =

N | —

EI{Lu"(x)U”(x) dx + q{Lqu(x)U(x) dx = Ofo(a:)v(J:) de YveV

jejiz diskrétni podoba bude tato

L L
EI [ uy,(2)v,(z) dz + q [u;f (z)vp(z) do = ff z)dr Y, €V
0 0

Prostory V' a V}, maji tentyz vyznam jako vyse.
Standardni MKP nedokaze pracovat s funkcemi u; . Abychom se jejich pouziti
vyhnuli, pouzijeme identitu

q(z)uy (2) = (x) up(x) Va € (0, L),

v niz definujeme
- kdyz >0
i(z) = q() Y% up(z)

0  kdyz up(xz) <0

Potom miizeme napsat upravenou diskrétni formulaci pro MKP

nalézt funkci u;, € V), tak, aby
L

E[bfu;;(:v)vg(:v) dr + Ofcj(x)uh(zv)vh(x) de = [ f(x)vp(z)dz Yo, €V,

0

Vsimnéme si, ze v ni vystupuje nezndmd funkce ¢(x), ktera nahradila zndmou
konstantni hodnotu q.

Tim se ovSem situace oproti tloze s pruzinami zasadné zménila. Vysledna sou-
stava ted bude mit tvar

Kuu=f

a je tedy nelinedrni. Navic zavislost K na u je s ohledem na pribéh funkce G(x)
nediferencovatelna. V dusledku toho nelze pouzit k jejimu feseni obvyklé metody
jako napt. Newtonovu metodu nebo kvazinewtonovské metody. Podobné nelze
pouzit metody pro FeSeni tloh LCP, nebot toto je nelinedrni komplementarita.

Abychom pochopili lépe podstatu problému, analyzujme podrobné priklad s 2
prvky a podlozim, jak ukazuje nasledujici schema
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T 5 3 2

Déale budeme postupovat jako v kapitole 4. Nejprve sestavime z matic nosniko-
vych prvki K; a Ky celkovou matici soustavy

12 6h|—12 6 0 O
6h 4h%*|—6h 202 0 0O
EI | =12 —6n| 24 0 —12 6h
w3 | 6h 2n%| 0 8h2 —6h 2h2
0 0 |-12 —6h 12 —6h
0 0 |6k 2h2 —6h 4h2

Déle mame jesté pripravenu matici podlozi, kterou jsme odvodili v predchézejici
kapitole
156 22h 54 —13h
gh | 22h 4h* 13h —3h?
420 | 54 13h 156 —22h
—13h —3h? —22h 4h2.

Analogicky s postupem uvedenym v kapitole 4 lze ocekavat, Ze tutu matici pri-
pocitame k vyznacené pravé dolni ¢asti matice soustavy v pripadé, ze dojde ke
stlaceni podlozi, a v pripadé, Ze se tak nestane, ponechame matici soustavy beze
zmény. Tak tomu bude ale jen tehdy, kdyz bude stlaceno celé podlozi, resp. kdyz
ke kontaktu nikde nedojde. Divodem jsou vztahy, které slouzi k vypoctu jed-
notlivych prvkt matice podlozi. Nasledujici tabulka ukazuje vzniklou situaci. Na
levé strané stoji standardni vztahy pro vypocet (K](f))ij (viz kapitola 8), kdezto
na pravé strané jsou ty, které je nutné pouzit u jednostranného podlozi:

nelze pocitat podle je nutné pouzit
h h
q fN,@(a;)N(@)(x) dx [ a(z) N (@)N' (z) da
0
o ) b ) ey )
% fl N (€)d¢ D) f19(33) N; (g)Nj (€)d¢

Hodnoty funkce ¢(z) ale pochopitelné pfedem nezname.

10 Uloha nelinearni komplementarity

V porovnani s tilohou LCP ma tloha nelinearni komplementarity tvar
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nalézt vektory w a z tak, aby
w = M(z)z +q

wlz =0

w,z >0

NCP

kde M(z) — ¢tvercova matice (pro dané z), q — dany vektor.
Obecna formulace predpoklada zadanou nelinearni vektorovou funkci F(z)

nalézt vektor z tak, aby
z'F(z) = 0 NCP
z>0, F(z) >0

V dalsim ukéZeme, jak se d& tloha s jednostrannym podlozim interpretovat
pomoci nelinedrni komplementarity. Nejprve polozime (stejné jako v kapitole 5)
v diskrétni formulaci

. 1

= =y = (), =

: (~un + unl)

N

Veli¢indm u;, u, prifadime v algebraickém zépise nezdporné vektory v, w, takze
plati
u=v—w.

Po dosazeni obdrzime
Kuu=Ky,p(u)v-Kyw

a takto vznikld dloha predstavuje analogicky s kapitolou 5 tlohu horizontalni
komplementarity

KN_HD(II)V = KNW +f
vT'w — 0 hNCP

v,w >0

Ulohy NCP nejsou obecné snadno fesitelné (viz napt. [7]). Jako metoda fe-
seni ulohy hNCP byla vyzkousena metoda sekvencidlnich iloh LCP ve spojeni
s Lemkeho metodou. S ohledem na strucnost a prehlednost ji popiseme pro tlohu
NCP: v k-tém kroku, kdy mame k dispozici z*, iteraci z*¥*! vypoéitame fesenim
linearizované tulohy

z! (F(z*) + F'(zk,)(z —z")) =0 LCP
z>0, F(z") + F (z")(z - 2z*) > 0

Priklady vypocitané uvedenym postupem byly autory publikovany napt. v [3],
[3].
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Po dvou letech lze vsak predlozit ,efektivni zptisob feSeni“ v tom smyslu, jak
byl tento pojem vymezen v kapitole 5. Pro jeho lepsi pochopeni se vratime k pri-
kladu z ptredchozi kapitoly:

K Ko
o! ol
2 2 £ 2

Soustava rovnic, kde jesté neni zahrnuto podlozi, bude vyhlizet nasledovné

12 6h|-12 60 0 0O uy fi
6h 4h%*|—6h 202 0 0 Uy m
EI | —12¢ —6h| 24 0 —12 6h u | | f
w3 | 6h 2h*| 0 8R* —6h 212 | |uy | | ma
0 0 |-12 -6h 12 —6h | |us f3
0 0 | 6h 2h* —6h 4h* Uy my

7 ptredchozi kapitoly vime, ze vliv podlozi je dan koeficienty, jez v obecném

piipadé uréime ze vztahi [ g(z) Ni(e) (:B)N](e) (x) dz. Ty vypoéitame pomoci nu-
0

merické kvadratury, tj. polozime

k=1

h Q
[ AN @N @) do = Y (@I N GV, )

kde () — pocet bodiu integrac¢ni formule,

C) — koeficienty integracni formule,

&, — integracni body dané formule.
S ohledem na to pfisp€je nyni i-ty fadek matice podlozi K% do uvedené soustavy
rovnic takto (h je délka podlozi):

e L L
+ fq(I)Ni(I)Ndx)dxué =

G() N;(z) [Ny (x)ug + Na(2)uy + N3(2)us + Ny(z)us] do =

I
e

Cr G(&k) Ni(&k) [N1(&k)uz + Na(&)ug 4+ N3(Ex)us + Na(&e)ug] =

2
Mo

e
Il
—_

I
Mo

Cr G(&) Ni(&k) un(&r)-

e
Il
—_
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Protoze je

q(z) pro up(z) >0
(z) =

0  proup(xz) <0
bude opét ucelné rozdéleni soustavy nosnik + podlozi na dvé casti. Rozdélit
musime jak uzlové hodnoty uy a ug, tak hodnoty v integracnich bodech. Polozime
prokazdé k=1,...,0Q

Uh(fk) = Vg — Wk,

kde v je kladnd a wj, zaporna ¢ast hodnoty funkce u, v bodé &,. Dosazenim

dostaneme
Q

Zqu &) Ni (&) un(&r) = Z

k=1
Timto jsme schopm urcit vsechny koeficienty soustavy rovnic explicitné. Spojeni
obou ¢asti soustavy zajistime pridanim rovnic uy (&) — v +wy = 0, kde dosadime
za up(Er), t)

Ny (&) ug + No(&) ug 4+ N3(€r) ug + Ny(&) ug — vg + 1wy, = 0.

Pokud jsme pouzili formule s integra¢nimi body v krajnich bodech intervalu,
nemusime piidavat uz zadné dalsi neznamé ani rovnice. Zbyva rozhodnout, jakou
kvadraturni formuli zvolit.

11 Gauss—Lobattova kvadratura

MKP pouziva z fady dobrych divodu (viz napt. [5] nebo [10]) Gaussovu kva-
draturu, kterou lze obecné vyjadrit takto

b

Q
/U(g;) dr~ Y Croles).

a

Vedle dobfe znamych ,klasickych® formuli existuji jesté tzv. Gauss—Lobattovy for-
mule, které prilis zndmé nejsou. Srovnani obou druhti formuli ukazuje nasledujici

prehled:

Gaussovy kvadraturni formule Gauss—Lobattovy formule

presné pro polynomy stupné presné pro polynomy stupné

2Q —1 2Q — 3

Gaussovy body: Lobattovy body:

koreny Legendreovych polynomi body extrémut Legendreovych polynomu

neobsahuji koncové body obsahuji koncové body intervalu
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S ohledem na posledni uvedenou vlastnost (a na to, co bylo uvedeno v pted-
chazejici kapitole) ddme piednost Gauss—Lobattovym formulim. Pro konkrétni
predstavu si uvedme nékteré z nich v néasledujici tabulce s integraci v intervalu
[_L 1]

Q | 20-3 &k Ch
2 1 +1 1
3 3 +1 3
0 :

4 5 +1 5
= | &

5 7 +1 35
0 | %

Nyni muzeme pokracovat v piikladu z predchazejici kapitoly. Z tabulky je
h

ziejmé, ze pii vypoctu integralu [ §(z) N;(x) up(z) dx  dostavame v piipadé
0

tfibodové Gauss—Lobattovy kvadratury presnou integraci, tj.

/ G(x) Ni(w) up(w) dz = q > CulNi(&) vi,

k=1

pridemz body &, ziskdme transformaci bodi & na interval [0, A]. Integra¢ni body
oCislujeme v ,prirozeném poradi®, tj. zleva doprava. Leva strana soustavy pak

bude vyhliZet takto (oznacili jsme ¢ = EI1/h®, d = h/4, e = qh/12)

Uy
12¢ 6¢h —12¢ 6¢h 0 0 0 0 0000\ ™
6eh 4ch? —6¢h 2¢h2 0 0 0 0 0 000 ||
“12¢ —6¢h 24¢ 0 —12¢ 6¢h 2 e 0 000 ||
6ch 2ch? 0  8ch® —6¢h 2¢h®> 0 de 0 000 ||
0 0 —12¢c —6¢ch 12¢ —6ch 0 e 2000 s
0 0 6¢h 2ch® —6ch 4ch® 0 —de 0 000 | |
o 0 1 0 0 0 —-10 0100]]|™
o 0 1 d 1 —-d 0 -2 0020]]"
o 0o o0 o 1 0 0 0 —-1001/)|™

Wa
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a po symetrizaci

Uy
12¢ 6¢h —12¢ 6¢h 0 0 0 0 0 000\ [|™
6ch 4ch®> —6¢h 2¢h2 0 0 0 0 0 00 0 ||™
“12¢ —6¢ch 24c 0 —12c 6¢h 2 e 0 0 0 0 Y2
6ch 2ch? 0  8ch® —6¢h 2¢ch> 0 de 0 0 0 0 Us
0 0 —12¢ —6¢ch 12¢ —6¢h 0 e 2 0 00 s
0 0 6ch 2ch® —6¢h 4ch> 0 —de 0 0 0 0 U1
0 0 2 0 0 0 -2 0 0200 Uz
0 0 e de e —de 0 —2 0 020 Us
0 0 0 0 2 0 0 0 —2002/)|™

(0]

w3

Je evidentni, Ze jsme dostali llohu typu

nalézt vektory u, v a w tak, aby
R ST o™\ (") [t
(s -D D) V= (o> mLCP
W
viw =0
v,w >0

znamou z kapitoly 5. Metody jejiho feseni byly popsany v kapitolach 6 a 7.
Zasadni vyznam predvedeného postupu tkvi v tom, ze jsme tlohu NCP pfi-

danim vypocetniho uzlu ve stfedu prvku podlozi a pomoci Gauss—Lobattovy

kvadratury prevedli na ilohu mLCP, ktera je znatelné snadnéji fesitelna.

12 Vztah tloh komplementarity a optimalizace

Ulohy komplementarity nejsou pochopitelné tilohami optimaliza¢nimi. Existuje
vSak mezi nimi azky vztah, ktery se pokusime v dalsim predvést.
Uvazujme tulohu kvadratického programovani

minimalizovat funkci }z"Mz + q’z
za podminky z > o

Karush-Kuhn-Tuckerovy (zkracené KKT) podminky pro tuto ilohu maji tvar:
Mz+q—-—A=o0
Mz=0
Z,A\>0
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coz ovsem predstavuje tlohu LCP.
Podobné pro obecnéjsi tlohu nelinearniho programovani

minimalizovat funkci F(z)
za podminky z > o

jsou KKT podminky:

VF(z)—A=o0
Mz=0
Z,A\>0

Dostali jsme tlohu NCP.

Konecné pozménme prvni tlohu

minimalizovat funkci $z"Mz + q’z
za podminky v > o

- (R ST _(u _(f
zadanim M = (S T,)’ Z = (V,)’ q= (g)

KKT podminky v tomto pripadé vyhlizeji takto:

Ru+S’v+f=o0
Su+ Tv+g=A
viIa =0
vV,A>o0

coz je zadani smisené¢ho problému mLCP.

Ptipomenme, ze KKT podminky plné charakterizuji prislusnou tlohu optima-
lizace pouze v konvexnich pfipadech.

Existuji i dalsi zajimavé moznosti vztahu tloh komplementarity a optimalizace.
Nebudeme je zde vSak uvadét a odkdzeme napri. na [7].

13 Zavéreéna poznamka o pruzinach

Nakonec se jesté pokusime odpovédét na veelku prirozenou otazku. Je-li Win-
klerovo podloZi sloZeno z (nekone¢né) mnoha pruzin, je mozné to néjak pouzit
k feseni tloh s timto podlozim?

Uvazujme znovu difve uvedené priklady, které ted formélné spojime do jednoho
nacrtku:



Soustava nosnik—pruziny—podlozi po dvou letech 41

Kl K2
¢ ! ol
2 2!
Nejprve se zamérime na ptipad bez podlozi, jen s 2 pruzinami. Jak jsme jiz uka-

zali vySe, vliv pruzin se projevi pfictenim jejich tuhosti na odpovidajici pozice
v celkové matici tuhosti:

12 6h —12 6h 0 0
6h 4h* —6h 2h* 0 0
EI | —12 —6h [24] 0 —12 6h
B3 | 6h 2n2 0 8h® —Gh 2h?
0 0 —12 —6h —6h

0 0 6h 2h? —6h 4h*

Na podkladé této tivahy se nékdy v nematematické literatute objevuje tzv. ,,pruzinovy

prvek*
1000

0000
10010
0000

Ten je ovSem vytvofen nespravné, nebot neumoziuje obvyklé skladani prvkia do
celkové matice tuhosti, coz je ihned vidét v pripadé, Ze pridame pruzinu i do
levého krajniho uzlu naseho prikladu.

O nahradé Winklerova podlozi pomoci velkého poctu pruzin se nékteré publi-
kace urcené inzenyrtim zminuji, autorim prispévku vsSak neni znam dilkaz kon-
vergence takové aproximace.

Pruziny se v standardnich kone¢né-prvkovych vypoctech umistuji vzdy do uzli.
S ohledem na no, jak vypada konec¢ny prvek KS) pro Winklerovo podlozi, nemusi
byt pro tcel vyse zminované aproximace tento zptsob nejvhodnéjsi. V této sou-
vislosti zajimavou a dosud, pokud je autortim znamo, nikde neuvedenou moznosti
je konstrukce pruzinového prvku s pruzinou umisténou uvniti prvku. Nejptiro-
zengjsi je ziejmé volba s pruzinou uprostied elementu. V tomto pripadé urcéime
prvky matice elementu pomoci vztaht (K,);; = ¢ V;(0) N;(0) a pruzinovy prvek
pak vyhlizi takto

16 4h 16 —4h
q 4h  h®* 4h —h?
64 | 16 4n 16 —4h

—4h —h* —4h h?

K, =

Nové vytvofeny prvek je — oproti vyse uvedenému prvku — vytvoren korektné,
nebot umoziiuje v MKP obvyklé sestavovani matic. MiZe byt také pouzit pro
vypocet zalozeny na algoritmu typu prediktor—korektor.
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Predpokladejme rozdéleni podlozi na dostatecné velky pocet malych pruzino-
vych elementti. Jestlize dojde ke stlaceni pruziny uprostied, budeme pak povazo-
vat za stlaceny cely element. Rdmcové schema vypoctu je nésledujici:

e predikce — vypocet indikujici stlaceni jednotlivych pruzin
e korekce — prostiednictvim vypoctu s prvky Winklerova podlozi

I kdyz byl takovy postup uz svého casu autory vyzkousSen, pfednost zaslouzi
metody popsané v diivejsich kapitolach.

Posledni poznamka se tyka interpretace pouziti integracnich formuli pti vypoctu
uloh s podlozim. Provadéné numerické integrace se rozkladaji do souc¢tu funkcénich
hodnot ve zvolenych integra¢nich bodech nasobenych néjakymi koeficienty (viz
kapitoly 10 a 11). V pfipadé, Ze nosnik v daném misté stlac¢uje podloZi, je pFislusny
prispévek zapocitan do celkového souctu, v opacném pripadé zapocitan neni. To
svadi k fyzikalni interpretaci zalozené na tom, ze v integracnich bodech piisobi
jakési pruziny, které se aktivuji nebo ne. Srovnanim pruzinového prvku napf.
s tribodovou Gauss—Lobattovou kvadraturou vsak jasné ukazuje, ze prislusné
rovnice se lisi. Je proto vhodnéjsi nahlizet na integracni body kuprikladu jako na
testovaci body vypoctu.
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Abstrakt

Smyslem prispévku je podat prehled o dosud znamych vlastnostech
funkci, které jsou tzv. £-stabilni v néjakém bodé. Tyto funkce predstavuji
jisté zobecnéni tifdy C1!-funkei (tj. funkei s lokalné lipschitzovskou deri-
vaci).

1 Motivace
Uvedme na pocatku dobfe znamou vétu klasické analyzy.
Vé&ta 1 Necht f:R"™ — R je funkce tridy C? a x € R™. Jestlize f'(x) =0 a

£ b ) o T L )R = S )b

t—0 t

>0, Vh € Sgn,

pak funkce f md v bodé x izolované minimum druhého rddu.

“Podpofeno Ministerstvem gkolstvi, mladeze a t&lovychovy (MSM 6198959214).
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Funkce nabyva izolované minimum druhého fadu v pripadeé, ze prislusné ostré
lokalni minimum spliiuje navic podminku obsazenou v nasledujici definici.

Definice 1 Nechf X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze bod € X je
1zolovanym minimem druhého tddu pro funkci f : X — R, jestlize existuji okoli
U bodu x a A > 0 tak, ze

fy) = flx) = Ally —2|?, Wy eU.

Spolu s rozvojem nelinearni analyzy priblizné od 70. let minulého stoleti se
zacCaly objevovat snahy zobecnit Vétu 1 pro méné hladké funkce pomoci zobec-
nénych derivaci (viz napt. [BZ, CC, CHN, BP1, GGR)).

Optimaliza¢ni podminka uvedena v ¢lanku I. Gincheva, A. Guerraggia a M. Roc-
cy predcila piedchozi dosazené vysledky. Byla vyslovena pro tiidu C'! funkci, tj.
tfidu diferencovatelnych funkci s lipschitzovskou prvni derivaci, které poprvé ve-
novali pozornost J. B. Hiriart-Urruty, J. J. Strodiot a H. V. Nguyen. Potieba za-
vedeni téchto funkci vyplynula ze skutec¢nosti, Zze v nékterych problémech apliko-
vané matematiky, jez zahrnuji napt. variacni rovnice, semidefinitni programovani
nebo penalizaci funkci, se vyskytuji jednou diferencovatelné funkce, jez nemusi
byt diferencovatelné dvakrat.

Véta 2 [GGR] Necht f: R" — R je CH! funkei v néjakém okoli bodu x € R™.
Jestlize f'(x) =0 a

flz+th) — f(x) —tf'(x)h
£2/2

“(xyh) = h%nf >0, Vh € Sgn,

pak x je izolovanym minimem druhého rddu pro funkci f.
Italsti matematici D. L. Torre a M. Rocca ve své diivéjsi publikaci [TR| ukazali,

7e pro Cb! funkce je mo#né porovnat Peanovu zobecnénou derivaci fis(z;h) a
Diniho zobecnénou derivaci f}5(x; h) nasledovné:

p(x;h) > fo(a;h) = lirﬁ%nf fla+ th)th — f’(as)h‘

Nésledujici piiklad prevzaty a podrobnéji rozebrany v [BP2] ukazuje, Ze pied-

chozi nerovnost miize byt i ostra. To napf. znamena, ze optimaliza¢ni podminka
vyslovena ve Vété 2 zasluhuje pfednost oproti podmince uvedené v [BP1].

Priklad 1 Uvazujme funkci

fla) = = t(32 + sinInt)dt, Je—l% x # 0,
0, je-li x = 0.
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f je C%! funkei, protoze f'(z)h = x((19/20) + sin(In |z|))h pro z # 0, h € R, a
£(0) = 0. Pitom

19 2
p(0;1) = f5(0;=1) = oo+ =(=v5) > 0.
20 5
Na druhou stranu vsak plati
7(0;1) = (19/20) — 1 < 0. &

V ¢lanku [GGR] byla vyslovena otazka, zda a jakym zptsobem muzeme zeslabit
Cllregularitu ve Vété 2. Ukézalo se, ze misto C1! funkei stadi uvazovat tzv. /-
stabilni funkce. Pfipomenme jesté nejprve definici dolni Diniho smérové derivace
skalarni funkce f definované na linearnim normovaném prostoru v bodé x a ve

sméru h:
(s h) = liminf ZE ) = /(@)
' t]0 t .

Definice 2 Rekneme, Ze funkce f : X — R je (-stabilni v bod¢ x € X, jestlize
existuji okoli U bodu z a K > 0 tak, ze

[f (g h) = f(a;h)| < Klly — 2|, ¥y €U, Vhe Sx.
Véta 3 [BP2] Necht f:R" — R je je (-stabilni v bodé x. Jestlize f'(x) =0 a
“(x;h) >0, Vh € Sgr,

pak x je izolovan€ minimum druhého Tadu pro funkci f.

Jelikoz kazda funkce, ktera splituje C1! vlastnost v okoli néjakého bodu, je
v tomto bodé /(-stabilni, Véta 3 je zobecnénim Véty 2. Na zavér této kapitoly
uvedme piiklad funkce studovany v [BP2], pro kterou je mozné stranovit existenci
izolovaného minimizéru 2. fadu pomoci Véty 3, ale ne pomoci Véty 2.

Piiklad 2 Uvazujme posloupnost a, = 1/n, n = 1,2,.... Definujme pomocnou
funkci ¢ : [0,00) — R néasledujicim zptisobem.

aj, pro u > ay,

. a? —Qn+1
gp(u) - CLZ—CLTH-l (u - an+1) + Apt1, Prou € (an+17 Qn],
0, pro u = 0.
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L\
ay +
ag+
%1 ~.
\\l\\\\\\\;\;\i \ >
0 as Qo ap Z

Nyni definujme funkci f: R — R:

||
f(x) ::/0 o(u)du, x € R.

Funkce f neni diferencovatelna v zadném okoli 0, nelze vyuzit Véty 2. Na druhou
stranu, funkce f je (-stabilni v tomto bodé a vSechny predpoklady Véty 3 jsou
splnény, tedy funkce f ma v bodé z izolované minimum druhého fadu. s

2 Vlastnosti /-stabilnich skalarnich funkci

V této kapitole podame prehled nékterych vlastnosti funkci, které jsou ¢-stabilni
v néjakém bodé. Nékteré dikazy uvedenych tvrzeni jiz prosla recenznim fizenim,
jina jim teprve prochazeji.

Ptekvapivé hodné prace dal dikaz nasledujici véty (jedna se o dikaz na témér
10 stran) a autofi si proto dovoluji vyslovit dotaz, zda je mozné tvrzeni dokazat
néjak jednoduseji.

Véta 4 [BP4] Nechf f : RY — R je (-stabilni funkce v bodé x € RY. Potom f

je spojitd na nejakem okoli bodu x.

Vzhledem k tomu, Ze na prostoru nekonec¢né dimenze existuji funkce, které jsou
linearni, a tudiz /-stabilni v kazdém bodé uvazovaného prostoru, ale které nejsou
spojité, neni mozné predchozi vétu zobecnit pro nekonecnou dimenzi.



O jedné tridé nehladkych funkci 47

Véta 5 [BP3] Necht f : X — R je spojita funkce na okoli bodu x € X a necht
f je L-stabilni v x. Potom f je lipschitzovskd na okoli x.

Pro Asplundovy prostory, jejichz definici pfipomeneme a o kterych je mozné se
docist napt. v [Ph], mizeme pomoci Preissovy véty ukazat, ze (-stabilita v bodé
ma za nasledek ostrou diferencovatelnost v uvazovaném bodé.

Definice 3 Banachiiv prostor X se nazyva Asplunduv, jestlize kazda spojita
konvexni funkce definovana na neprazdné oteviené konvexni mnoziné D C X je
frechetovsky diferencovatelna na husté GGs podmnoziné D.

Véta 6 [Pr| Kazdd lokdlné lipschitzovskd redlnd funkce definovand na Asplun-
dové prostoru je frechetousky diferencovatelnd na husté mnoziné.

Véta 7 [BP3] Necht X je Asplundiv prostor, f : X — R je spojitd funkce na
okoli x € X, kterd je £-stabilni v x. Potom f je ostre diferencovatelnd v bodeé x.

Pripomenme, ze funkce f : X — R je ostre diferencovatelnd v bodé x, pokud
pro derivaci f'(x) funkce f v bodé z plati, ze

fle)h = Tim fly+1th) = fy)

y—,t]0 t '

Vh € Sx,

a tato konvergence je stejnomérna vzhledem k h € S.

Vznika prirozena otazka, jaky je vztah mezi t¥idou ¢-stabilnich funkcich v bodé
a tfidou funkci, jejichz stabilita je dana pomoci horni Diniho smérové derivace

f“(z; h) = limsup fle+th) — f(x)
7 t10 t '

Definice 4 Nechf X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze funkce f : X —
R je u-stabilni v bode x € X, jestlize existuji okoli U bodu x a K > 0 tak, ze

|f“(ysh) — f“(x;h)] < Klly — x|, VyeUVhe Sx.

Véta 8 [BP3] Necht X je normovany linedrni prostor a necht f : X — R je
spojitd funkce na okoli bodu x € X. Funkce f je (-stabilni v bodé x prave tehdy,
kdyz je v tomto bodé u-stabilni.

Na zavér prehledu vlastnosti skalarnich funkci, které jsou f-stabilni v néjakém
bodé, uvedme, Ze vlastnost (-stability v bodé se zachovava pii skladani v néasle-
dujicim smyslu.

Véta 9 [BP3] Necht f : R" — R je {-stabilni v bodé x € R™, a necht funkce
g : R — R je (-stabilni v bodé y = f(x). Potom je také funkce go f : R® — R
(-stabilni v bodé x.
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3 Optimalizace v nekoneéné dimenzi

Zabyvejme se nyni moznym zobecnénim Véty 3 pro skalarni funkce definované
na prostoru nekonec¢né dimenze. Pfipomenme vétu z klasické analyzy.

Vé&ta 10 Necht f : X — R je funkce tiidy C* a x € X. Jestlize f'(x) = 0, funkce

f ma frechetovskou druhou derivaci a existuje ¢ > 0 tak, Ze plati
fA(x;h,h) >¢, Yhe€ Sy,
pak funkce f md v bodé x izolované minimum druhého Tddu.

S ohledem na Vétu 10 se zda byt prirozené uvazovat frechetovsky ptistup také
u Peanovy zobecnéné derivace.

Definice 5 Necht f: X — R je funkce, a nechf x € X. Rekneme, ze fj(z;-) je
frechetovska, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, ze pro kazdé h € Sx a
pro kazdé 0 < t < ¢ plati

L fé(ash) — 2(f(x + th) — f(z) —tf(@)h) <&, jeli fi(a;h) < +oc.

2. Z(f(z+th) — f(z) —tf(x)h) > L, jeli fE(z;h) = +o0.

Véta 11 [BP4| Necht f : X — R je funkce, x € X, a necht ¢ > 0. Jestlize
f'(x) =0, fi(x;-) je frechetovskd, a

“(x;h) > ¢, Vhe Sy,
pak funkce f md v bodé x izolované minimum druhého Tddu.

Dikaz Véty 11 je pomérné velmi snadny. Podstatné vice préace si vyzadalo
dokézani nasledujiciho poznatku.

Véta 12 [BP4]| Necht f : R" — R je funkce (-stabilni v bodé x € R™. Jestlize
f'(x) =0, pak fi(z;-) je frechetovskd.

Véta 11 je tak podle pfedchozi véty zobecnénim Véty 3 pro funkce definované

na prostorech nekonecné dimenze.

4 Vektorova optimalizace

V zavérecné kapitole naseho prispévku bychom chtéli prezentovat zobecnéni
Véty 3 pro vektorové funkce. Nejprve prfipomeneme nékolik zakladnich pojmii
z vektorové optimalizace.

Mnozina C' C R" se nazyva kuZel, jestlize

reC, A\>0= \reC.
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Kuzel se nazyva ostry (pointed), jestlize
N (=C) = {08},
Jestlize C' C R" je kuzel, pak oznacujeme
C"={£eR™(y) > 0,Vy € C},
I'=0C"N Sgn,
C"=(C"Y ={yeR"(&y) >0, e’}

Véta 13 [Ja] Jestlize C' je neprdzdny, uzavieny, konvexni a ostry kuZel s ne-
prazdnym vnitrkem, pak

a) C' je také neprazdny, uzavieny, konverni a ostry kuZel s neprdzdnym vnitr-
kem;

b) pro kazdé y € C'\ {0}, £ € intC’, plati (£,y) > O,
c) C=C".
Priklad 3 Je-li
C={(xy,29,...,2,) ER"x; >0proi=1,...,n},
pak ¢ = C.

Definice 6 Necht C' C R" je neprazdny, uzavieny, konvexni a ostry kuzel s ne-
prazdnym vnitikem. Rekneme, Ze f : R™ — R™ m4 v bodé x izolované minimum
druhého Tddu, jestlize existuje okoli U bodu x a konstanta A > 0 tak, ze

yelU = S;élp((&f(y) — f(@)) = Ally — =||*.

Pristupme nyni ke zobecnéni pojmu /¢-stabilni funkce pro vektorové funkce.

Definice 7 Necht f : R™ — R" je zobrazeni, a necht z,h € R™ a ¢ € R". Pak

definujeme € ) @)
. (& fle+th) = f(o
iz h)(E) = h%énf ; :

Zobrazeni f se nazyva (-stabilni v bodé x, jestlize existuje okoli U bodu z a
konstanta K > 0 tak, ze

y €U he Sen, & €T = [f(y;h)(€) — f (2. h)(&)| < K |ly — 2.

Pro vektorové funkce, které jsou /(-stabilni v néjakém bodé, miizeme vyslovit
nékteré analogie tvrzeni uvedené v kapitole 2 pro skalarni funkce.
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Véta 14 [BP4]| Necht f : R™ — R" je (-stabilni v bodé x. Potom [ je lipschit-
zovskd funkce na nejakém okoli bodu = a je v bodé x ostre diferencovatelnad.

Véta 15 [BP4]| Necht f : R™ — R" je (-stabilni v bodé x € R™, a necht funkce
g :R™ — RP je (-stabilni v bodé y = f(x). Potom je také funkce go f : R" — R
(-stabilni v bodé x.

Pro zobrazeni f : R™ — R", které je diferencovatelnd v bodé x € R™ a pro
h € R™ definujeme

) 2

l’év(x; h) = lesuptwt—z(f(x +th) — f(x) —tf'(x)h)
2
= {y eR™: I{tp ), tk 1 O, t—2(f(x +tph) — f(z) — tr.f'(x)h) — y} :
J
Véta 16 [BP4] Necht funkce f : R™ — R" je (-stabilni v bodé x a necht A\(z) :=
{EeR": {f'(x) =0,||&]| =1} N C" # 0. Predpoklddejme, Ze pro kazdé h € Sgm
je splnéna jedna z nasledugicich dvou podminek:

(i) f'(x)h & —=C,

(i) f'(x)h € —(C\ intC)
a

min  max{(,y): £ € Alx)NC'} > 0.
yefg’v(-mh)

Potom x je izolované minimum druhého tadu pro f.
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