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Abstrakt: V ¢ldnku sa budeme zaoberat intervalovym odhadom pre varianénj
komponent zodpovedajici ndhodnému efektu v zmiesanom linedrnom modeli
s dvomi variancénymi komponentami. Konkrétne sa zameriame na obojstranné
konfidencné intervaly navrhnuté El-Bassiounim v [5], ktoré moZno povaZovat
jednak za zovseobecnenie zndmeho Williamsovho—Tukeyho intervalu([13, 11]),
jednak za modifikdciu intervalu skimaného napr. Hartungom a Knappom v [6].
Uvedieme priaznivé vlastnosti navrhnutych intervalov v niektorych limitnych si-
tudcidch, ktoré podporuju doterajsie dobré simulacné vysledky.

Klicova slova: zmieSany linearny model, varianéné komponenty, priblizné
konfiden¢né intervaly

1 Uvod

Zmiesany linearny model s dvomi varianénymi komponentami, ktorym sa bude-
me v ¢lanku zaoberat, predpokladé, Ze vektor pozorovani y pochddza z mnoho-
rozmerného normalneho rozdelenia N, (X3, 02V + o%I), kde X,V st zndme
matice, V je pozitivne semidefinitna a 3, (07,0%)7 st vektory nezndmych para-
metrov. VyuZijic invariantnost varianénych komponentov o7, o2 vzhladom na
posunutie v strednej hodnote, je inferencia o tychto parametroch zalozena na
minimalnej postacujiicej mnozine Statistik pre maximéalny invariant BTy, kde
BBT =M =1—-X(XTX)~XT, BB = I. Spominané tatistiky st navzajom
nezévislé kvadratické formy vektora y,

Ui =y"Eiy ~ (Nio7 +0)xp,i=1,2,...,1

*Préaca bola podporena. grantom VEGA 1/3016/06 Vedeckej grantovej agentiury MS SR a
SAV.
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kde A\ > ... > A\, > 0 st navzdjom rozne vlastné éisla matice BTV B, v;, i =
1,...,r st ich nésobnosti a E;, i = 1,...,r (E? = E;, E;E; =0, i # j) st matice
zo spektralneho rozkladu BTV B = Y. \,E;, pozri tiez [7]. Typicky, A, = 0, a
teda U, ~ 0?x2 . Takito situéciu budeme v dalsom predpokladat. Zaujimat nas
budi obojstranné konfiden¢né intervaly pre o2, konstrukcia ktorych je stazena
pritomnostou rusivého parametra o2. V ¢asti 2 najprv uvedieme dobre zndme
priblizné rieSenie Williamsa a Tukeyho (pozri [13, 11]) pre pripad, ked r = 2, ¢o
zodpoveda napriklad vyvazenému modelu jednoduchého triedenia s ndhodnym
efektom. V Casti 3 sa budeme zaoberaf rieSenim navrhnutym El-Bassiounim
v [5], ktoré je rozsirenim Williamsovho—Tukeyho riesenia pre pripad r > 2 a
v Casti 4 uvedieme niektoré vlastnosti tohto riesenia.

V dalsom F,;, p:0, an;a oznacuju a kvantily prislusného F, resp. x2 rozdelenia
a symbolom s oznac¢ime Z:;ll v;. Dalej, oy, ay stz (0,1), o < auy, iy — o =
1 — a, kde 1 — « je zvolena konfiden¢na troven.

2 Williamsov—Tukeyho interval

Asi najjednoduch$im prikladom zmieSaného linedrneho modelu s dvomi vari-
anénymi komponentami je vyvazeny model jednoduchého triedenia s nahodnym
efektom, t.j.

Yjk = 1+ 0 + €, J = 1,...,J, k=1,.. K,

kde o ~ N;(0,021), € ~ Ny (0,0%1), cov(a,€) = 0. Prirodzene, prave v tomto
modeli boli najprv hladané konfidenéné intervaly pre 3. Ide o situdciu, kedy sa
pocet postacujucich Statistik redukuje na dve(r = 2), Uy, Us, ktoré zodpovedaju
sumam Stvorcov rozdielov medzi sibormi a vo vnttri siborov znadmym z tabulky
analyzy rozptylu, a tieto Statistiky su zaroven uplné. AvSak tento fakt vObec
nezjednodusuje situdciu pri konstrukcii konfidenénych intervalov pre o? a presné
rieSenia nie si1 zname. Priblizné rieSenie dévajiice pomerne dobré vysledky bolo
nezévisle navrhnuté Williamsom [13] a Tukeym [11].

Williams pri navrhovani svojho riesenia vyuzil, ze v situécii s U; ~ (\j0? +
0'2))(,2/1, Uy ~ 02x,2,2, vieme pri znamom o? skonstruovaf presny konfidenény
interval pre 02, a to z presného konfiden¢ného intervalu

1. pre A\jo} + 02 zalozeného na Statistike Uy,
2. pre 07 /0? zalozeného na Uy /Us(~ (A1o}/o? + 1)x2 /X2,).

Oznaéme vysledné intervaly pri znAmom o2, I1(0?), I5(c?). Potom, ako uvadza
Williams, pravdepodobnost, Ze pri danom o2, pokryje prienik oboch intervalov
skutoént hodnotu o3 je aspoii 1 — 2a, pozri [13], a teda aj po preintegrovani
cez Tubovolné rozdelenie parametra o2, bude pravdepodobnost pokrytia o? pri-
enikom oboch intervalov asporl 1 — 2. Spominany prienik sa vzdy nachadza
v intervale, ktorého hranice dostaneme ako prieniky dolnych, resp. hornych hra-
nic I;(0?), Iz(c?), vid Obr. 1, a preto Williams navrhol zobraf préave tento
interval (ktory uz od rusivého parametra o nezavisi) ako priblizny konfidenény



O jednom intervalom odhade pre varian¢ny komponent 7

r'1:.1—

|

Py

Obrazek 1: Williamsom([13]) uvadzané grafické znazornenie navrhovaného in-
tervalu.

interval pre o?. Takyto interval bude maf totiz skutoéni pravdepodobnost po-
krytia urcite vacsiu ako 1 — 2a.. Hranice Williamsovho-Tukeyho intervalu maja

tvar:
1 UsFy, v, 1 UxFy, 0,
[ - (U1 _ nbaly,, ,ozu) ’ . (U1 b2 ; ,az)]
>\1XV1§au V2 )‘1XV1;04 V2

V pripade, 7e by nejaka z hranic vysla zaporna, kladie sa rovna nule(ked%e o2
je nezaporny parameter).

Williamsov—Tukeyho interval je jednym z odporacanych na pouzitie na za-
klade rozsiahlej Boardmanovej simula¢nej sttdie (pozri [3]), v ktorej boli porov-
navané viaceré rieSenia pre situaciu s r = 2. Z vysledkov tejto Studie ¢iastocne
vychédzal aj El-Bassiouni pri navrhovani riesenia pre situaciu s r > 2, ako bude
popisané dalej. v simuldciach bola konfiden¢né troveni Williamsovho - Tukeyho
intervalu blizka nominalnej hodnote a neskor Wang [14] zdovodnil, Ze za istych
podmienok je jeho konfiden¢na droven aspon 1 — a.

3 Interval navrhnuty El-Bassiounim

Jednym z intervalov uvazovanych v porovnévacej Boardmanovej stadii [3](r =
2) bol aj interval uvddzany napr. v praci Andersona a Bancrofta [1](ako je
uvedené v [5]) alebo Brossa [4]. Je skonstruovany z presného konfiden¢éného in-
tervalu pre podiel p = 0% /0? varianénych komponentov, [p;, p.], prendsobenim
jeho hranic nevychylenym odhadom 62 = U, /v pre o2 :

(6261, 62pu]. (1)

Bross [4] aj Boardman [3] zhodne uvaddzaja, Ze interval (1) m4 ale tendenciu
byt mierne konzervativny. Boardman uvadza, Ze je trochu 8irsi ako Williamsov—
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Tukeyho interval, ktory v jeho simula¢nej $tudii dosahoval pravdepodobnost
pokrytia blizku nominélnej hodnote 1 — a. Z toho a z faktu, ze Williamsov—
Tukeyho interval mozno zapisat v tvare

[Clé2ﬁl7 02&2ﬁu]7 (2)

kde ¢; = ulF,,l,,,z;au/X?,l;au, co = 1/1F,,1$1,2;m/X?,l;m7 El-Bassiouni uzatvara, ze
konstanty ¢1, ce mozno povazovat za korekéné faktory aplikované na interval (1),
ktoré zohladiiuj, Ze namiesto skuto¢nej hodnoty o2 pouzijeme jej odhad. Kedze
v zdanlivo komplikovanejSom pripade, ked r > 2, je tieZ mozné skonstruovat
presny konfiden¢ény interval pre p, napr. ako bol odvodeny Waldom [12], pozri
tiez [8], El-Bassiouni navrhuje skonstruovat interval pre o7 analogicky intervalu
(2), kde py, py, st hranice Waldovho presného konfidenéného intervalu pre p, t.j.
st rieSeniami rovnic G(p) = Fs ,..a,, resp. G(p) = Fs 1, ., kde

v S U (up + 1)
sU, ’

G(p) =

(rieSenia uvedenych rovnic je mozné ziskat napr. Newtonovou-Raphsonovou
metdédou, opit, ak neexistuje nezaporné rieSenie, prislusnd hranica sa kladie
rovna 0), 62 = U, /v, a konStanty c;,cy st tvaru ¢; = sFSWT;au/Xg;%, Ccy =
SFs 0,/ Xz;az' Navrhovany interval je teda vlastne zovSeobecnenim William-
sovho—Tukeyho intervalu a ako ukdzeme v dalSej casti, je ho mozné odvodit
aj priamo aplikovanim Williamsovho postupu. V dalSom preto budeme tento
interval oznacovat ako El-Bassiouniho—Williamsov—Tukeyho interval.

V [5] El-Bassiouni simula¢ne porovnal tento interval s dal§imi pribliznymi
konfidenénymi intervalmi pre o? odvodenymi pre » > 2. Uk4zalo sa, Ze iba
pravdepodobnost pokrytia navrhovaného intervalu nebola mesia ako 1 — a vo
vsetkych uvazovanych dizajnoch a pre vsSetky uvazované hodnoty varianénych
komponentov, ¢im tento interval predstihol ostatné riesenia napr. vo vyrazne
nevyvaZzenych modeloch. Jeho trochu védsia vipoctova naro¢nost v porovnani
s inymi rieSeniami, napr. Thomasovym-Hultquistovym [10], sa teda vyplati.

4 Niektoré vlastnosti uvedeného intervalu

V tejto Casti spomenieme niektoré priaznivé vlastnosti El-Bassiouniho-William-
sovho—Tukeyho intervalu, ktoré podporuju vysledky, ktoré dosahoval v simulé-
cidch. Vratme sa ale najprv k intervalu (1) z predchadzajicej Casti. Pre situ-
aciu s r > 2, t.j. pi, pu zodpovedajice hraniciam Waldovho intervalu pre p,
6% = U, /v, bol uvazovany v [6] a tiez v [2]. D4 sa o fiom ukéazat, Ze ak v, — oo,
je presny pre o2 > 0(doévod vylicenia 0 bude zrejmy neskor), (v, — oo je situ-
acia, ked sa odhad 62 stava presnym, t.j. rusivy parameter, ktory komplikuje
situéciu, sa stdva zndmym a interval (1) je pre zname o2 presny) a skutoéni
nulovit hodnotu 0? pokryva s pravdepodobnostou 1—a; > 1—a, ¢o je viak ¢rta,
ktortt by mal aj presny konfiden¢ény interval pre o?. (V pripade presnych inter-
valov pre p na podobni situdciu upozornili Seely a El-Bassiouni v [8].) Déovodom
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je, ze pripadné zaporné hranice intervalu sa kladt rovné 0, a teda ak povazu-
jeme aj degenerovany interval v nule za interval, tak nula je pokryt4 kedykolvek
je dolnd hranica intervalu rovna nule, bez ohladu na hodnotu hornej hranice.
To, Ze sa interval (1) sprava ako presny pre o2 = 0 a v, — oo sa odzrkadlilo
aj v pomerne dobrych vysledkoch, ¢o sa hladiny vyznamnosti tyka, v simulé-
ciach. Avsak zhodne s tvrdeniami Brossa a Boardmana, sa tento interval javil
byt mierne konzervativny s narastajiicou skutoénou hodnotou p. D4 sa ukézat,
7e skuto¢né pravdepodobnost pokrytia tohto intervalu

P(6%p < 07 < 6%pu) = P(G(pu) < G(07/6%) < G(pr)) =

r—1
U;
= P<SF5:V7*;O‘1 S Z m S SFSaVﬂ”%au) (3)
i=1

(vyuzili sme klesajucost G(-) na (—1/\1,00)), konverguje pre 0? /0% — oo k

P(sFs 500 < X? < 8Fsu00)- (4)
o r— 2 . . T
(Kedze (#;%, ey )\Iilé%, %Z—%) konverguje v distribucii k (Q1, ..., @r—1,0), kde

Qi ~ Xl?’i st navzajom nezavislé.) Pre obvykle volené oy = /2, a, =1 — /2
je hodnota (4) vacsia ako 1 — a, pozri [2]. Vyrazy (3) a (4) zdroveli naznacuju,
ako je mozné uvedeny interval modifikovat, aby bol vysledny interval presny pre
0?/0% — oco. Riesenim, ktoré sa pontika, je prendsobenie hranic intervalu (1)
konstantami ¢; = $Fs i, /X2, €2 = $Fs 501/ X2, - Pre pravdepodobnost
pokrytia skuto¢nej hodnoty o? novovzniknutym intervalom plati:
2 2
P(16%p < 02 < e262py) TS

$Fsvpiar 2 o $Fsvpon o
P <SE‘3,VT;()Q S 27X§ & TX@ S SEQ»VT;O‘U, =

sy 83Uy,

=P(x%,, <x2<X%,,)=1-a

Navys$e, uvedena modifikacia zachova vyssie spominané dve vhodné vlastnosti
povodného intervalu (1), a to, Ze sa sprava ako presny pre o3 = 0 a v, — oo(pre
o2 > 0). (Modifikovany aj povodny interval totiz sii¢asne obsahuji, alebo neob-
sahujt nulu a pre v, — 00, ¢1 aj ¢ konverguju k 1.) El-Bassiouniho-Williamsov—
Tukeyho interval je teda presny v troch hrani¢nych situaciach. Zaroven je zrejmé,
ako konstanty ¢y, ca, ktoré El-Bassiouni oznacil za korekéné, zlepsuju vlastnosti
povodného intervalu (1).

Pohlad na El-Bassiouniho—Williamsov—Tukeyho interval ako na modifikaciu
intervalu (1), ktory je pritomny aj v povodnom odvodeni v [5], umoziiuje vidiet,
Ze pre bezne pouzivané a(< 0.1), s > 3 a volbu ay = /2, a, = 1—a/2, je novy
interval kratsi ako interval (1), kedze ¢; > 1 a ¢; < 1. (K podobnému zaveru
prisiel aj Boardman [3].) S narastajticim v, sa rozdiel medzi oboma intervalmi,
samozrejme, stiera.
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Pozn. 1 Pre s < 2(avolbu oy = a/2, o, = 1—/2,)) je sice stale ¢; > 1, ale aj
c2 > 1, a teda vysledny interval moZe byt dlhssi ako v nemodifikovanom pripade.
Rozdiel dlzok oboch intervalov mozno vyjadrit ako (co — 1)H, — (c1 — 1)Hj,
kde H,, H; oznacuju hornt, resp. dolnti hranicu nemodifikovaného intervalu,
t.j. intervalu (1). Pre pripad s = 2,1, = 30 je mozné tento rozdiel ohrani¢it
zhora vyrazom (co —1)(H, — H;), z ¢oho plynie, ze El-Bassiouniho-Williamsov—
Tukeyho interval je dlhsi maximalne o 0.18%, 0.09%, 0.02% dizky intervalu (1)
pre 90%, 95%, 99%-né konfiden¢né intervaly . Podobne pre s = 1,v, = 50,
je El-Bassioniho-Williamsov-Tukeyho interval dlh$i maximalne o 1.01% dlzky
intervalu (1) v pripade 90%, 95%, 99%-nych intervalov. Samozrejme, pre nizsie
hodnoty v, mozu byt tieto rozdiely vacsie.

Pozn. 2 Dlzku El-Bassiouniho-Williamsovho-Tukeyho intervalu mézme ovplyv-
nit aj volbou «y, . V [5] st skimané tzv. kratke intervaly , pre ktoré «, =
1—a/2, a; = a/2 pre kvantily F rozdelenia a x? kvantily st z tabulky 678 v [9],
t.j. pracuje sa s Fy , .a/2, Fls vr,l a/2; Xf Bz Xf B Pri takejto volbe zostéva vy-
sledny interval presny pre 03 = 0 a 03/02 — oco. (Konstanty c;, co pri tejto
volbe nekonverguju vo vSeobecnosti pre v, — oo k 1.)

Ak by sme El-Bassiouniho—Williamsov—Tukeyho interval vnimali len ako modi-
fikdciu intervalu (1), mohla by vyvstat otdzka, ¢i po prendsobeni dolnej hranice
konstantou ¢; a hornej konstantou ¢z, bude vysledkom naozaj interval. Kladna
odpoved je vSak okamzitd, ak si uvedomime, ze El-Bassiouniho—Williamsov—
Tukeyho interval je mozné odvodif doslovnym zopakovanim Williamsovho po-
stupu, a teda jeho hranice st prienikmi dolnych, resp. hornych hranic nejakych
dvoch intervalov. (Tento vysledok nie je prekvapujuci, ale El-Bassiouni ho pri
svojom odvodeni explicitne nespomina.)

Postup, opisany v casti 2, ktory pouzil Williams pri odvodeni priblizného
konfiden¢ného intervalu pre o?, spociva v schopnosti zostrojif presné konfi-
denéné intervaly pre tento parameter, pri zndmom o2. Ako prvy interval nam
poslizi interval odvodeny z presného konfidenéného intervalu pre p, I1(0?), kto-
rého dolné, resp. horna hranica st tvaru:

r—1

) Ui
Hl = plgz : Z W - SFsvl’r%auUT/l/r

Z/ .
2 E ? U
: - SFS vrsoqYr [ Vr
i=1 Alﬁu 1 e /

a teda ich dostaneme ako riesenia nasledujtcich rovnic

Ju

= 1
:7Fsu‘a UT T
= )\zHl+U 0_28 SV Oy, /V

r—1

1
= 5 su R T )
;/\zHquo o2 FrwrseUnfv (5)
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Pri konstrukeii druhého intervalu vyuZijeme, ze pri znamom o2, E L ~
o + o?
x2. Hranice intervalu I5(c?) teda ziskame rieSenim rovnic
r—1 r—1

U;

= Xs;a T 5 . 2 Xsa 6
)\Hl+o =X “ NH, + o2 X v (©)

i=1 i=1

Obr. 1 zost4va v platnosti, akurat zavislost hranic I, na o2 nie je linedrna. Po-
rovnanim (5) a (6) vidime, ze dolné hranice I; a I sa pretnti v bode o? =

s sF.

Z8riu ] /y, a horné v bode o2 = =y, /vy, pricom H = H =
Xs He?h SOtl

sF R =~ sFs . . , . . , .

—Smite g Jvpp & Hy, = H, = %U /Vppu. Ziskané hranice st prave
Xs iy

hranice El-Bassiouniho—Williamsovho— Tukeyho intervalu.

5 Zaver

V ¢lanku sme sa zaoberali obojstrannym konfidenénym intervalom pre varianény
komponent zodpovedajici ndhodnému efektu v zmieSanom linedarnom modeli
s dvomi varianénymi komponentami navrhnutym El-Bassiounim v [5]. Poukézali
sme na priaznivé vlastnosti tohto intervalu v niektorych limitnych situaciach,
ktoré sa odzrkadluju v doteraz uskuto¢nenych simulacnych studidch a ktoré-
podporuji pouZzivanie tohto priblizného konfiden¢ného intervalu. Taktiez sme
blizsie rozobrali vztah medzi intervalom navrhnutym El-Bassiounim a interva-
lom uvazovanym napr. v [6], za modifikdciu ktorého je mozné El-Bassiouniho
interval povazovat. Poukazali sme tieZ na to, Ze El-Bassiouniho interval mozno
odvodit aj priamou aplikdciou Williamsovho postupu, ktory pouzil na odvodenie
zndmeho Williamsovho-Tukeyho intervalu.
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Abstrakt: V tomto ¢lanku popiseme statisticky model pro odhad zdtéZe pri-
myslovych pracovniki ldtkou DMF (N,N-dimetylformamidem). Model je vybu-
dovdn jako (po logaritmické transformaci) linedrni model se smisenymi efekty
(efektivné tedy jde o multiplikativni smiseny lognormdlni model na pidvodni
Skdle). Jeho podstatngm rysem je viak specifickd korekce na intergrovanou po-
vahu dat plynouct ze znam3jch toxikokinetickijch vlastnosti DMF. Zohlednéni sku-
tecnosti, Ze pozorovand data vznikaji konvoluci procesu piichoziho DMF (expo-
zice) s jddry zndmych tvard (dangch jejich biochemickymi a kinetickymi vlast-
nostmi) poskytuje moznost korigovaného odhadu expozice (efektivné je takovyto
odhad dekonvoluci prislusngch pozorovini). AZ po dekonvoluci pak lze srovnd-
vat rizné méritelné veliciny neprimo charakterizujici expozici a sestavit z nich
kompozitni index srovnatelny s dlouhodobym markerem expozice - latkou MVH.
V clanku budeme diskutovat jak strukturu statistického modelu, tak problém kon-
voluce v pozorovanych datech, jeZ je specielnim pripadem obecné zajimavé si-
tuace s prechodem od agregovanych k disagregovangm datim (a zpét). Ten se
vyskytuje i ve zcela jingch kontextech (napt. pii odhadu derivaci z dat jeZ jsou
efektivné integrdly zkoumaného procesu - pri modelovdni ristovych kiivek,[1] i
jinde, [2]). Chovdni modelu a jeho praktické pouZiti ukdZeme na redlngjch datech
pochdzejicich z italské studie prumyslovych pracovniki ve vybrangch prumyslo-
vych zdvodech.

1 Uvod

Pri kontrole pracovniho prostfedi relevantnich primyslovych podnikt se ru-
tinné sleduje zatéz zaméstnanct toxickou latkou DMF (podrobnéjsi informace

*Studie, z niz byla data ziskdna byla sponzorovana Italian Institute of Prevention and
Safety on Workplaces (ISPESL), project No. 28/DIL/01.
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o chemické povaze i jinych aspektech této latky lze nalézt nap¥. v ¢lancich [6],
[7]). Pfi monitoringu lze zatéz DMF méfit pomoci riiznych markerti. Naptiklad
je mozné mérit koncentraci DMF primo ve vzduchu pracovisté s pomoci pa-
sivniho vzorkovaciho zafizeni pfipevnéného na odévu sledovaného pracovnika
(dale ji budeme oznacovat jako DMFa) nebo méfit metabolické produkty jeji
pfemény, a to v modi (latky AMCC, MMF) ¢i krvi (latka MVH) exponovanych
osob. Cilem je zjistit davku DMF, které byl dany pracovnik efektivné vysta-
ven a porovnat ji se standardem tak, aby bylo mozné posoudit zda expozice
byla tinosné nizkd (eventuelné pfijmout pfislusnad opatteni). I kdyz kazdé ze
zminénych méfeni dava néjakou informaci o davce, nejsou jejich hodnoty zcela
soumértitelné. Naptiklad DMFa charakteriuje okamzitou hodnotu procesu expo-
zice v dobé méfeni. V dalsim pribéhu casu se miize DMFa podstatné ménit.
Navic DMFa charakterizuje jen potencidlni vysi expozice, nebot rtizni pracov-
nici do sebe vstiebaji velmi rtizné mnozstvi z DMF rozptyleného ve vzduchu
(v zévislosti na fyzické kondici, okolni teploté, ndiméhavosti jejich prace, atd.).
Meéfeni metabolickych produkti je z tohoto pohledu lepsi (jde o realizovanou, ni-
koli potencialni expozici). Problémem je, Ze vlivem slozité pfeméné DMF uvnitf
organismu je informace o DMF exporzici (vstifebaném DMF) v méfenich meta-
boliti (markeri) obsazena v dosti komplikované podobé. Nové vstfebané DMF
se na metabolity nepfeméni ani ihned ani najednou. Expozice jediného dne se
projevi v koncentracich metabolitl s riznym zpozdénim a rtzné distribuovana
i v nékolika dnech.

Neni tedy tézké si uvédomit, ze formalné je koncentrace toho kterého me-
tabolitu Y (t) v ¢ase t konvoluci procesu expozice, y(t) s néjakym jadrem w,
tedy Y(t) = [;"y(t — x) - w(z)dz (byf cely proces bézi ve skutecnosti spoji-
tém cCase, vzorkovani je diskrétni - po dnech, proto pro dalsi formulaci modelu
uvazujeme diskrétni konvoluci Y; = Z?io Yi—i - w; s diskrétnim ¢ = 1,..., 7).
Jadro w je ddno charakterem procesu piemény dané latky uvniti organismu
(tedy biologicko-chemickou podstatou, nikoli tedy napf. “volbou” jako v ptipadé
znamého jadrového vyhlazovani pfi neparametrickém odhadu hustot ¢i regresni
funkce). Jeho tvar je (v zdsadé) znamy z predchozich (rozsahlych) laboratornich
méfeni. Rizné latky maji riznd jidra. Pro MVH jde o trojthelnikové jadro
(dané skute¢nosti, ze dany metabolit se vaze na ¢ervené krvinky kde setrvava
po celou dobu jejich zivotnosti, pfi¢emz jejich pfeziti prakticky neovliviiuje):
w; = (1 — ﬁ) “Io<i<130)- Jadra pro MMF a AMCC jsou dosti odlisna, v pod-
staté exponencialni a hlavné mnohem méné distribuované, viz Obrazek 2. Pro
DMFa je jadro degenerované (jednotkovy impuls v nule). Jinymi slovy, rizné
markery lze spoleé¢né vidét jako hodnoty vazenych primérd minulé expozice,
ale s tim ze vazeni minulosti je pro rizné latky velmi odlisné. Tyto odliSnosti
je tieba vzit v ivahu pfi porovnani “kvality” informace poskytnuté riznymi
latkami (relevantni napf. p¥i srovnéani tradiénich charakteristik DMFa, MMF,
AMCC proti MVH jako markeru nové generace, charakterizujicimu dlouhodoby
prubéh expozice). PovSimnéme si, Ze pfimocara srovnani typu “korelace namé-
fené DMFa s naméfenym MVH” jsou sice snadno proveditelna (a proto praktiky
velmi oblibend), ale v podstaté zcela nerelevantni (jde o srovnéani typu “jablka
s hruskami”). Nadto je vyhodné zkonstruovat z nékolika, v praxi simultdnné
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Obrazek 2: MMF a AMCC jadra

méfenych markeria (AMCC, MMF, DMFa) kompozitni index vyuzivajici kom-
pletni informace v datech (kratko- i dlouho-dobé&jsi v zavislosti na piislusnych
jédrech).

K témto Gcelim v dalsim odstavci ¢lanku zformulujeme statisticky model
s vyhodou pouZitelny pro dekonvoluci pozorovanych dat (korekci na vliv biolo-
gicky a chemicky daného jadra) ¢i konstrukei odhadu procesu expozice. Nasledné
pak budeme ilustrovat jeho aplikaci v praxi na datech pochazejicich z italské
studie, poskytnuté pracovniky Public Health Laboratory z Florencie (jmenovité
dékujeme za pomoc pfi pofizovani, kontrole dat a jejich pfipravé pro analyzu
zejména koleglim Baldasseroni, Bavazzano, Perico, Tanturli, Baglioni).

2 Model

Za podminek typickych v praxi je vysledek méfeni rtiznych markert expozice
DMF ovlivnén riznymi systematickymi odliSnostmi v podminkach méfeni na
néz je treba korigovat. Méreni jsou provadéna opakované na téchze pracovni-
cich. Samoziejmé pak jde o analyzu typu “repeated measures”, [5] - nebot opa-
kovand méfeni s sebou pfindseji pfitomnost korelace uvniti subjektu (zatimco
mezi subjekty jsou pozorovani v podstaté nekorelovand), se vSemi disledky pro
odhad stfednich chyb, testy apod. Typicky jde v prvé fadé o hodnoceni praco-
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vigté jako celku a az potom (pokud viibec) o eventuelni porovnéani individudlnich
odhadtu expozice u jednotlivych osob. Proto je pfirozené na odchylky expozice
konkrétnich individui od typické hodnoty pracovisté nahlizet jako na nadhodné
efekty. Celkové je vyhodné statisticky model postavit jako model regresni, se
smiSenymi (tedy pevnymi i ndhodnymi) efekty (koeficienty). Nase formulace zé-
kladniho modelu vychdzi z obecného linedrniho smiSeného modelu (linear mixed
model, LME), viz napf. [4]:

S
Yiij = €xXp (,6[ + Zas . tfj +b; + Elij> (1)

s=0
bi ~ N (0,0%)
€ij ~ N (O,U2 . le)

Kde:

® y;;; je hodnota latky ! (v naSem p¥ipadé ptjde o latky AMCC, DMFa,
MMF), jez je vysledkem DMF vstiebaného u osoby i ve dni t;; (elabo-
rované znaceni dovolujici individualné-specificky rozvrh méfeni je nutné,
u realnych dat mame totiz typicky co ¢init s vice ¢i méné nevyvazenym
designem danym bud uz pfi sestavovani pokusného plénu a/nebo vlivem
chybéjicich pozorovani).

e () je (pevny) efekt latky .

e b; je (ndhodny) efekt pracovnika i. Pov§imnéme si, Ze mezi-inidividualni
odchylky od “typického” stavu jsou efektivné multiplikativni a lognor-
malné rozdélené.

® ¢;;; je normalné rozdélend chyba (pohlcuje prevazné métici chybu, nepies-
nosti modelu apod.). Zatimco typ rozdéleni je spoleény pro vSechny latky,
rozptyl nikoli (méfici chyby jsou pro riiznd méfeni obecné dosti odlisné).
Rozptyl pro latku [ je d4n soudinem obecné konstanty o? a specifického
¢initele o?.

e Clen ZSSZO s popisuje trend expozice v ¢ase. Predpoklddame trend poly-
nomického tvaru (nizkého stupné S), ktery ovSem nemusi byt konstantni
(odpovidajicimu S = 0).

Model je (po logaritmické transformaci) linedrnim smisenym modelem za nor-
mality. Na piivodni $kéle (pfed transformaci) jde tedy o lognormélni, smiSeny,
plné multiplikativni model. Podstatnou vlastnosti modelu (1) je separace: i)
spoleéného trendu expozice v Case, ii) spolecného ¢initele specifického pro da-
nou latku, iii) individuélné-specifického (ndhodného) éinitele (stejného pro rizné
latky), iv) lognormalné rozdélené “méfici chyby” (zohlediiujici heteroskedasti-
citu danou rtiznou pfesnosti riznych chemickych méteni). Aby model (1) byl
identifikovatelny, je samozfejmé nutné zavést (obdobné jako napf. v typickych
modelech analyzy rozptylu) piislusné restrikce, a to jak pro parametry ovladajici
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stfedni hodnoty, tak pro parametry spojené s rozptylem. Volime je (i s ohledem
na snadnou interpretovatelnost) jako restrikce “baseline typu”: 81 =0, o3 = 1,
pro | = 1 odpovidajici referenc¢ni latce DMFa.

Povsimnéme si, ze y;;; je (s vyjimkou DMFa) nepozorovatelnou veli¢inou,
proto se zakladni model (1) na méfenych datech neda pfimo pouzit. Jak jsme
diskutovali v odstavci 1, pozorovatelné jsou jen konvoluce veli¢in y;;; s piislus-
nymi jadry, tedy veli¢iny které znacime Y;;;. Jde o souéty soudind y;; (t;; — s)-ws
(tedy vazené soucty minulych expozic za mnoho dnd zpét, pro jedince i, v ¢a-
sech t;; —s). Skute¢né prolozitelny model dostdvame az po napoéteni prislusnych
konvoluci:

o0
Yig = whi g wigwi (tiy — q) (2)
q=0

Kde:

e Y};; je hodnotota koncentrace latky [ pro ¢lovéka 4, pozorovatelna ve dni
t;j. Na rozdil od y;;; jde o pfimo méfitelnou velic¢inu.

. wff je (konvoluéni) jadro pro latku I. Je déno kinetikou dané latky v or-
ganismu.

N

e Realna situace je jesté mirné komplikovanéjsi oproti kineticky motivované
konvoluci zminéné v odstavci 1. Dilezitou roli totiz hraje i absence v praci,
kterad pro dany den vylucuje expozici (jde o latky jejichz pi¥ispévek z jinjch
nez pracovnich zdroji se povazuje za zanedbatelny). wf . je vaha piispévku
daného dne ¢ pro jedince i danéd prezenci/absenci v praci. Typicky jde
o nula/jednickovy indikdtor (wZP » = 0 pro ¢ odpovidajici vikendtim, dntim
dovolené apod. a wf ; = 1 pro pracovni dny), ale v pfipadé necelych od-
paracovanych smén muze wf , nabyvat hodnot mezi nulou a jedni¢kou (ty
se vyskytuji napt. i v nasich ilustrativnich datech analyzovanych v sekci
3). Vliv modulace dané wf , neni nepodstany. Naptiklad Obrazek 3 uka-
zuje soucin wf: ¢ wﬁv H,q Jako funkci g pro jednoho konkrétniho jedince
(jeho pracovni rozvrh). Pribéh je viditelné podstatné odlisny od ptvod-
niho trojihelnikového jadra pro MVH (vyrazné odlisné je i plocha pod
kiivkou).

Kompletni model je specifikovin rovnicemi (1) a (2). PovS§imnéme si, Ze konvo-
luce v (2) s sebou pfindsi komplikace, zejména z vypodetniho pohledu. Pokud
predpokldddme “konstantni trend” expozice (tedy S = 0), nepiedstavuje (2)
vétsi problém a cely model ziustava linedrnim smisenym modelem, jez lze po-
hodlné prolozit s pomoci monoha statistickych baliki. Ovsem s tim Ze musime
design matici pro pevné s ¢asem spojené efekty (tedy polynomicky trend v ¢ase)
prislusnym zptisobem naintegrovat jesté pred pouzitim rutiny pro linedrni smi-
Seny model. Pokud ovsem je S > 0, je situace obtiznéjsi v tom, ze celkovy model
se stava nelinedrnim modelem se smisenymi efekty. I takovy lze ale relativné
snadno prokladat s pouzitim vhodného SW.
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Obrazek 3: Upravené MVH jadro

3 Illustrativni priklad na realnych datech

Chovani modelu budeme ilustrovat na datech z toskanské studie provedené ve
¢tyfech vybranych zévodech (oznadenych 1, 3, 4, 5) na celkem 40 subjektech
s kompletnimi vysledky MVH méfeni (na poc¢dtku a na konci studie). Kromé
toho u nich byly méfeny DMFa, MMF a AMCC, a to v obecné rizném poctu
opakovani (maximélné 6) s piiblizné dvoutydennim odstupem. Délka studie byla
85 dnt.

Byl pouzit model specifikovany rovnicemi (1) a (2) v odstavci 2 s nekon-
stantnim trendem expozice (na zdkladé Akaikeho kritéria jsme zvolili S = 5).
Jde tedy o nelinedrni smiseny model (diky konvoluénim sou¢tim nelze nelinea-
ritu odstranit transformaci obou stran, ¢i TBS metodou, [3]). Pfi vypodetni
implementaci se ndm osvédéila nlme knihovna v R & S-plus, [8]. Prokladani se
realizuje pomoci REML (restricted maximum likelihood), tedy s penalizaci roz-
sahu pevné ¢asti modelu. Pov§imnéme si nejprve, ze korelace mezi hodnotami na
témZe subjektu je nezanedbatelnd (pokud by nebyla v modelu zohlednéna, doslo
by k vyrazné deformaci odhadu variability, k inflaci chyby I. druhu chyby u test
napf. pro latkové efekty). Tuto korelaci lze veelku snadno spoéist z REML od-
hadt komponent rozptylu a udava ji nasledujici tabulka:
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Tovérna % 62 p
1 0.4338 | 0.3808 | 0.5648
3 0.4254 | 0.7295 | 0.2537
4 0.3029 | 0.3897 | 0.3766
5 0.4115 | 0.5665 | 0.3455

Obrazek 4 srovnava krabicové grafy rozdéleni multiplikativnich ndhodnych
efekt exp(b;) (po exponencovani, tedy na ptvodni Skile) mezi jednotlivymi
podniky. Je patrny jejich pomérné vyrazny asymetricky charakter i to ze roz-
déleni individualnich efektd se mezi podniky pfilis nelisi - na rozdil od pevnych
efektit podniku, charakterizujicich odliSnosti v typické hladiné expozice béhem
studie (pramér pfes ¢as, medidn pfes individua), jeZ jsou vysoce vyznamné od-
lisné.

Model i pfes svou parsimonii (pocet parametri, zejména pevnych je rela-
tivné nizky, vzhledem k velikosti dat a tedy k potencidlni velikosti saturovaného
modelu) prokladd empirickd data vcelku dobfe. Typicky diagnosticky graf, ¢asto
pouzivany v regresi je na Obrazku 5. Je tfeba si vsak uvédomit, ze diky své po-
vaze (modelu se smiSenymi efekty), model 14+(2) umoziiuje odhad na dvou trov-
nich hierarchie: i) priméry pfes individua (odpovidajici pevnym efekttim), ii)
odhady uvnit# jednotlivych individui. Ukdzka odhadu AMCC pro jednoho kon-
krétniho jedince je na Obréazku 6. Vidime odtud, jak komplikovanou dynamiku
AMCC konvoluéni jadro implikuje. Koncentrace prudce klesa o vikendu (v ob-
razku jsou soboty a nedéle vyznaceny kratkymi svislymi c¢arami na vodorovné
ose) - kdy je "pfivod DMF” vypojen. B&hem pracovni ¢asti tydne se (vlivem)
kumulace dané relativné distribuovanym tvarem jadra koncentrace zvySuje az
do patku. Kromé typického chodu jsou patrné odchylky dané absenci v praci
(pro daného jedince ve 4. tydnu studie). Diagnostiku modelu lze provést i na
arovni jednotlivého subjektu. Napiiklad Obrézek 7 srovnava odhadnuty pribéh
individudlni trajektorie s pozorovanymi daty (méfenimi v diskrétnich bodech).

Kromé rozdilnych tirovni hierarchie 1ze odhady (a inference obecné) z mo-
delu pocitat jak pro “konvoluovany proces” Y (tj. srovnatelny s pozorovanymi
daty) jako na Obrazku 7, tak i pro “dekonvoluovany proces” y (tj. proces ¢is-
tych pFirtstkl za jednotlivé dny). Obrazek 8 srovnéva odhady obou veli¢in pro
jednoho konkrétniho pracovnika a MMF(v obou pfipadech se zapoétenim ¢lenu
wf . ktery zohlediiuje prezenci/absenci) a demonstruje Ze jde o zcela riizné véci
- vyrazné se odliSuji nejen teoreticky (hladsi integrovany prabéh pro Y), ale i
z mnoha praktickych hledisek.

S pomoci modelu 14(2) 1ze také snadno zkonstruovat kompozitni indikator
DMF expozice zalozeny na souhrnné informaci ze simultanniho méfeni DMFa,
MMF, AMCC. Jde o vyhodnoceni individualniho ¢asového trendu (na Grovni ¢is-
tych dennich pfirtstkt expozice, y) pro arbitrarné zvolenou latku (napi. DMFa).
Takovyto indikdtor lze pak srovnavat s (pfislusné dekonvoluovanym) rozdilem
meéfeni MVH na konci a poc¢atku studie. Pfipomenme, ze pfim4 srovnani MVH
diference s kteroukoli z 1atek DMFa, MMF, AMCC nejsou pfili$ relevantni, nebot
jejich jadra maji vyrazné odlisny nosi¢. Obrazek 9 srovnava kompozitni indika-
tor s MVH diferenci a ukazuje, ze shoda mezi obéma typy informace (pokud je
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pouzita ve spravné podobé) je velmi dobra (pfiblizné linedrni ale se smérnicemi
i absolutnimi ¢leny odlisnymi v réiznych zdvodech). Nelinearita v grafu je pfed-
métem diskusi expertd s tim, Ze neni zcela jasné nakolik je dana odliSnostmi
mezi jednotlivymi zédvody (v grafu jsou shrnuty odhady ze vSech 4 zavodu jez se
mohou ponékud ligit nap¥. ve zptisobu expozice) a nakolik miZze byt ovlivnéna
i nelinearitou nékterych ¢asti MVH kinetiky.
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@ —
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g. —
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o
8 — :
Podnik 1.3,4,5
Obréazek 4: Nahodné (multiplikativni) efekty
4 Zavér

V ¢lanku je zformulovan statisticky model pro opakovand méfeni riznych mar-
kerit expozice DMF. Zohlednuje jak korelaci mezi opakovanymi méfenimi na
stejném jedinci (ve stylu standardniho linedrniho smiSeného modelu), tak ne-
standardni komplikace dané integrovanou (konvoluéni) povahou méfeni. Pozo-
rovanad data odpovidaji konvoluci zdkladniho expozi¢niho procesu se znamymi
jadry (odlisnymi pro rtzné latky). Pravé odliSnost tvaru a nosic¢e jader pro
ruzné latky je podstatnou vlastnosti komplikujici srovnatelnost jednotlivych in-
dikatord expozice. Srovnani 1ze bezpecné provést az po korekci na agregovany
charakter dat (efektivné dekonvoluci).
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Obrazek 8: Odhad ptvodni a dekonvoluované veli¢iny
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Abstrakt: V pfispévku jsou zkoumdny faktory, které ovliviiuji hodnocent pres-
tize ucitelského povolant studenty strednich skol. Rozdily ve strednich hodnotdch
hodnoceni prestize ucitelského povoldni v jednotlivych skupindch studenti jsou
posuzovany pomoct dvouvybérového t-testu (s uvedenim sily testu) a wvelikost
vlivu skupiny na hodnoceni prestize je vyjadrena Cohenovym koeficientem.

Klic¢ova slova: Prestiz ucitelského povolani, sila testu, Coheniiv koeficient

1 Uvod

Od roku 2002 se na nékterych fakultdach MU v Brné pouziva v pfijimacim ¥i-
zeni TSP. Tento test zkouma schopnosti uchazece tspésné studovat na MU. Je
tvoren 80 polozkami, které jsou sefazeny do 8 subtestii po 10 polozkach. Kazdy
subtest je zaméfen na jinou kvalitu lidského mysleni, a to na tzv. mysleni ver-
balni, numerické, symbolické, analytické, kritické a védecké a vedle toho i na
prostorovou piedstavivost a schopnost tisudki.

P1i tvorbé TSP je zapotiebi ovérit kvalitu jednotlivych poloZek pomoci pilotni
studie. Polozky, které nevyhovuji psychometrickym kritériim, nejsou do finalni
verze TSP zafazeny. Na prelomu let 2004 - 2005 probéhla pilotni studie, jiz se
zucastnilo 1100 studentii tfetich ro¢nikt ¢tyfletych gymnazii, septim osmiletych
gymnazii a kvint Sestiletych gymnézii. V ramci pilotniho projektu studenti neje-
nom ftesili TSP, ale vyplnili téz §kalu prestize povolani zjistujici, jak respondent
hodnoti prestiz ucitelského povolani a dotaznik tykajici se riaznych osobnostnich
a socialnich charakteristik.
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Statistickd analyza datového souboru, ktery vznikl na zakladé uvedeného pi-
lotniho projektu, umozni posoudit, jak souvisi sledované faktory s hodnocenim
prestize ucitelského povolani. Samoziejmé by bylo mozné rovnéz zkoumat vztah
mezi vykony v TSP resp. vykony v jednotlivych subtestech TSP a hodnocenim
prestize, avSak touto problematikou se zde zabyvat nebudeme.

2 Popis vyzkumu

2.1 Informace o pilotnim projektu

Pilotni projekt probéhl v prosinci 2004 a lednu 2005 ve 22 tifidach 10 statnich
gymnazii v kraji Vysocina, kraji Pardubickém, Kréalovehradeckém, Zlinském,
Moravskoslezském a Jihomoravském a zacastnilo se jej 1100 studentt. Pro acely
tohoto sdé€leni jsme zpracovali datovy soubor s tdaji o 483 studentech, u nichz
jsme mj. zjistovali postaveni studentt z hlediska prospéchu v ramci jedné t¥idy.
187 studentl navstévovalo 3. ro¢nik ¢tyfletého gymnazia, 277 septimu osmile-
tého gymnézia a 19 kvintu Sestiletého gymnéazia.

Hodnoceni prestize ucitelského povolani jednotlivym studentem bylo zkouméno
pomoci skély, ktera obsahuje 26 dvojic povolani, pficemz jednim ¢lenem dvojice
byl vzdy ucitel a druhym ¢lenem pak dalsi povolani, napf. programéator, ministr,
soukromy zemédélec atd. Student v kazdé dvojici voli to povolani, které pova-
jednicka, jinak nula. Prestiz ucitelského povolani tedy mize nabyvat hodnot od
0 do 26. Seznam povolani byl pfevzat z Centra pro vyzkum vefejného minéni,
které se vyzkumy prestize povolani zabyvéa jiz dlouhou fadu let.

Anamnesticky dotaznik obsahoval otazky, které se tykaly pohlavi studenta, jeho
véku, prospéchu, velikosti sidla trvalého bydlisté, zda student pochézi z rodiny,
kde aspon jeden z rodict u¢i na zakladni ¢i stiedni Skole a zda méa zajem o ziskani
vzdélani pro ucitelské povolani.

2.2 Popis proménnych

V datovém souboru budeme pracovat s nasledujicimi proménnymi:

SEX - specifikuje pohlavi studenta (varianta 1 - muZ, varianta 2 - Zena).
SIDLO - udava velikost sidla trvalého bydlisté (varianta 1 - sidlo do 8000 oby-
vatel, varianta 2 - sidlo nad 8000 obyvatel).

PROSPECH - odlisuje "vyborné” studenty od ostatnich studentii (varianta 1 -
student je jinymi studenty oznacen za vyborného studenta a sam s timto zara-
zenim souhlasi, pficemz souhlasili vSichni. V jednotlivych tfidach bylo takovych
studenti od dvou do péti. Varianta 2 - ostatni studenti. V dalsim textu zkracu-
jeme na oznaceni ”jednicka neni jednickar”).

UC-RODINA - specifikuje, zda student pochézi z uéitelské rodiny (varianta 1
- aspoii jeden z rodi¢l je ucitelem na ZS nebo SS, varianta 2 - zadny z rodi¢t
neni uditelem na ZS nebo SS).

UC-POVOLANT - informuje o snaze studenta ziskat vzdélani pro uéitelské po-

4 ki
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volani (varianta 1 - chce se stét ucitelem, varianta 2 - nechce se stét ucitelem).
PRESTIZ - prestiz ucitelského povoldni (hodnoty 0 az 26).

2.3 Prestiz povolani

Prestiz povolani je jednou z dimenzi socidlni stratifikace spole¢nosti a lze ji
chapat jako vyjadieni vaznosti ¢i tcty, které se ve spolecnosti tési prislusnici
ruznych profesi. Prestiz se vaze k pozici, kterou dana osoba ve spole¢nosti za-
stava, tudiz hodnoceni prestize povolani se nevztahuje k dané osobé, ale k jeji
pozici ve spoleénosti. Seznam povolani, kterd se ve vyzkumech pouzivaji, neni
pfesné dany a béhem doby se obmértiuje (tak, aby v ném byla zachycena povol4ni
odpovidajici dané dobég). Centrum pro vyzkum vefejného minéni (diive Institut
pro vyzkum vefejného minéni) opakované provadi vyzkumy na toto téma.

3 Zakladni statistické zpracovani datového sou-
boru

3.1 Cetnostni tabulky alternativnich proménnych

Prvni informace ndm poskytnou tabulky ¢etnosti jednotlivych alternativnich
proménnych ziskané pomoci programu STATISTICA z vyse popsaného datového
souboru.

SEX absolutni ¢etnost | relativni ¢etnost
muz 175 36,2
zena 308 63,8
SIDLO absolutni Cetnost | relativni ¢etnost
do 8000 220 45,6
nad 8000 263 54,4
PROSPECH absolutni ¢etnost | relativni ¢etnost
je jednickar 83 17,2
neni jednickar 400 82,8
UC-RODINA absolutni ¢etnost | relativni ¢etnost
ano 86 17,8
ne 397 82,2
UC-POVOLANT | absolutni éetnost | relativni éetnost
ano 132 27,3
ne 351 72,7

Tabulka 1: Cetnosti alternativnich proménnych
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3.2 Histogram a ¢iselné charakteristiky proménné PRES-
TIZ

Vlastnosti proménné PRESTIZ popiseme pomoci histogramu a é&iselnych cha-
rakteristik:

Obr. 1: Histogram proménné PRESTIZ

Popisné statistiky (prestiz-TSP)
Proménna | Pramér | Medidn | Min. | Max. | Sm.odch. | Sikmost | Spicatost
PRESTIZ 10,55 10 1 23 3,63 0,64 0,63

Tabulka 2: Ciselné charakteristiky proménné PRESTIZ

Bodové vyjadieni hodnoceni prestize ucitelského povolani studenty se pohy-
buje v rozmezi 1 az 23 s primérem 10,6 a smérodatnou odchylkou 3,6. Rozlozeni
proménné PRESTIZ je ponékud odliné od normélniho rozlozeni, je kladné se-
Sikmené a mé vétsi Spicatost nez normalni rozlozeni. Shapiriv - Wilksiv test
normality poskytuje testovou statistiku W = 0,9665 a p-hodnotu blizkou nule.

3.3 Zavislost alternativnich proménnych

K dispozici je 5 alternativnich proménnjch, a to SEX, SIDLO, PROSPECH,
UC-RODINA, UC-POVOLANI. Na hladiné v§znamnosti 0,05 testujeme pomoci
jednostranného Fisherova exaktniho testu hypotézu, ze libovolné dvé proménné
jsou stochasticky nezavislé. Po provedeni téchto 10 testl se ukazalo, ze hypotéza
o nezavislosti se zamitd u dvojic proménnych SEX a PROSPECH, SEX a UC-
POVOLANT a SIDLO a UC-POVOLANT.

SEX a PROSPECH: mezi muzi je 9,7% jednickait (17 ze 175), mezi Zenami je
21,4% jednickaiek (66 z 308). Fishertv test poskytl p-hodnotu 0,00102.
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SEX a UC-POVOLANTI: mezi muzi je 16,6% téch, ktefi cht&ji byt uciteli (29
ze 175), mezi Zenami je 33,4% téch, které chtéji byt ucitelkami (103 z 308).
Fisheruv test poskytl p-hodnotu 0,00005.

SIDLO a UC-POVOLANTI: mezi studenty ze sidel do 8000 obyvatel je 34,6%
téch, ktefi chtéji byt uciteli (76 z 220), mezi studenty ze sidel nad 8000 obyvatel
je 21,3% téch, kteti cht&ji byt uciteli (56 z 263). Fishertiv test poskytl p-hodnotu
0,00144.

4 VIiv jednotlivych alternativnich proménnych
na hodnoceni prestize ucitelského povolani

Kazda z uvazovanych péti alternativnich proménnych rozdéli zkoumany soubor
student na dvé nezavislé skupiny, napf. na muze a Zeny, na studenty z ma-
lych a vétsich sidel ¢i na studenty z ucitelskych a neucitelskych rodin. Na hla-
diné vyznamnosti 0,05 budeme testovat hypotézu, Ze stfedni hodnota proménné
PRESTIZ je v danych dvou skupinach stejna.

K tomuto téelu pouzijeme dvouvybérové t-testy, i kdyz proménns PRESTIZ
vykazuje ur¢ité odchylky od normalniho rozlozeni. Vzhledem k znacéné velkym
rozsahlim skupin studenti vSak lze pouziti parametrického testu povazovat za
adekvatni.

Kromeé obvyklého vypoctu realizace testové statistiky a prislusné p-hodnoty zjis-
time téz silu dvouvybérového t-testu a vliv skupiny na variabilitu hodnot zavisle
proménné veli¢iny posoudime pomoci Cohenova koeficientu.

4.1 Sila dvouvybérového t-testu

Necht Xiy,..., X1, jendhodny vybér z rozlozeni N (u1, %) a Xop,..., Xop, je
na ném nezavisly ndhodny vybér rozlozeni N(uq,o?), pricemz n; > 2 a ng > 2

a 02 neznédme. Oznaéme

ni n2
M, = ni > X4, My = % > Xo; vybérové pruméry,
Yot 2ic1
n1 n2
5?2 = n1171 S (X — Myp)?%, 82 = nzil S (X2; — My)? vybérové rozptyly a
i=1 i=1
2 2
S22 = ("1717)5 _1;2712271)32 vazeny pramér vybérovych rozptyli.

Necht ¢ je konstanta.
Test Hy : 1 — po = ¢ proti Hy : 1 — po # ¢ se nazyva dvouvybérovy t-test.
Pr1i provadéni tohoto testu se pouziva statistika
T_ (My — M) — (1 — p2)
s /11 ’

ktera se idi Studentovym rozlozenim ¢(nq + ng — 2).
Test na hladiné vyznamnosti « lze provést bud pomoci 100(1 — )% intervalu
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spolehlivosti pro parametrickou funkci p; — p2 nebo pomoci kritického oboru
nebo vypoctem p-hodnoty a jejim porovnanim s hladinou vyznamnosti .
100(1 — «)% interval spolehlivosti pro parametrickou funkci p1; — pg mé meze:

/1 1

D =M, — My, — S, ——!——tl,a/g(nl +n2—2),
ny Up)
1 1

H:Ml—Mg-l-S* f+ft1_a/2(n1 —|—n2—2)
ni1 no

Silofunkce tohoto testu je ddna vztahem:
Vee R:~(c)=P(c¢ (D, H)),

tedy pro dané realné ¢islo ¢ vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, ze
nulova hypotéza neplati.
Po urcitych tpravach dospéjeme k vyjadieni:

Vee R:~(c) =
c
:2—<I><t1a/2(n1 +7’L2—2)—>_
Say/ 7 + s
c
_<I)<t1a/2(n1 +ng — 2) + ),
Sy 2+ 2

ni ' ong
kde ®(z) je distribuéni funkce Studentova rozloZeni t(ni+ng—2). Pfi konkrétnim
vypoctu sily testu nahradime ¢islo ¢ rozdilem realizaci vybérovych praméru. Sila

testu by se méla pohybovat nad 0,8.

4.2 Cohenuv koeficient

Predpokladame, ze sledujeme hodnoty néjaké ndhodné veliciny ve dvou neza-
vislych skupinach objekti o rozsazich ny a ng. Oznaéme my, my realizace vybeé-
rovych primérit hodnot dané veli¢iny v téchto dvou skupinach, s?, s2 realizace
vybérovych rozptyli a

2 (m—1st+ (s —1)s3
niy +ng — 2

*

realizaci vadzeného priiméru vybérovych rozptyli.
Cohenuv koeficient d pak vypoc¢teme podle vzorce:
my — M2
q=mmmal
Sx
Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rozdilu praméru, ktery je standar-
dizovan pomoci odmocniny z vazeného prumeéru vybérovych rozptyli. Jedna se
o posouzeni vlivu zafazeni do skupiny na rozdilnost hodnot sledované nahodné
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veli¢iny v danych dvou skupinédch. Velikost tohoto vlivu hodnotime podle ta-
bulky 3:

Hodnota d vliv

aspon 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 | stfedni

mezi 0,2 az 0,5 | maly

pod 0,2 zanedbatelny

Tabulka 3: Vyznam Cohenova koeficientu

4.3 Vysledky dvouvybérovych t-testu

Po provedeni péti dvouvybérovych t-testt se ukazalo, ze nulova hypotéza o shodé
stfednich hodnot proménné PRESTIZ je zamitnuta v p¥ipadé alternativnich
proménnych SEX a UC-POVOLANI.

Vysledky dvouvybérového t-testu pro muze a zeny jsou uvedeny v tabulce 4:

n m S F P t SV P
muz | 175 | 9,40 | 3,58 | 1,0179 | 0,9050 | -2,9992 | 481 | 0,0028
zena | 308 | 10,93 | 3,61

Tabulka 4: Dvouvybérovy t-test pro PRESTIZ ve skupindch mu#i a Zen

Vyznam symboli:
n...rozsah souboru
m. .. pramér
s...smérodatna odchylka
F...hodnota testové statistiky pro test shody rozptyli
p- .. p-hodnota
t...hodnota testové statistiky pro test shody stfednich hodnot
Sv...pocet stupnd volnosti

Lze tedy konstatovat, Ze s rizikem omylu maximalné 5% je ucitelské povolani
tudiz neplatnou nulovou hypotézu test zamita s pravdépodobnosti aspon 0,85.
Cohenuv koeficient nabyva hodnoty d = 0,29, coz svéd¢i o malém vlivu pohlavi
na hodnoceni prestize ucitelského povolani.

Vysledky dvouvybérového t-testu pro studenty, ktefi se chtéji resp. nechtéji
stat uciteli, jsou uvedeny tabulce 5:

ucitel n m S F P t SV P
chce byt 351 | 9,94 | 3,10 | 1,9844 | 0,0000 | -5,3974 | 182,9 | 0,0000
nechce byt | 132 | 12,18 | 4,37

Tabulka 5: Dvouvybérovy t-test pro PRESTIZ (se separovanymi odhady
rozptylil) ve skupindch studentt, ktefi chtéji resp. necht&ji byt uciteli
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S rizikem omylu maximdlné 5% muiZeme ¥ici, Ze ucitelské povolani je pro
studenty, ktefi se chtéji stat uciteli, prestiznéjsi nez pro ostatni studenty. Sila
tohoto dvouvybérového t-testu je 0,99, tudiz neplatnou nulovou hypotézu test
zamita s pravdépodobnosti aspon 0,99.

Coheniiv koeficient nabyva hodnoty d = 0,51, coz svédéi o stfedné silném vlivu
snahy o ziskani vzdélani pro ucitelské povolani na hodnoceni prestize ucitelského
povolani.

Vipoéty jesté doplnime krabicovymi diagramy proménné PRESTIZ (je po-
uzita varianta krabicového diagramu s primeérem, smérodatnou odchylkou, mi-
nimem a maximem).

Obr. 2: Krabicové diagramy proménné PRESTIZ

4.4 Vliv dvojic alternativnich proménnych na hodnoceni
prestize ucitelského povolani

Doposud jsme se zabyvali problémem, zda existuje rozdil v hodnoceni prestize
ucitelského povolani u dvou skupin studenti, ktefi byli rozdéleni podle pohlavi,
podle velikosti sidla trvalého bydlisté, podle prospéchu, podle ptivodu z ucitel-
ské ¢i neucitelské rodiny a podle snahy o ziskani vzdélani pro ucitelské povolani.
Nyni budeme zkoumat soucasny vliv dvojice alternativnich proménnych na hod-
noceni prestize. K feseni tohoto problému pouzijeme analyzu rozptylu dvojného
tfidéni s interakcemi. Jedn4 se tedy o provedeni deseti analyz, pricemz ve vSech
pfipadech maji oba zkoumané faktory dvé trovné. Priméry proménné PRES-
TIZ a rozsahy uvazovanych skupin jsou uvedeny v tabulce 6 spolu s p-hodnotami
pro test hypotézy o nevyznamnosti interakci dvojic faktoru:

SEX [ SIDLO PRESTIZ | N
Pimér

muz | do 8000 9,64 70

muz | nad 8000 10,08 105

zena, | do 8000 11,04 150

zena | nad 8000 10,82 158

p = 0,3428
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SEX | PROSPECH | PRESTIZ | N
Pimér

muz | je jedniCkar 9,29 17

muz | neni jednickar 9,97 158

zena | je jednickar 11,03 66

Zena | neni jednickar 10,90 242

p = 0,4412
SEX | UC-RODINA PRESTIZ | N
Plameér
muz | je z ucitelské rodiny 9,60 35
muz | neni z ucitelské rodiny 9,98 140
Zena | je z ucitelské rodiny 11,41 51
Zena | neni z ucditelské rodiny 10,83 257
p = 0,2734
SEX | UC-POVOLANTI PRESTIZ | N
Plameér
muz | nechce byt ucitelem 9,55 146
muz | chce byt ucitelem 11,66 29
Zena | nechce byt ucitelem 10,22 205
zena | chce byt ucitelem 12,33 103
p=1
SIDLO [ PROSPECH | PRESTIZ | N
Piamér
do 8000 | je jednickar 10,93 43
do 8000 | neni jednickar 10,51 177
nad 8000 | je jednickar 10,40 40
nad 8000 | neni jednickar 10,54 223

p = 0,5256
SIDLO | UC-RODINA PRESTIZ | N
Plimeér
do 8000 | je z ucitelské rodiny 10,76 38
do 8000 | neni z ucitelské rodiny 10,56 182
nad 8000 | je z ucitelské rodiny 10,60 48
nad 8000 | neni z ucitelské rodiny 10,50 215

p = 0,9079
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SIDLO | UC-POVOLANT PRESTIZ | N
Plimér
do 8000 | nechce byt ucitelem 9,97 144
do 8000 | chce byt ucitelem 11,79 76
nad 8000 | nechce byt ucitelem 9,93 207
nad 8000 | chce byt ucitelem 12,71 56
p = 0,1835
PROSPECH | UC-RODINA PRESTIZ | N
Pumér
je jednickdr | je z ucitelské rodiny 11,82 11
je jednickar neni z ucitelské rodiny 10,50 72
neni jednickar | je z ucitelské rodiny 10,51 75
neni jednicka¥ | neni z ucitelské rodiny 10,54 325
p = 0,2880
PROSPECH | UC-POVOLANI | PRESTIZ | N
Plmeér
je jednickar | nechce byt ucitel 9,93 61
je jednickar chce byt ucitel 12,73 22
neni jednickar | nechce byt ucitel 9,94 290
neni jednickar | chce byt ucitel 12,07 110
p = 0,4864
UC-RODINA UC-POVOLANI | PRESTIZ | N
Plmér
je z ucitelské rodiny | nechce byt ucitel 10,02 59
je z ucitelské rodiny | chce byt ucitel 12,11 27
neni z ucitelské rodiny | nechce byt ucitel 9,93 292
neni z ucitelské rodiny | chce byt ucitel 12,20 105

p = 0,8445

Tabulka 6: Priméry proménné PRESTIZ a p-hodnoty pro test nevyznam-
nosti interakci dvojic faktora

Analyza rozptylu dvojného tiidéni nepfinesla zadné nové zavazné vysledky.
Interakce mezi faktory se ani v jednom pripadé neprokazaly vyznamné na hla-
diné vyznamnosti 0,05. Z tabulky 6 vyplyva, ze v priméru nejvyssi prestiz ma
ucitelské povolani u vybornych studentt, ktefi se chtéji stat uciteli (téch je vSak
pouze 22), naopak nejnizsl u muzlt s vybornym prospéchem (takovych je 17).
Tento vysledek samoziejmé vede k zavéru, ze rozhodujici vliv na vysokém hod-
noceni prestize ucitelského povolani budou mit Zzeny s vybornym prospéchem,



Osobnostni a socialni determinanty hodnoceni prestize ucitelského povolani 35

které se chtéji stat ucitelkami. Pokud tedy roztiidime soubor podle t¥i faktori -
SEX, PROSPECH, UC-POVOLANT a v uvazovanjch osmi skupinach spocteme
prameéry, dostaneme vysledky uvedené v tabulce 7:

SEX | PROSPECH | UC-POVOLANI | PRESTIZ [ N
Ptmeér

muz | je jednickar nechce byt ucitel 9,27 15
muz | je jednickar chce byt uditel 9,50 2

muz | neni jednickar | nechce byt ucitel 9,59 131
muz | neni jednic¢kafr | chce byt ucitel 11,81 158
Zena | je jedniCkar nechce byt ucitel 10,15 46
zena | je jednickar chce byt uditel 13,05 20
Zena | neni jedni¢kar | nechce byt ucitel 10,24 159
Zena | neni jednickar | chce byt ucitel 12,16 83

Tabulka 7: Priméry proménné PRESTIZ ve skupinach studentii roztiidé-
nych podle faktortt SEX, PROSPECH, UC-POVOLANT

Vidime tedy, ze muzi s vybornym prospéchem, ktefi se nechtéji stat uciteli,
hodnoti uditelské povolani velmi nizko, priimérné hodnoceni prestize je pouze
9,27. Naopak Zeny - jednickatky, které chtéji byt ucitelkami, dosahuji v priméru
hodnoceni 13,05.

5 Zavér

Zabyvali jsme se zpracovanim tdaji o 483 studentech predposlednich ro¢niki 10
statnich gymnézii, ktefi se v prosinci 2004 a lednu 2005 ztGcéastnili pilotni studie
nutné pro sestaveni TSP. V ramci tohoto pilotniho projektu studenti jednak fe-
§ili TSP a jednak hodnotili prestiz ucitelského povolani ve srovnani s 26 jinymi
profesemi. Zajimaly nas vlivy osobnostnich a socidlnich faktort na hodnoceni
prestize ucitelského povolani.

Sledovany byly tyto faktory: pohlavi studenta, velikost sidla trvalého bydlisté
(do 8000 obyvatel a nad 8000 obyvatel), prospéch (studenti - jednickéfi a ostatni
studenti), piivod z uditelské rodiny (tj. asponi jeden z rodi¢t je ucitelem na za-
kladni ¢ stfedni §kole) a snaha o ziskéni vzdélani pro uéitelské povoldni.
Nejprve jsme zkoumali vzdjemnou zavislost sledovanych péti faktort. Jedno-
strannym Fisherovym exaktnim testem jsme na hladiné vyznamnosti 0,05 pro-
kazali, ze

a) podil vybornych student@i mezi Zenami je vy$8{ nez mezi muz (21,4%
oproti 9,7%)

b) podil studentti, ktefi chtéji byt uditeli, je mezi Zenami vySsi nez mezi muzi
(33,4% oproti 16,6%)

c¢) podil studentt, ktefi chtéji byt uciteli, je mezi studenty ze sidel do 8000
obyvatel vyssi nez mezi studenty ze sidel nad 8000 obyvatel (34,6% oproti
21,3%).
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Vliv jednotlivych faktort na hodnoceni prestize ucitelského povolani byl
proveden pomoci dvouvybérovych t-test s naslednym zjisténim sily testu
a velikost vlivu skupiny byla posouzena Cohenovym koeficientem d. Na
hladiné vyznamnosti 0,05 jsme prokazali, ze

stfedni hodnota prestize ucitelského povolani je riizna pro muze a pro zeny
(9,90 oproti 10,93), sila testu je vyhovujici, nabyvd hodnoty 0,85, avSak
vliv pohlavi na hodnoceni prestize je maly (d = 0,29)

stfedni hodnota prestize ucitelského povolani je rizna pro studenty, ktefi
se cht&ji resp. nechtéji stat uciteli (12,18 oproti 9,94), sila testu je vyho-
vujici, nabyva hodnoty 0,99. Vliv snahy o ziskani vzdélani pro ucitelské
povolani na hodnoceni prestize je stfedné silny (d = 0,51).

Zkoumame-li pomoci analyzy rozptylu dvojného t¥idéni vliv jakychkoliv kombi-

naci

dvou faktori na hodnoceni prestize, nedostaneme jiz zZadné psychologicky

zajimavé vysledky, mezi dvojicemi faktord nejsou zadné interakce. Za pozornost

vSak

stoji, ze vibec nejnizsi prestiz ma ucitelské povolani u muzit s vybornym

prospéchem, ktefi se nechtéji stat uciteli (primérné hodnoceni je 9,27), zatimco
nejvyssi hodnoceni se vyskytuje u Zen s vybornym prospéchem, které se chtéji
stat ucitelkami (primérné hodnoceni je 13,05).
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Analyza vydychovanych plynov

Statistické charakteristiky vybranych plynnych
komponentov vydychnutého vzduchu meraného
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Daubravskd cesta 9, 841 04 Bratislava
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Abstrakt: V éldnku sa zaoberdme testovanim statistickych hypotéz, ¢i zlozky
ndhodného vektora
Xi = (I1,$27 e ,J)n),

kdei=1,...,N, N je pocet subjektov v databdze a n je pocet zloZiek vektora,
pochddzaji z normdlneho jednorozmerného rozdelenia. Dalej testujeme hypo-
tézu, ¢i nahodny vektor X; pochddza z n-rozmerného normdalneho rozdelenia.
Nakolko ndhodnd veli¢ina po transformovani moze mat viac normdline rozdelenie
testujeme hypotézy aj pre ndhodny vektor

Yi = loglo(Xi) .

1 Formulacia problému

Rakovina je jednou z najcastejsich pri¢in tmrti v Eurdépe a v zdpadnom svete.
Pri¢inou je neskord diagnéza tohto ochorenia, nakolko dostupné diagnostické
metddy nie st dostatocne rychle a presné. Horticim tipom na detekciu niekto-
rych typov rakoviny je analyza vydychovanych plynov [1]. Vo vydychovanom
plyne sa da detekovat 300 az 3000 roznych chemickych latok. Vyznam pri dia-
gnéze rakoviny maju vSak len niektoré molekulové hmotnosti [1], [8], [9] a [10],
ktoré boli vybrané na zaklade dlhodobych pozorovani a znalosti metabolizmu.

Na meranie plynnych zloziek vzduchu sa pouzivaji nové experimentéilne me-
tédy ako sd plynovd chromatografia s hmotnostnou spektrometriou (GC-MS),
hmotnostnda spektrometria s proténovou prenosovou reakciou (PTR-MS), hmot-
nostnd spektrometria s tokom selektivnych iénov v tube (SIFT-MS), laserova

37
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Obrazek 1: Principidlna schéma metédy hmotnostnej spektrometrie s proténovou
prenosovou reakciou (PTR-MS).

spektrometria a spektrometria pohyblivosti idnov [1], [2], [5]. Princip metdd je
zalozeny na detekovani zloziek plynu a vyjadreni ich koncentracie.
Spracovavané data boli ziskané metédou hmotnostnej spektrometrie s proté-
novou prenosovou reakciou (PTR-MS, Proton transfer reaction mass spectro-
metry). Na obrézoku ?? sa nachddza principidlna schéma metédy PTR-MS
[2]. Metéda sa pouZziva na priame monitorovanie prchavych organickych zloziek
vzduchu. Ide o chemicki reakciu zlozky M (napr. formaldehyd, metanol, acetén,
izoprén, butandn, benzén, toluén, xyléne, o-toluidin, heptandn, ...) s protoni-
zovanou vodou H3zO™T ako prekurzorom v prietokovej trubici (drift chamber)

H30+ +M—>MHT + H50.

Produkty M H* (prekurzor odovzda protén H+ molekule plynu M) sa separujt
na zaklade molekulovych hmotnosti (Mr(M) + 1) v elektromagnetickom poli.
V niektorych pripadoch dochadza k tomu, Ze dve rézne molekuly maja ti1 istt
hmotnost. V takomto pripade st tieto molekuly detekované ako jedna zloZka -
masa. Relativne pocetnosti prchavych organickych zloziek ziskanjch PTR-MS
st dalej kvantifikované na zdklade kinetiky proténovej reakcie

o(M) = |MHT"|/|H30™| * kns * tarife,

kde |MH™| je pofet detekovanjch iénov meranej zlozky, |H3O"| je mnoz-
stvo molekul protonizovanej vody. Kritickymi parametrami st kj; koeficient
rychlosti reakcie zlozky M s H3O0%V a éas tarife, za ktory pretekaju idny pri-
etokovou trubicou. Dalsou zlozZitostou procesu merania je, Ze niektoré zlozky
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mozu byt rozpustné vo vode, takze cast molekil sa naviaze na molekuly vody
(H20, M, (H20) = 18) a namerand hmotnost takychto iénov je ind, ako ocaka-
vand hmotnost (Mr(M) + 1). Zdokonalovanie procesu merania a analyzy dat
pomocou PTR-MS (kvalita a spolahlivost ziskanjch merani) je predmetom dal-
gieho vyskumu v tejto oblasti.
Statistické aplikdcie na analyzu prchavych organickych zloziek plynu sa po-
stupne vyvijaju a zhfnaju pre vytvorenie BAMOD statistického baliku (BA-
MOD Statistical Toolbox) v Matlabovom prostredi [6]. Ide o mnohé zatial ne-
predprogramovatelné algoritmy, ktoré spracovavaju, filtrujii a separuji déata.
V dalSej ¢asti baliku st algoritmy na popis databédzy, ako zékladné Statistické
charakteristiky, testovanie zhody rozdelenia, porovnévanie rozdeleni a Statis-
tickych charakteristik a klasifikaéné metddy. Cielom je navrhnif matematick
alebo statisticki metédu na rozoznanie potencidlnych pacientov s rakovinou
pltc pripadne pazeréka.
Spracovavana databéaza vychadzajica z pilotnej studie sa sladé z 368 merani pre
106 subjektov. Subjekty sa delia do dvoch skupin a to skupina 17-tich pacientov
s diagnostikovanou rakovinou pltc alebo pazerdka (N7 = 33 pozorovani) a sku-
pina 89-tich zdravych dobrovolnikov (No = 335 pozorovani). Pre kazdy subjekt
st v databaze dodato¢né informécie o pohlavi, veku a faj¢iarskych navykoch.
Na ich zdklade sa subjekty delia do podskupin (vid tabulka 1).
Pre kazdy objekt je meranych 12 hodnét, ktoré reprezentuji koncentraciu prcha-
vych organickych zloziek. Ide o iény s molekulovou hmotnostou m31, m33, m42,
mb9, m63, m69, m73, m79, m93, m107, m108 a m115. Koncentricia jednotlivych
zloziek je velmi rozdielnd a velmi premenlivad medzi subjektmi aj v zavislosti od
dalsich faktorov (napr. od veku, pripadného fajcenia, vplyvu vonkajsieho pro-
stredia, atd.) [11]. Hodnoty koncentracie prchavych organickych zloziek plynu
st udavané v jednotke ppb (particles-per-billion, po¢et molektl meraného plynu
na miliardu molekl ako celok).
Mnohé z tychto prchavych organickych zloziek sa vyskytuju v dychu v takych
nizkych Grovniach, Ze ich nie je moZné kvantifikovat dostatoéne presne ani po-
mocou sucasnych technik. Predpokladany detekény limit meracieho zariadenia
je rddovo 10~ — 1072 ppb. V databéze sa nachidzajii hodnoty koncentrécie
organickych zloziek plynu, ktoré si nizsie ako predpokladany detekény limit
meracieho zariadenia. Preto sa pri spracovavani tieto hodnoty vyradia, alebo sa
nahradia vyrazom NaN (Not-a-Number, hodnota, ktort nie je mozné vy¢islit).
Takéto hodnoty sa vyskytli pri merani prchavych organickych zloziek vydycho-
vaného plynu s molekulovou hmotnostou m79 (1 meranie), m107 (12 merani),
m108 (13 merani) a m115 (16 merani).
Podla skupiny vedcov z Innsbrucku st z diagnostického hladiska vyznamné len
tie koncentracie prchavych organickych zloziek vydychovaného plynu, pre ktoré
plati, Ze pomer vdychovaného a vydychovaného vzduchu je mimo rozmedzia in-
tervalu (0.8, 1.25) [1] (pre zlogaritmované data je to interval (—0.0969, 0.0969)).
V tabulke 2 je mnozstvo diagnosticky vyznamnych hodnét pre jednotlivé pr-
chavé organické zlozky vydychovaného plynu z databazy.

Na obrazku 2 st zndzornené krabicové diagramy (bozplot, poskytuje informé-
ciu 0 maximalnej, minimélnej hodnote, mediane a kvartiloch z vyberu nahodne;j
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pacients
pohlavie  fajé. ndvyky wvek <21 21 <wek <45 45<60 60 <wvek wvsetci

vsetct vsetct 0 1 14 18 33
fajciari 0 1 6 8 15

nefajciari 0 0 8 10 18

zZeny vsetky 0 0 5 4 9
fajciarky 0 0 0 0 0
nefajciarky 0 0 5 4 9

muzi vsetct 0 1 9 14 24
fajciari 0 1 6 8 15

nefajciari 0 0 3 6 9

zdravi dobrovolnici
pohlavie  fajé. ndvyky wvek <21 21 <wek <45 45<60 60 <wvek wvsetci

vsetct vSetct 28 201 59 47 335
fajéiari 0 60 5 4 69

nefajciari 28 131 49 38 246

zZeny vsetky 18 107 32 35 192
fajciarky 0 29 5 0 34
nefajciarky 18 78 27 30 153

muzi vsetct 10 94 27 12 143
fajciari 0 31 0 4 35

nefajciari 10 53 22 8 93

Tabulka 1: Po¢et merani v jednotlivych podskupinéach rozdelenych podla zdravotného
stavu, pohlavia a fajc¢iarskych navykov.

velifiny) pre pomer koncentracii prchavych organickych zloziek vdychovaného
a vydychovaného plynu s vyznacenymi hranicami vyznamnosti hodnot.

prchavé organické zlozky plynu
m31 m33 m42 mb9 m63 m69 m73 m79 m9I3 mi07T mi08 mild

250 328 304 342 336 340 263 284 322 271 291 @ 255

Tabulka 2: Podet diagnosticky vyznamnych hodnét pre jednotlivé prchavé organické
zlozky z celkového po¢tu N = 335.

2 Testy dobrej zhody

Pri mnohych statistickych aplikacidch sa pozaduje vediet, ¢i data pochadzaju
z pozadovaného rozdelenia. V tejto kapitole testujeme hypotézu, ¢i ndhodnd
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Obrazek 2: Krabicové diagramy pre pomer prchavych organickych zloZiek zlogaritmo-
vaného vdychovaného a vydychovaného plynu s vyznacenymi intervalmi vyznamnosti
hodnét z diagnostického hladiska podla vedcov z Innsbrucku, kde mimo intervalu sa
nachadzaji vyznamné hodnoty.

veli¢ina X a ndhodny vektor X pripadne ndhodnd veli¢ina ¥ = log;o(X) a na-
hodny vektor Y = log,,(X) pochadzaji z normélneho rozdelenia [3], [4].

2.1 Test na overenie normality jednorozmerného rozdele-
nia
Zakladnym popisom rozdelenia ndhodnej veli¢iny X je distribu¢né funkcia

F(z)=P{X <z},

kde P{X <z} znamend pravdepodobnost udalosti, Ze ndhodné veli¢ina X
nadobida hodnoty mensie alebo rovné ako redlne ¢islo x (ind bezne pouzivana
definicia distribu¢nej funkcie F(z) = P{X < z} [3]). Medzi distribuénou funk-
ciou a rozdelenim pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny je jednoznacény vztah. Ak
pre spojitu veli¢inu existuje nezdpornd integrovatelna funkcia f, kde pre vSetky
x € R plati

Fe) = [ rwa,
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potom f je hustota rozdelenia. Norméalne rozdelenie ndhodnej veliciny je Casty
predpoklad pre mnohé statistické metddy. Funkcia hustoty f(z) pre ndhodni
veli¢inu tohto rozdelenia je vyjadrend vztahom

@) = = eXp{W}

pre x € (—00,00) s parametrami y a o2, ozn. N(u,0?) (vid obrazok 3 vlavo).
V pripade, Ze ndhodn4 veli¢ina X m4 logaritmicko-norméalne (lognormalne) roz-
delenie s parametrami y a o2, potom jej transformaciou Y = log;,(X) dosta-
neme veli¢inu s normalnym rozdelenim Y ~ N(z/1n(10),02/1n%(10)). Pre na-
hodnt veli¢inu z lognormélneho rozdelenia sa strednd hodnota F(X) vypodcita
E(X) =exp{p+ 102} arozptyl Var(X) = E(X)?(exp{o?}—1) (vid obrazok 3
vpravo).

Obrézek 3: Hustota normalneho rozdelenia N(3,1) a hustota lognormalneho rozdele-
nia s parametrami 3 a 1 (ozn. strednd hodnota ¢, median O, modus o, dolny kvartil
v a horny kvartil A).

Na testovanie normality jednorozmerného vyberového rozdelenia sa najcastejsie
pouzivaju Kolmogorov-Smirnovov test, jeho modifikacia Lillieforsov test a Jar-
queov-Berov test. Pri overovani ¢i ndhodné veli¢ina mé rozdelenie N (u,0?), kde
i a o2 st zndme parametre, sa Standardne pouziva Kolmogorov-Smirnovov test.
Jeho modifikacia Lillieforsov test sa pouziva pri testovani rozdelenia, pre ktoré
je nutné parametre odhadnuf.

Lillieforsov test porovnédva empiricku distribuéni funkciu S(z) s distribuénou
funkciou normaélneho rozdelenia F'(z) ndhodnej veli¢iny X, kde S(z) = j/N
a j je pocet pozorovani nahodnej veli¢iny X, ktoré maju nizsiu alebo rovnaki
hodnotu ako x. F'(x) sa vypoéita pomocou odhadov vyberovych Statistik para-
metrov p a o2 pre viber ndhodnej veli¢iny X.

Pri testovani sa najprv pozorovania zoradia do neklesajicej postupnosti a vy-
podita sa maximalne pozitivna hodnota K ., maximilna negativna hodnota

max?
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K a maximélna absolutna hodnota K,,,, pomocou vztahov

Ky = N2 j/N — F
mas ax 5/ (2))
Kirw = N2 F(x) —j/N
maz ax (F(z) —j/N)
szmc = max (Krt,ara Krz,ar) .
Komas sa upravi pre rozsah vyberu nahodnej veliéiny N ako K = N2 4+
0.12 + %Kmm [7] a potom sa porovnava s kritickou hodnotou k pre dané

a (o = 0.05). Kritické hodnoty kn pre Standardné normélne rozdelenie N (0, 1)

st tabulkovo zname. Pre rozdelenie N (u,0?) je k = k’%“ V pripade, ze K < k

sa hypotéza, Ze ndhodnd veli¢ina X m4 normadlne rozdelnie ned4 zamietnut.

V tabulke 3 st vysledky testovania hypotézy pomocou Lillieforsovho testu. Tes-

tujeme ¢i ndhodnd veli¢ina X; a Y; = log;o(X;), pre i = 1,...,n a n je pocet

prchavych organickych zloziek vydychovaného vzduchu (ndhodnych veli¢in), po-

chadza z normalneho rozdelenia. V pripade platnosti hypotézy, ze vyber z ndhod-

nej veli¢iny pochadza z norméalneho rozdelenia je hodnota vysledku 0, v pripade

ak tuto hypotézu zamietneme je hodnota vysledku 1. V pripade, ze ndhodna ve-

li¢ina Y; pochadza z normélneho rozdelenia mozeme tvrdit, Ze ndhodn4 veli¢ina
X; ma lognormalne rozdelenie.

Na obrazkoch 4 a 5 je grafické zndzornenie empirickej distribu¢nej funkcie (ECDF,
empirical cumulative distribution function) pre zlogaritmované déta s 95% kon-

fidenénymi intervalmi a odhadnuté distribu¢na funkcia (FCDF, fitted cumulative
distribution function) pre normélne rozdelenie s parametrami y; a o, kde y;

a o2 sme vypocitali ako vyberovy priemer a vyberovy rozptyl z nameranych
hodné6t nahodnej veli¢iny Y;. V pripade, ze FCDF lezi medzi hornou a dolnou
hranicou konfidenénych intervalov ECDF, mozeme tvrdif, Ze ndhodnd veli¢ina
Y; pochédza z normalneho rozdelenia N (;,02).

normdlne rozdelenie
skup. m31 m33 m42 mb9 m63 m69 m73 m79 m93 mi107 mi108 mils

pac. 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0
zdr. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

lognormdalne rozdelenie
skup. m31 m33 m42 mb9 m63 m69 m73 m79 m93 mi107 mi08 mils

pac. 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0
zdr. 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0

Tabulka 3: Testovanie dobrej zhody rozdelenia pomocou Lilliforsovho testu koncent-
racie prchavych organickych zloziek vydychovaného plynu pre skupinu pacientov a sku-
pinu zdravych dobrovolnikov, kde v pripade platnosti nulovej hypotézy je vysledok 0,
ak nemozeme tvrdit, Ze ndhodné veli¢ina pochadza z daného rozdelenia je vysledok 1.
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Obrazek 4: Empiricka distribu¢nd funkcia (ECDF) s 95%-nymi konfidenénymi inter-
valmi a odhadnuta normélna distribuénd funkcia (FCDF) pre zlogaritmované hodnoty
koncentracie prchavych organickych zloziek vydychovaného plynu pacientov.

2.2 Test na overenie normality viacrozmerného rozdelenia

V pripade, Ze jednotlivé zlozky (ndhodné veli¢iny) maji normélne rozdelenie
a st nezavislé, mozeme povedat, Ze aj viacrozmerné rozdelenie zloZené z tychto
zloziek je normélne. Ked vieme, Ze pozorovania maju viacrozmerné normalne
rozdelenie, potom aj kazda zlozka ma normélne rozdelenie.

Néhodny vektor X = (X7, ... ,Xn)l ma n-rozmerné normélne rozdelenie s pa-
rametrami g a 3 s hustotou

X X Z;ex —lx— ' _1x—
Flon ) = iy o] e ) 3}

N3

kde pt = (pt1,...,ptn) je vektor stredngch hodnot a 3 = (0i5) je kovarianéna
matica vektora X, pre ktort plati ¥ = E {(X — (X - u)/} >0, ozn. X ~
Vlastnost, ze koeficient Sikmosti (asymetrie, skewness)

, 3
Bin=FE [(Xfu) 2’1(X—M)} =0
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Obrazek 5: Empiricka distribu¢nd funkcia (ECDF) s 95%-nymi konfidenénymi inter-
valmi a odhadnuta normélna distribuénd funkcia (FCDF) pre zlogaritmované hodnoty
koncentréacie prchavych organickych zloziek vydychovaného plynu zdravych dobrovol-
nikov.

a koeficient Spicatosti (exces, kurtosis)

fon = B [(X - ) 571X — “>]2 ~n(n+2)

sa vyuziva na testovanie hypotézy, Ze vyber ma n-rozmerné normalne rozdelenie
[4].

Hypotézu o normalite n-rozmerného rozdelenia [4] zamietneme, ak pre odhad
koeficientu Spicatosti z ndhodného vyberu X;,..., Xy plati

N N
1 <V Q-1 %1% o 2 [(n+1)(n+2))
h= g 200 (%= X5, X)) s | R
=1 j=1
kde « je hladina vyznammnosti (o = 0.05), S je vyberovd kovarianénd ma-
tica, ktord sa vypocita pomocou vzorca S = ﬁzzj\; (X; - X)(X; - X)'

a x? [M, a] je kritickd hodnota y-kvadrat rozdelenia.

Hypotézu o normalite n-rozmerného rozdelenia zamietneme, ak pre odhad ko-
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origindlne ddta zlogaritmované ddta
test zdravi dobrovolnici  pacienti zdravi dobrovolnici  pacienti
asymetria 1 1 1 1
exces 0 0 1 0

Tabulka 4: Testovanie dobrej zhody n-rozmerného normalneho rozdelenia (n = 12) pre
skupinu zdravych dobrovolnikov a pacientov pomocou koeficientu Sikmosti (asymetria)
a koeficientu Spicatosti (exces).

eficientu Sikmosti plati

/| N
b2 = 8n(n + 2)

kde Z (/2 je kritickd hodnota rozdelnia N (0, 1). V tabulke 4 sti vysledky testova-
nia hypotézy, zZe ndhodné vektory X a’Y = log;,(X) pochadzaji z n-rozmerného
normalneho rozdelenia. Na testovanie sme pouzili koeficient Sikmosti a koefici-
ent Spicatosti. Pre testy plati, ze v pripade vysledku 1 sa hypotéza, ze data
pochédzaki z n-rozmerného normalneho rozdelenia zamietla. Naopak v pripade
vysledku 0 mo6zeme predpokladat, ze data pochddzaji z n-rozmerného normal-
neho rozdelenia.

> Z(a/2)

al 2
T X5 X - X)) o+ 2
i=1

Obrazek 6: Hustota dvojrozmerného normdlneho rozdelenia N2(0,1) pre korelacny
koeficient zloziek p = 0.
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3 Zaver

V ¢lanku sme pozorovali, ¢i ndhodnd veli¢ina (prchavé organické zlozka plynu)
pochddza z normalneho rozdelenia popripade mé lognormélne rozdelenie. V da-
ISej Casti sme testovali normalitu rozdelenia viacrozmerného ndhodného vektora
(zloZeny z prchavych organickych zloziek plynu) pre nespracované data a data
po logaritmickej transformaécii.

Vysledkov vyplyva, ze pre zlogaritmované data je normalita viac pravdepodobna
ako pre surové netransformované data. Preto v dalSich stadidch budeme praco-
vat s ddtami po logaritmickej transformaécii.

Normalita pre viacrozmerné rozdelenie bola v oboch pripadoch zamietnuta.
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Abstrakt: Cldnek je vénovdn analyjze dotaznikoveho Setveni 954 respondentii
Zaku zdkladnich skol z mist s rizngm poctem obyvatel.

Cilem Setrent bylo prozkoumdni détského pojeti nekterych pojmi — znalost
prekocepti — v oblasti prirodovédného vzdéldvdani.

Otdzky v dotaznicich byly pritom voleny tak, aby umoznili odhalit nejzdvaz-
néjsi miskoncepty a aby bylo mozno v budoucnosti diferencované pristupovat k
vytvdrent vzdéldvacich moduli v oblasti prirodnich véd. Pri vyhodnoceni byly
porovndny odpovédi divek a chlapci a byly také srovndvdny sprdvnosti odpovédi
dle lokality (obce do 5000 obyvatel, do 20 000 obyvatel a nad 20 000 obyvatel).

Klicova slova: dotaznikové Setfeni, détské pojeti vybranych fyzikalnich, che-
mickych a biologickych pojmi, prekoncepty v prirodnich védach, miskoncepty,

1 Uvod

Statisticky vyzkum prekoncepti (intuitivnich pfedstav) zaki se konal vnékolika
dil¢ich etapach vuplynulém skolnim roce na vybranych zakladnich skolach v
CR. Jako metoda vyzkumu byl zvolen dotaznik, ktery byl sestaven tak, Zeprvni
¢ast obsahovala zakladni informace a ve druhé ¢asti nésledovaly otazky. Jednot-
livé tlohy byly kombinované otazky svybérem odpovédi a otazky oteviené, kde
zak odpovédi tvori ¢i doplnuje. I kdyz tlohy svybérem odpovédi nejsou pii zjis-
tovani prekonceptl jedinou moZnou alternativou, nékdy nejsou povazovéiny za
nejvhodnéjsi pro tento typ vyzkumu, vétsina otazek byla tohoto typu. Moznosti
odpovédi byly voleny tak, aby ukazaly na zakladni nedostatky vporozumeéni vy-
branym pojmutum. Zakladnimi kritérii pfi tvorbé dotaznikd byla srozumitelnost,
jednoduchost, mald ¢asovd naroc¢nost a vhodna troven otazek a vybér pojmu
odpovidajici mentalni arovni Zéka zakladni gkoly. Cely vyzkum probéhl vramci
projektu GA CR ,Konstruktivismus a jeho aplikace vintegrovaném pojeti pii-
rodovédného vzdélavani“, ktery navrhl tym oborovych didaktiki fyziky, chemie
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abiologie Prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého vOlomouci aPedagogické
fakulty Univerzity Hradec Kralové a pedagogii Univerzity Tomase Bati ve Zliné.
Zakladnim cilem projektu je rozvinout konstruktivisticky piistup do oblasti te-
orie vyuky fyziky, chemie a biologie a zvysit védecko-vyzkumny potencial pii-
slusnych oborovych didaktik. Béhem listopadu 2005 byla sestavena prvni verze
dotazniku, ktery obsahoval celkem deset otazek. Prvnich devét otézek bylo za-
méfeno na vyzkum predstav tykajicich se pojmt latka, energie (jeji pfenos, moz-
nosti vyuziti) a hustota. Desata otdzka byla tvorba kognitivni (pojmové) mapy
kzakladnimu pojmu Slunce pomoci zadanych vedlejsich pojmi. Na zakladé vy-
hodnoceni tohoto predvyzkumu, ktery probéhl vOlomouci (ZS Holeckova, ZS
Halkova skola srozsifenou vyukou cizich jazykt), byly dotazniky upraveny do
stavajici podoby. Pfedvyzkumu se zicastnilo 75 respondentt (42 chlapci, 33
divek). Nésledovala 1. etapa celorepublikového vyzkumu prekonceptii. Dotaz-
niky byly rozeslany na zakladni $koly vramci celé republiky (Cechy i Morava).
Prizkum byl opét realizovan vpatych tfidach zékladnich skol. Vybér skol byl
zcela nahodny, snahou bylo pokryt viechny oblasti Ceské republiky i rfizné typy
zékladnich skol. Vprvni etapé vyzkumu bylo zpracovano 418 vyplnénych do-
taznikil. Zcelkového poctu 418 respondentti bylo 196chlapcii a 222 divek. Zaci
méli na vyplnéni dotazniku jednu vyucovaci hodinu. Druhé etapy vyzkumu se
zucastnilo 512 respondenti, ktefi vypliiovali stejny dotaznik a za stejnych pod-
minek jako zaci vetapé prvni. Druhé etapy vyzkumu se ztacastnily zakladni skoly
prevazné ze Zlinského kraje a Olomouckého kraje. Opét byly zastoupeny obce
sruznym poctem obyvatel, takZe bylo mozné provést vyhodnoceni uspésnosti i
zhlediska geografického. Navic oproti prvni etapé vyzkumu bylo u otazek, které
obsahovaly podukoly, provedeno vyhodnoceni i jednotlivych dil¢ich otazek.

2 Vysledky vyzkumu

2.1 Zpusob hodnoceni

Kazdé otézka byla oklasifikovana skalou 1,2,...,5 (1 = nejlepsi, 5 = nejhorsi).
Pokud $lo o otézky typu ,spravna — Spatnd odpovéd“, byly oklasifikovany 1
(spravna) nebo 5 (Spatnd).

Otazka €. 1 Slova slon, ki‘femen, cihla, voda, Zula, muchomurka, skala,
lipa, televize, mravenec, Spendlik, jehla, baktérie, vzduch, automobil,
ktera oznacuji rizné objekty rozdél do skupin a zapis do pripravené tabulky.

nazev skupiny

Ziva neziva lvdsky
prirodnina prirodnina vyrobek
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Vyhodnoceni otazky €. 1 Otézka byla hodnocena $kélou 1 az 5 (1 nejlepsi,
5 nejhorsi).

Procentni zastoupeni odpovédi hodnocenych znamkou 1 je jak u chlapcta
tak u divek priblizné stejné (63 % chlapci, 61 % divky), viz graf ¢. 1. Cetnost
odpovédi klasifikovanych zndmkou 2 je 30% chlapci a 34 % divky. Nejnizsi je
podil odpovédi klasifikovanych znadmkami 4 a 5 (1% chlapci, 1 % divky).

Nejcastéji se vyskytovaly chyby vpfifazeni slov: vzduch lidsky vyrobek
(chybna odpovéd), bakterie lidsky vyrobek (chybnd odpovéd), zdména slova
baktérie za slovo baterie, voda lidsky vyrobek (chybna odpovéd), muchomiirka

>

neziva prirodnina (chybné odpovéd)

klasifikace chlapci divky
znidmka 1 63% 61%
znamka 2 30% 34%
zndmka 3 5% 4%
znamka 4 1% 0%
znamka 5 1% 1%

0%

B0%

50%

40%

0%

0%

10%

0%
chlapci divky

Obrazek 1: Srovnani tspésnosti chlapct a divek

Echlapei
O divky

Obréazek 2: Histogram poctu znédmek u divek a chlapcti

Vyhodnoceni zhlediska geografického viz graf na Obr. 3
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pocet obyvatel

klasifikace < 5000 5000 — 20 0001 > 20 000
znamka, 1 56% 74% 66%
znidmka 2 38% 17% 29%
zndmka 3 5% 9% 5%
znamka 4 0% 0% 0%
znamka b 1% 0% 0%

histogram podle lokality 1. otazka
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Obréazek 3: Histogram podle lokality

Otazka €. 2a  Vyhledej slova (oznacuji latky nebo predméty), kterd maji spo-
le¢nou vlastnost - stejné skupenstvi nebo obsahuji stejnou latku. Slova vepis do
tabulek (nékterd slova se mohou opakovat vicekrat!).

Voda, zZelezo, drevo, papir, zmrzlina, mlé€ko, jablko, automobil, more,
snih, lavice, kniha, dést, strom, kamen, vzduch, mlha, sesit.

Skupenstvi

pevnd latka kapalina plyn

Vyhodnoceni otazky €. 2a Otazka byla ohodnocena $kélou 1 az 5 (1 nej-
lepsi, 5 nejhorsi).
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Graf ¢. 1 srovnava vzadjemnou uspésnost chlapciu a divek. Nejvétsi rozdil
nez chlapci (56 %). Z grafu ¢. 2 je vidét procentni zastoupeni klasifika¢ni skaly
(1 az 5) u chlapct a divek. Nejvétsi je podil odpovédi hodnocenych znadmkou
1, jak u chlapci (56 %), tak u divek (62 %). Procentni zastoupeni odpovédi
klasifikovanych zndmkou 2 je pfiblizné stejné u obou pohlavi (chlapci 23 %,
divky 20 %). Nejnizsi je podil odpovédi klasifikovanych zndmkou 5 (divky 2 %,
chlapci 3 %).

Nejcastéjsi chybné odpovédi: snih - kapalina (chybna odpovéd), zmrzlina -
kapalina (chybna odpovéd), jablko - kapalina (chybné odpovéd), automobil plyn

>

(chybna odpovéd), mlha - kapalina (chybné odpovéd)

klasifikace chlapci divky
znamka, 1 56% 62%
znidmka 2 23% 20%
zndmka 3 13% 11%
znamka 4 5% 5%
znamka 5 3% 2%

chlapei divky

Obrézek 4: Srovnani tspésnosti chlapct a divek
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Obrazek 5: Histogram poétu znamek u divek a chlapct
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Otazka & 2b Vyhledej slova (oznacduji latky nebo piedméty), kterd maji
spolec¢nou vlastnost - stejné skupenstvi nebo obsahuji stejnou latku. Slova vepis
do tabulek (nékterd slova se mohou opakovat vicekrat!).

Voda, zZelezo, drevo, papir, zmrzlina, mléko, jablko, automobil, more,
snih, lavice, kniha, dést, strom, kamen, vzduch, mlha, sesit.

Obsahuji stejnou latku

voda drevo kov

Vyhodnoceni otazky ¢. 2b Zptsob hodnoceni je identicky s otézkou 2a.
Klasifika¢ni skdla 1 5 (1 nejlepsi, 5 nejhorsi).

Opét se zde vyskytuje nejvétsi podil odpoveédi klasifikovanych znamkou 1
(chlapci 46 %, divky 55 %). Cetnost odpovédi klasifikovanjch znamkou 2 je
vyssi u chlapci (23 %) nez u divek (20 %). Zajimavé je vyssi procento odpovédi
klasifikovanych zndmkou 5. U divek je tomu v 10% piipadd, u chlapct v 15%
pfipadt. Je to zptusobeno piedevsim tim, ze né€ktefi zaci danou otazku vibec
nevyplnili. Graf ¢. 2 ukazuje vyssi tspésnost divek. Podil odpovédi hodnoce-
nych znamkou 1 je vyssi nez u chlapct a zaroven podil odpovédi hodnocenych
znamkou 5 je nizsi nez u chlapci.

klasifikace chlapci divky
znidmka 1 46% 55%
znidmka 2 23% 20%
znédmka 3 12% 11%
znamka 4 4% 4%
znamka 5 15% 10%

chlapei divkoy

Obrazek 6: Srovnani tispésnosti chlapct a divek
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50%

0% mohlapei
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Obrazek 7: Histogram poctu zndmek u divek a chlapcii

Vyhodnoceni [prvni hodnota pro ¢ast otdzky a), druhd hodnota pro &ast
otazky b)] zhlediska geografického, viz graf na Obr. 8

pocet obyvatel

klasifikace < 5000 5000 — 20 000 > 20 000
zndmka 1 [56%, 51% 74% 60%, 50%
zndmka 2 |26%, 21% 17% 19%, 22%
zndmka 3 [11%, 11% 9% 12%, 11%
zndmka 4 | 4%, 4% 0% 6%, 3%
znamka 5 | 3%, 13% 0% 4%, 13%

histogram podle lokality 2. otazka
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Obréazek 8: Histogram podle lokality
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Otazka ¢. 3 Predstav si, ze mas maly hrni¢ek svodou a budes jej zahiivat
plamenem jedné svicky. Voda zac¢ne viit (viS, Ze vrouci voda mé teplotu 100 oC).
Co se stane, kdyz misto plamene jedné svicky pouzijes svicky dvé? Vybranou
odpovéd zakrouzkuj.

a) Voda bude vrit pri teploté 200°C.
b) Voda zacne vrit pri teploté 100°C.
¢) Voda bude vrit pri teploté 50°C.

d) Nevim.

Vyhodnoceni otazky €. 3 Otézka ¢. 3 je klasifikovéana jen dvéma zndmkami
1 a5 (1 spravnd odpovéd, 5 chybna odpovéd).

Z grafu ¢. 1 mizeme porovnat Gspésnost odpovédi chlapcti a divek. Je zfejmé,
ze podil spravnych odpovédi je u chlapctt vyssi nez u divek. (55 % - chlapci, 48
% - divky). U nich pfevazuji odpovédi klasifikované zndmkou 5 (52 % divky,
45 % chlapci). Graf ¢. 2 ukazuje procentni zastoupeni jednotlivych odpovédi
(a d) u chlapcii a divek, bez klasifikace. Nejvétsi podil odpovédi je u moznosti
b) Voda zacne viit pfi teploté 100°C - spravnad odpovéd (55 % chlapci, 49 %
divky). Vétsi procento divek nez chlapci volilo moznost ¢) Voda bude viit pii
teploté 50°C - chybné odpovéd (26 % divky, 16 % chlapci). Naopak tomu bylo
u moznosti a) Voda bude v¥it pfi teploté 200°C - chybna odpovéd, kterou volilo
vétsi procento chlapcii nez divek (26 % chlapci, 21 % divky).

klasifikace chlapci divky
znamka, 1 55% 48%
znamka 5 45% 52%

chlapei divey

Obrazek 9: Srovnani isp&snosti chlapct a divek
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mchlapci
iy

Obrazek 10: Histogram poétu zndmek u divek a chlapct

varianta chlapci divky
a) 21% 21%
b) 55% 49%
c) 16% 26%
d) 3% 4%

Vyhodnoceni zhlediska geografického viz graf na Obr. 11

pocet obyvatel

klasifikace < 5000 5000 - 20 0001 > 20 000

znamka 1 52% 63% 51%
znamka 5 48% 37% 49%

Otazka €. 4 Vzimé Té pifjemné hieje koziSek nebo prosivana bunda. Co se
stane skouskem zmrzliny, kdy? jej zabalis do kozichu? (vybér—zakrouzkuj)

a) Zmrzlina bude tat pomaleji.

b) Zmrzlina roztaje drive.

¢) Zmrzlina bude tat stejné rychle.
d) Zmrzlina vibec neroztaje.

e) Nevim.

Vyhodnoceni otazky ¢. 4 Stejné jako u otazky ¢. 3 je zde pouZita klasifikace
dvéma zndmkami 1 a 5 (1 spravna odpovéd, 5 chybné odpovéd).

Z grafu ¢. 1 muZeme porovnat aspésnost odpovédi obou pohlavi. Lze si vSim-
nout, ze podil $patnych odpovédi (klasifikovanych zndmkou 5, 87 % chlapci, 83
% divky), je jak u chlapcti tak u divek mnohem vyssi nez podil odpovédi sprév-
nych (13 % chlapci, 17 % divky) . Graf ¢. 2 zachycuje procenta zastoupeni
jednotlivych odpovédi (a az e), u chlapct a divek, bez klasifikace.
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histogram podle lokality 3. otazka
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Obrazek 11: Histogram podle lokality

Nejcastéji volenou odpovédi byla moznost b) Zmrzlina roztaje dfive - chybna
odpovéd (52 % - chlapci, 41 % - divky). Moznost a) Zmrzlina bude tat pomaleji
- spravna odpovéd, volilo o mélo vétsi procento divek nez chlapci (13 % chlapci,
17 % divky). U odpovédi ¢) Zmrzlina bude tat stejné rychle, jako kdyby lezela
volné na stole - chybna odpovéd, tomu bylo naopak (21 % chlapci, 13 % divky).
Odpovéd e) Nevim, volilo jen malé procento chlapct (4 %), narozdil od divek

(19 %).

klasifikace chlapci divky
zndmka 1 13% 17%
znamka 5 87% 83%
varianta chlapci divky

a) 13% 17%

b) 52% 41%

c) 21% 13%

d) 10% 10%

e) 4% 19%

Vyhodnoceni zhlediska geografického viz graf na Obr. 14
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Obrazek 12: Srovnéni tspésnosti chlapcii a divek

mchlapci
mdivky

Obrazek 13: Histogram poétu znadmek u divek a chlapct

pocet obyvatel

klasifikace < 5000 5000 - 20 000 > 20 000

znamka 1 13% 31% 15%
znamka 5 87% 69% 85%

Otazka ¢. 5 V prvnim sloupci tabulky mas uvedené latky, télesa a Zivocichy.
Ti maji v sobé skrytou energii. Vyber podle obrazku u kazdé latky, télesa a
Zivocicha, jak se miiZe jejich energie vyuzit. Svoji volbu oznaé¢ do pfislusného
policka krizkem.

Vyhodnoceni otazky ¢. 5 V prvnim sloupci tabulky mas uvedené latky,
télesa a zivocichy. Ti maji v sobé skrytou energii. Vyber podle obrazkii u kazdé
latky, télesa a Zivocichovi, jak se miiZe jejich energie vyuzit? Svoji volbu oznaé
do prislusného policka krizkem.
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histogram podle lokality 4. otazka
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Otézka ¢. 5 je klasifikovana $kdlou 1 5 (1 nejlepsi, 5 nejhorsi).

Graf ¢. 1 vzajemné srovnava podily klasifikovanych odpovédi u obou pohlavi.
Z grafu ¢. 2 muzeme vidét, Ze procentni zastoupeni odpovédi klasifikovanych
zndmkami 1 az 5 je u divek zhruba stejné jako u chlapcii. Cetnost odpovédi
klasifikovanych znamkou 1 a 2 je u chlapci vyssi nez u divek. Nejvyssi cetnost
vykazuje klasifikace znamkou 1 (40 % chlapci, 42 % divky), dale pak klasifikace
zndmkou 2 (25 % chlapci, 32 % divky). Vyssi pocet odpovédi klasifikovanych
zndmkou 5 (10 % chlapci, 7 % divky) je zpisobena opét tim, Ze néktefi Zici
otazku vibec nevyplnili.
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klasifikace chlapci divky
znamka 1 40% 42%
znamka 2 28% 32%
znédmka 3 18% 17%
znamka 4 4% 2%
znamka 5 10% 7%
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10%
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Obrazek 15: Srovnani tispé$nosti chlapcti a divek

Obréazek 16: Histogram po¢tu zndmek u divek a chlapcti
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Vyhodnoceni zhlediska geografického viz graf na Obr. 17.

pocet obyvatel
klasifikace < 5000 5000 — 20 000 > 20 000
znamka 1 34% 69% 41%
znédmka 2 35% 14% 29%
znédmka 3 19% 6% 19%
znamka 4 3% 6% 3%
znamka 5 10% 6% 8%
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histogram podle lokality 5. otazka
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Obréazek 17: Histogram podle lokality

Otazka ¢. 6 Oznac spravné odpovédi (zakrouzkuj ANO - NE):

a)
b)

c)
d)

e)

Svétlusky vyzaruji svételnou energii. ANO - NE

Kolem snéZenek rychleji taje snih (protoZe vydavaji teplo). ANO
- NE
Velryby vydechuji ve vodé vodni paru. ANO - NE

Stény kvasné nadoby, ve které kvasinky zpusobuji kvaSeni, se
ohrivaji. ANO - NE

Tvé télo vydava teplo. ANO - NE

Vyhodnoceni otizky €. 6 Kazd4 z moznosti (a e) byla ohodnocena zndm-
kami 1 (spravna odpovéd) nebo 5 (chybnéd odpovéd). Spravné moznosti byly ve
vSech pripadech moZnosti ANO - klasifikace znamkou 1.

Z grafu ¢. 1 a 2 je zfejmé, ze nejlépe zodpovézené moznosti byly: a) Svétlusky
vyzaiuji svételnou energii — (ANO) — (77 % chlapci, 69 % divky) e) Tvé télo
vydéva teplo — (ANO) — (92 % chlapci, 88 % divky)

jak u chlapcti, tak u divek pfevazuji v obou pripadech spravné odpovédi.

Nejhtite zodpovézené byly moznosti: b) Kolem snéZenek rychleji taje snih
(protoze vydavaji teplo) — (ANO) — (40 % chlapci, 46 % divky) ¢) Velryby
vydechuji ve vodé vodni paru. — (ANO) — (22 % chlapci, 25 % divky)

Graf ¢. 19 srovnava tspésnost divek a chlapct dohromady.
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klasifikace chlapci divky
a) zndmka 1 7% 69%
a) zndmka 5|  23% 31%
b) znamka 1 40% 46%
b) zndmka 5 60% 54%
c) zndmka 1 22% 25%
¢) znamka 5 78% 75%
d) zndmka 1 50% 57%
d) zndmka 5 50% 43%
e) znamka 1 92% 88%
e) znamka 5 8% 12%
chlapci
100% 17
O
%
e
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Obrazek 18: Histogram poc¢tu zndmek chlapcti
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Obrazek 19: Histogram poc¢tu znadmek divek

Vyhodnoceni zhlediska geografického:

Otazka ¢. 7 Oznad, (zakrouzkuj) pfedméty a latky, které plavou ve vodé.

a) Kulicka ze Zeleza,

b) kulic¢ka ze dreva,
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Obréazek 20: Srovnani spé$nosti chlapcii a divek

histogram podle lokality 6. otazka
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Obrazek 21: Histogram podle lokality

¢) sklenéna kulicka,

d) korkova zatka,

e) polystyren,

f) brambor,

g) benzin,

h) olej.
Vyhodnoceni otazky ¢. 7 Spravné odpovédi v otdzce ¢. 7 byly: b) kulicka
ze dfeva, d) korkové zatka, e) polystyren, g) benzin a h) olej.

Kazd4 z moznosti (a az h) byla ohodnocena zndmkami 1 (spravna volba)
nebo 5 (3patna volba).



Zaver statistického vyzkumu prekonceptu zaki 65

Grafy 1 a 2 ukazuji, Ze podil odpovédi spravnych je ve vSech pfipadech vyssi
nez podil Spatnych odpovédi jak u chlapct, tak u divek.

Chybné odpovédi se nejéastéji vyskytuji v piipadech b) kulicka ze dfeva (19
% chlapci, 21 % divky), g) benzin (29 % chlapci, 41 % divky) , h) olej (25 %
chlapci, 25 % divky). U divek je chybné odpovéd v pfipadé g) benzin, ¢etnéjsi
nez u chlapct (29 % chlapci, 41 % divky).

Nejvyssi podil spravnych odpovédi je v p¥ipadé a) kulicka ze Zeleza (96%
chlapci, 93% divky).

klasifikace chlapci divky
a) znamka 1 96% 93%
a) zndmka 5 4% ™%
b) znamka 1 81% 79%
b) zndmka 5 19% 21%
¢) zndmka 1 88% 88%
¢) znamka 5 12% 12%
d) zndmka 1 85% 79%
d) zndmka 5 15% 21%
e) znamka 1 90% 90%
e) zndmka 5 10% 10%
f) znamka 1 84% 89%
f) zndmka 5 16% 11%
g) znadmka 1 71% 59%
g) zndmka 5 29% 41%
h) zndmka 1 75% 76%
h) zndmka 5 25% 24%
chlapci

Dklasiikace zn. 1
mhlasiikace zn. §

Obrézek 22: Histogram poétu znéamek chlapciti

Vyhodnoceni zhlediska geografického:

Otazka ¢. 8 V kazdé dvojici oznaé¢ (zakrouzkuj) latku nebo predmét, ktery
ma vétsi hustotu.
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divky

Dklasiikace zn. 1
mklaziikace zn. §

Obrazek 23: Histogram po¢tu znamek divek
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Obrazek 24: Srovnani tspé$nosti chlapct a divek

histogram podle lokality 7. otazka
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Obrazek 25: Histogram podle lokality
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a) Voda — sirup,

b) drevo — Zelezo,

¢) voda — polystyren,
d) drevo — voda,

e) voda — vzduch,

f) olej — voda.

Vyhodnoceni otazky €. 8 Spravné feSeni otazky ¢. 8: a) sirup, b) Zelezo, ¢)
voda, d) voda, e) voda, f) voda.

Otazka byla klasifikovana stejné jako ot. ¢. 7, tj. spravné zvolena varianta v
pripadech a) f) byla ohodnocena znamkou 1, chybna varianta znamkou 5.

Z grafu €. 1 je zfejmé, Ze nejhiife zodpovézenymi moznostmi u chlapcu byly
d) dfevo chybné (67 %), ) olej chybné (82 %), ¢) polystyren chybné (46 %).

Obdobné vysledky byly i v pfipadé divek: d) dfevo chybné (71 %), f) olej
chybné (86 %), c) polystyren chybné (53 %) .

U moznosti a) (88 % chlapci spravné, 91 % divky - sprévné), b) (79 %
chlapci spravng, 80 % divky spravné), e) (73 % chlapci spravné, 63 % divky
- spravné), prevazuji spravné odpovédi. Z grafu ¢. 3 vidime vzajemné srovnani
uspésnosti chlapceti a divek. U varianty a), byly divky o mélo Gsp&$néjsi nez
chlapci (88 % chlapci, 91 % divky). Variantu e) volilo spravné vice chlapct nez
divek (73 % chlapci, 63 % divky).

Na zakladé vyhodnoceni otdzek ¢. 7 a 8 vidime, Zze pojem hustota je pro
vékové skupiny zaka v 4. 5. t¥idy obtizny. To, které latky plavou, urcili Zaci z
uvedenych 8 latek celkem bez problémi spravné. Nejvice chybovali u benzinu
(chybné odpovédélo 35 % zakd) a u oleje (chybné 25 %). Je prekvapivé, ze 20
% zaki se domniva, ze dfevo neplave.

Pii vybéru spravné latky s vétsi hustotou (zaci volili vzdy 1 14tku z 6 dvojic)
se vyskytlo vyrazné vice chybnych odpovédi, 68 % zéki se domnivéa, Ze dfevo
m4 vétsi hustotu nez voda; 84 % zékl oznadilo olej a resp. 47 % polystyren jako
latku s vétsi hustotou nez voda. Zéci si zfejmé zaméhuji hustotu s viskozitou.

Potvrdilo se, Ze pojmu hustota je tfeba vénovat zvySenou pozornost a nazor-
nymi ukadzkami, demonstracemi a predevsim experimenty konkretizovat tento
pojem, aby se pfipadné miskoncepty (nespravné predstavy) zdkt ,prepsaly
spravnymi predstavami. Pojem hustota je soucasti uciva fyziky, chemie, biolo-
gie, nabizi se tedy vice moznosti objasnit tento pojem v nékolika tématech i
vyuzit odlisna hlediska.

Podivame-li se na vyhodnoceni spravnych odpovédi dle lokality resp. veli-
kosti mésta je v otazkach 7, 8 patrny pouze jeden vyraznéjsi rozdil v odpovédich,
a to p¥i posouzeni hustoty vody a polystyrenu ¢ dieva. Zaci z maljch obcich
chybovali nejméné, polystyrén mé vétsi hustotu nez voda zvolilo jen 44 % re-
spondentti (z vétsich mést oznacilo kolem 55 % zéki), dievo mé vétsi hustotu
nez voda vybralo pouze 62 % respondentt (z vétsich mést kolem 75 % zakd).
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klasifikace chlapci divky
a) zndmka 1 88% 91%
a) zndmka 5 12% 9%
b) znamka 1 79% 80%
b) zndmka 5 21% 20%
c) zndmka 1 54% 53%
¢) znamka 5 46% 47%
d) zndmka 1 33% 29%
d) zndmka 5 67% 1%
e) znamka 1 73% 63%
e) znamka 5 27% 37%
f) znadmka 1 18% 14%
f) znadmka 5 22% 86%
chlapci

Dklasiikace zn. 1
mhlasiikace zn. §

Obrazek 26: Histogram poc¢tu zndmek chlapcti

divky

Dklasiikace zn. 1
mklasiikace zn. §

Obrazek 27: Histogram poc¢tu znadmek divek

Vyhodnoceni zhlediska geografického:

Otazka ¢. 9 Vyber a zakrouzkuj, co potfebuji vSechny Zivé organismy.

a) vodu,
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Obrazek 28: Srovnani tspé$nosti chlapcii a divek

histogram podle lokality 8. otazka
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Obrazek 29: Histogram podle lokality

b) energii,
¢) vzduch,
d) led,
e) pohyb.
Vyhodnoceni otazky ¢. 9 Otédzka ¢. 9 byla hodnocena skalou 1 5 (1 nejlepsi,
5 nejhorsi).
Z grafu €. 1 je zfejmé, Ze nejéetnéji zastoupena je klasifikace znamkou 1, jak

u chlapct (48 %) tak u divek (55 %). RozloZeni Getnosti zndmek 2 az 5 je u
chlapct a divek priblizné stejné.
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Z grafu ¢. 2 vidime vy$si uspé$nost divek pii klasifikaci zndmkami 1 (55 %
divky, 48 % chlapci) a 2 (30 % divky, 27 % chlapci). Graf ¢. 3 ukazuje ¢etnost
jednotlivych zvolenych odpovédi (a az e).

Svisla osa neni vyjadfena v procentech, ale pfimo jsou zde vyneseny pocty
odpovédi. Neéktery zak mohl oznacit 2 odpovédi, jiny napf. 4 odpovédi atd.,
proto procentni vyjadieni neni v tomto piipadé mozné.

Je zde vidét vyssi pocet volenych odpovédi v piipadech a) voda, b) energie,
¢) vzduch. U chlapct pfevazuji piipady a), b), u divek varianta c¢) vzduch.
Nejnizsi pocet odpovédi vidime v pitipadé d) led - jak u chlapci, tak u divek.
Volba varianty e) pohyb, je ¢etnéjsi u chlapcti.

klasifikace chlapci divky
znidmka 1 48% 55%
znamka 2 27% 30%
zndmka 3 13% 11%
znamka 4 9% 3%
znamka 5 3% 1%
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Obrazek 30: Srovnani spésnosti chlapcii a divek

mchlapei
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Obréazek 31: Histogram poétu zndmek u divek a chlapcti

Vyhodnoceni zhlediska geografického viz graf na Obr. 32.
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pocet obyvatel

klasifikace < 5000 5000 - 20 000 > 20 000
znamka, 1 54% 69% 46%
znamka, 2 30% 23% 29%
znamka 3 12% 3% 14%
zndmka 4 3% 0% 9%
zndmka 5 1% 9% 3%

histogram podle lokality 9. otazka
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Obrazek 32: Histogram podle lokality

Otéazka &. 10 Ke kazdému obrazku CARAMI ptitad JEDEN nazev (slovo)
z pravého sloupce.

a) vodu,

b) energii,

¢) vzduch,

d) led,

e) pohyb.

Otazka €. 10 Ke kazdému obrazku CARAMI ptitad JEDEN nazev (slovo)

z pravého sloupce.
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Vyhodnoceni otazky ¢. 10 Stejné jako ot. . 9 byla ot. ¢ 10 ohodnocena
skalou 1 az 5 (1 nejlepsi, 5 nejhorsi).

Graf ¢. 1 ukazuje rozlozeni ¢etnosti klasifika¢ni skdly (1 5) srovnatelné u
chlapci a divek.

U divek vidime v&t3i rozdily v zastoupeni klasifikace zndmkou 1 (53 %) a
2 (35 %) nez u chlapct (1 — 46 %, 2 — 39 %). U divek vyrazné&ji pievazuje
hodnoceni zndmkou 1 oproti hodnoceni zndmkou 2. U chlapci jsou poméry obou
klasifikaci priblizné stejné.

7 grafu ¢. 1 muZeme rovnéZ porovnat tspésnost obou pohlavi. Klasifikace
znamkou 1 je u divek zastoupend Cetnéji nez u chlapct. Klasifikace zndmkou 4
a 5 se vyskytuje minimalné (4 — 4 % chlapci, 4 % divky), (5 — 1% chlapci, 1%
divky) .

Nejcéastéjsi chybnd piifazeni byla: kyslik — tovarna (chybné), zelezo — to-
véarna (chybné), zelezo — magnet (spravné), planeta — strom (chybné), kyslik
— strom (spravné), teplo — teplomér (chybné), teplo — slunce (spravné), rtut
— kost (chybné), rtuf — teplomér (spravné).
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klasifikace chlapci divky
znidmka 1 46% 53%
znidmka 2 39% 35%
zndmka 3 10% 7%
znamka 4 4% 4%
znamka 5 1% 1%

BO0%
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0% =Rl
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0% ::

10%
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Obrazek 33: Srovnani tispésnosti chlapcti a divek

BO0%

50 17

0% Behlapei
mdivky

0%

0%

0%

Obréazek 34: Histogram po¢tu zndmek u divek a chlapcti

Vyhodnoceni zhlediska geografického viz graf na Obr. 35.

pocet obyvatel

klasifikace < 5000 5000 - 20 000 > 20 000

znidmka 1 54% 51% 45%
zndmka 2 33% 40% 40%
zndmka 3 8% 3% 10%
znamka 4 5% 3% 4%

znamka 5 0% 3% 2%
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histogram podle lokality 10. otazka
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Obrazek 35: Histogram podle lokality
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3 Zaveér

Vysledky druhé etapy vyzkumu odpovidaji pfiblizné vysledkim z etapy prvni.

Je zfejmé, Ze nejlépe zodpovézenymi otazkami, jak u chlapcd tak u divek,
byly ot. ¢. 1 (Zivé, neZiva piirodnina, lidsky vyrobek), ot. ¢. 2 (pevnd latka,
kapalina, plyn), ot. é. 9 z oblasti biologie, a ot. ¢. 10 (pfifazovani obrazek —
slovo).

Nejhiife zodpovézenymi otdzkami byly ot. ¢. 3, kde ispésnost divek byla nizsi
nez u chlapct, nejéastéjsi chybnou odpovédi bylo a) voda bude viit pfi teploté
200°C. Dale pak ot. ¢. 4 (vice jak 80% chlapcii i divek odpovidalo nesprdvné —
b) zmrzlina roztaje d¥ive.

Co se tyka vyhodnoceni z hlediska geografického, tak u problematické otazky
¢. 4 nejhtie dopadly obce do 5 000 obyvatel a nad 20 000, kde vice jak 80%
zéka odpovidalo chybné.

Jak ukazuji vysledky uvedeného vyzkumu prekonceptii, nejvétsi nedostatky
se objevuji u pojmu teplo, teplota, skupenstvi a hustota, stejné tak u prenosu
tepla a energie v zivych systémech. Ukazuje se, ze pojmy se vytvaieji izolované
a jejich zaclenéni do integrovaného systému prirodovédnych poznatk ma jesté
znacné mezery. Na zavér je tfeba pripomenout zdkladni otazku — s jakymi
védomostmi a pfedstavami vstupuji zaci do 6. ro¢éniku zakladni skoly a jak tedy
vytvorit odpovidajici didakticky model uciva na 2. stupni zakladni skoly a v
nizsich ro¢nicich viceletych gymnaazii.

Prekoncepty (intuitivni pfedstavy) jsou individualnimi charakteristikami u¢i-
ciho se jedince a jsou utvareny vSemi dosavadnimi vlivy a zkuSenostmi, které na
ného pisobily. Pfi jejich utvareni hraje roli cela fada aspektti. Jsou to jednak
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exogenni faktory (socidlni, ekonomické, etnické, kulturni aj.), a faktory endo-
genni, vychézejici z psychologickych a psychosocidlnich charakteristik kazdého
zéka.

Podle J. Lowa méa kazdy jedinec své pojeti pfirodovédnych pojmt utvareno
tfemi vlivy. Jde o primitivni (elementarni) védu, ktera souvisi s individualnimi
zkuSenostmi jedince. Druhym faktorem je vliv laické védy, kterou ovliviiuji in-
formace pfinagené médii a mimoskolnim prostiedim. Ulohu t¥etiho faktoru plni
gkolni véda, tzv. formalni skolni vzdélavani. Skola tedy nemtize byt jedinym
zdrojem informaci. Typickym rysem intuitivnich pfedstav je jejich trvalost a
odolnost vii¢i zménam.

Cilem téchto statistickych vyzkumi je snaha o ,rozbiti“ chybnych intuitiv-
nich predstav a samoziejmé povédomi uciteli i zakt o nejcastéjsich chybach ve
strukture prekoncepta.

Vyucovani by tedy mélo sméfovat k harmonickému sblizeni tzv. ,primitivni
védy“ kazdého Zdka s tim, co prezentuje $kola (,,8kolni véda“). A toho uditel bez
znalosti détskych pojeti nemuiize byt schopen.

Vyzkum prekonceptii a zména téchto prekoncepti (concept change) je za-
kladem v konstruktivistickém pojeti pfirodovédného vzdélavani.
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Abstrakt: Ndapadné vybocujici data v slabé nelinedrnim modelu muzZeme za
urcitych predpokladi identifikovat podobné jako v modelech linedrnich. Je vsak
potrebné mit k dispozici kritérium, pomoci kterého rozhodneme jestli linearizace
je moznd, nebo ne.

Ezistuje vice postupu, pomoci ktorych identifikujeme outlier ve statistickém
souboru, viz napt. ,Barnett, V., Lewis, T.: Outliers in Statistical Data. John
Wiley, New York 1994.¢

V tomto prispévku procediry uvedené v ,,Zvdra, K.: Regresni analyza. Aca-
demia, Praha 1989“ budou pouzity ve slabé nelinedrnich regresnich modelech.
ProtoZe tyto postupy jsou zpracovdny pro linedrni modely, musime hledat krite-
rium, pomoct kterého rozhodnem, zda procedira smi byt pouZita.

Model nazveme slabé nelinedrnim, jestlize kritérium umoznuje linedrni pro-
cediuru pouZit (viz ,,Kubdcek, L., Kubdc¢kovd, L.: Regression models with a weak
nonlinearity. Technical Report Nr.1998, Universitdt Stuttgart, 1998,1-67“ a
,Kubdcek, L., Kubdckovd, L.: Statistika a metrologie. Vydavatelstvi Palackého
univerzity, Olomouc 2000%).

1 Uvod

Nelinearni regresni model zapisujeme v kvadratickém tvaru

Y —f,~ N, |Fi8 + %n(éﬁ), )

protoze hledana kritéria vychéazi z druhych derivaci. Zde

7
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Y ... n-rozmérny ndhodny vektor (observaéni vektor),

f(B3) ... stfedni hodnota observa¢niho vektoru Y,

B ... k-rozmérny neznamy vektorovy parametr 3 € R* (k-rozmérny realny
vektorovy prostor),

B3 ... skuteéna hodnota parametru 3,

F = 0f (u)/ou’|=p,, kde B je pfiblizna hodnota skuteéné hodnoty 8* pa-
rametru 3 (pfedpokladame, ze hodnost matice F je r(F) = k < n),

f(-) ... n-rozmérnd funkce se spojitymi druhymi
derivacemi,

£() = (0)s-- s [ (),

fo = £(8o),

F; = 0?f;(u)/0udd|y—p,,i = 1,...,n,

ki(08) = 0B’ F;68,i=1,...,n,

58 =B — By,

k(0B) = £1(6B), ..., kn(68)),

3 ... kovarian¢éni matice observaéniho vektoru Y (pfedpokladéme, ze kova-
rianéni matice ¥ je pozitivné definitni),

Piedpokladame, ze kvadratickd aproximace modelu Y ~ N,[f(3),X], i.e.
Y-fy~N, [F56+ %n(é,@), E] , je pro nae ucely postacujici. Zde 63 = B —8,.

2 Pomocna tvrzeni
V prvnim kroku uvazujme linedrni model
Y —fy ~ N, (Fo3,X%). (1)

Necht

v=M; (Y—f)=Y—f—Fip,
B =C'FEN(Y-f), C=FX'F

Jestlize nulova hypotéze je Hy : E(v) = 0 a alternativni je Hy : E(v) # 0,
potom testova statistika je (viz Rao, C.R.: Linear Statistical Inference and Its
Applications. J. Wiley, New York-London-Sydney 1965, p. 155)

T=vE"lv ~ X i(0), 2)
kde § = E(v)'S7'E(v), tzn. jestlize E(v) = 0, potom téz § = 0. Jestlize § # 0,

potom (1) nékterd méfeni ndpadné vybocuji.
V modelu

1
Y - fO ~ Nn (F(S/B + 5'4'(6/6)7 2) (3)
plati E(v) = M%ﬂfl%&(é,@) atedy v'E v ~ X7(6), kde

1 -1\’ —1
5:111’(5;3)(1\/1% )2—11\/11% K (5)
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(v pripadé, ze outliery se nevyskytuji).
Necht 0y,—k maz je FeSenim rovnice

P{Xi—k((sn—k,mam) > XZ,_k(O; 1- Ol)} = +e¢,

kde € > 0 je dostatecné malé redlné cislo.
— / —
Jestlize 1r'(03) (M% 1) S 'M2 'k(08) < 6n—kmas, Potom test (2) mi-
Zeme pouzit v modelu (3) s malym zvySenim (¢ > 0) rizika a.
Definice 2.1 The Batesova a Wattsova mira vnitini kiivosti K (") (3,) (viz
[2]) modelu (3) v bodé 3, je

K (int) (,30) = sup { \/R’((SB)(MFEMF)JFK((S['}) 08 € Rk} ]

33'Cop

Jestlize uvazime definici 2.1 a predchozi vypocty, lze vyslovit lemma
Lemma 2.2 Jestlize

677.— max
58/ Cop < oY kmax

Kni)(B,)
potom v pfipadé absentujicich outliert
PVETIvZXE 4 (01—a)} <a+te
Vzhledem k Schefféové véte [8]
VETY <01 - )

& V{he R"}h'v| < /x2_,(0;1—a)

x/h/(Z — FC-1F/)h,

7 ¢ehoZ nerovnost

(€)' > /X34 (01 = a) [{E ~ FC- 1T},

implikuje, Ze anebo ité méfeni je outlier, anebo test ovliviiuje nelinearita. (Dluzno
poznamenat, Ze uvedena formulace Schefféovy véty je disledkem dvou fakta, tzn.
P{v € M[Var(v)] = M(Z - FC~'F)} =1 a X! je jednou z verzi zobecnéné
inverze (cf. [7]) matice ¥ — FC~'F’.)

3 Linearizacni oblast pro test T

Ly, = {55 :63'CoB < Q\W}

MnozZinu

K(n)(8)

nazveme lineariza¢ni oblasti pro nulovou hypotézu Hp v modelu (3).
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Jestlize s praktickou jistotou vime, ze 63" € Lpg,, kde 63" = 8" — 3,,
potom test T mﬁieme pouéit S maljfm zvétéenim rizika av nelineérnim modelu

RPN

testu T.
Let E(Y;) = fi(B) + A;, kde A; # 0. Potom parametr necentrality

testové statistiky 7" v modelu (3) je

(n k)

§oM =

i

B”(w) + eE”)Az} (MpSEMp)*

X [;n(éﬁ) + el(-")Ai]

im’(&ﬂ)(MFEMF)J%((Sﬂ)
+A; {(MpEMp)"}, k(08)
+A? {(MFEMF)JF}M )

Jestlize 61" Aja mm je TeSenim rovnice

PG LG8 = (051 - ) | =
= P{X%—k<A? {(MFEMFVL,Z») > X1 (0;1 — a)} —,
potom lineariza¢ni oblast pro silofunkci testu 7' v alternativni hypotéze A; # 0
je
{5,3 AT {(Mp=Mp) T}, n "(68)(MpEMp)tk(58)
+A {(MpEMp) T}, msg)>5” o}

A;,min

V nésledujicim textu pouzijeme oznaceni
n
A= {(MpEMp)}, F,
j=1

Potom {(MrEXMp)*}, K(08) = 568 A;60.

Protoze V{68 € RF}1k/'(B(MpEMp)*k(68) > 0, plati nésledujici tvr-
zeni.

Véta 3.1 Jestlize

58 A8 = 5 [80, - AT {(Me=Me) .

potom efekt nelinearity modelu (3) na hodnotu silofunkce v alternativni hypo-
téze A; # 0 je mensi nez €.
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Poznamka 3.2 7 hlediska praktického uziti je rozumné definovat linerizac¢ni
oblast pro silofunkci v alternativé A; # 0 nasledovné

La, = {w 08/ A08 > % [5(&?753” ~ A2 {(MFEMF)J”}Z_’J }

Protoze hodnota A; je pfedem neznamé, je uziteéné vysetfit funkci

1,1

gi(8) = [580) — a2{ (M) )

S ohledem na jeji prabéh mutzeme posoudit, zda existuje dostatecné vysoka
pravdépodobnost, ze 63" € L, (viz téz numerické piiklady v dalsi sekci).
Jestlize 68" € Ly, N La, a soucasné

{(vh! 2 /X201 - a)y /{5 ~ FC-1F"},
potom hypotézu F(v) = 0 odmitdme kvili itému méfeni. Tedy predpokladame
{E(Y) - fo}l - {Féﬂ n 5,4(55)}' + A, kde A; #0.

V dal$im uvazime model

Y — fy ~ N,(F6B + ™A, %) (4)

}, A e R

misto modelu (1) a model
1
Y —f~ N, (Faﬂ + 5 (08) + el A, 2) (5)

misto modelu (3). Déle predpoklddame r(F, ez(»")) =k+1<n.
Lemma 3.3 Nejlepsi odhady parametrii 3 a A; v modelu (4) jsou

5B, = 08— CIF'E ™A,
~ Ni(38,C71 + CIFE e[ ({(MFEMF)Jr}Z Z_)_l

x(eg"))’E*lFC*l),

A = ({(MFEMFW} )_12@«;

1,1

1
~ (Ai’ {(MFEMF)+} >

1,7

v=MZ(Y_f), == {2*1}_ .
Lemma 3.4 Nechf nulovd hupotéza v modelu (4) je Hy : A; = 0 versus
alternativni H, : A; # 0. Testova statistika je v tomto pripadé
Touti = AH{(MpEMp) i ~ X3 (9),
§ = [E(A)H{(MpEMp) }ii = AH{(MpEMp) )i
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4 Linearizacni oblast pro test T, ;

Statistika Ty, z lemmatu 3.4 mé rozdéleni v modelu (5) x%(éout’Ai), kde

s = {o({armnany ] ) 'y

X{(MFEMF)+}, , :

0,7

- [or (fonemmn ) ) i),

2,

S0 {vpmmp) )

_ [Ai + %({(MFEMF)JF}McSB’Aiéﬁ] ’

x{(MFzMF)+}_ } (6)

9,0

Definice 4.1 Mira nelinearity pro test T,y je

out J
o (By) = Sup{(w?éfﬁ) 083 € R’“}

QOB) = K (6B{(MrIMp)*}, ({(Mp=Mp)T}, )7

X{ MFEMF +} n(éﬁ

Plati nasledujici tvrzeni.
Véta 4.2 Jestlize A; = 0 a 01,maqz je TeSeni rovnice

P{X?((Sl,maz) Z X%(O, 1— Oé)} =qa+ g,

potom

53" €448 56’056 < 27”61”””
Y (By)

= P{Tput; > X%(O; l1—a)}<a+e.

Poznamka 4.3 Vzhledem k vété 4.2 lineariza¢ni oblast pro nulovou hypo-
tézu A; = 0 v modelu (5) je

(5 max
Lty outs = 4 08 : 66'CHB < 2 .
Ci"""(Bo)

Pokud se jedna o silofunkeci testu 75, ;, lineariza¢ni oblast pro alternativu
A; # 0 muzeme urcit analogicky jako v sekci 3.

Jestlize A; # 0, potom testova statistika T, ; v modelu (5) mé rozdéleni
X3 (O(out,a,))s kde O(oue,a,) je dand vztahem (6).
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Necht d(a,, min) je FeSenim rovnice

_ P{Xf(Af{(MFEMFﬁ} ) >\ 2(0;1 — a)} —e.

R
Protoze

v{s8 ¢ Rk}in’(éﬁ){(MFZMp)Jr}i ({Mp=Mp)*} )

x{(MrEMp)"}, K(38) 20

6(out,Ai) =

= {(MpEMp)*}, A2 + Ai({(MFEMFﬁ}M)_l

<00 AoB + 1/ (68) { (MpEMp) )

x({(Mp=Mp)*, ) _1{(MF2MF)+}Z_’@(5@,

miizeme vyslovit nasledujici tvrzeni.
Véta 4.4 Jestlize

-1
{(MFEMF)+}2‘,¢A? +4; ({(MFZMF)+}1‘,¢>
x86'AidB > A, min,
potom

P{X%(é(out,Ai) 2 X%(Ov 1- O[)} Z

> P{X%<{(MFEMF)+}iiA?> > x3(0;1 — a)} —e.

83

Lineariz¢ni oblast pro test T, ) v alternativé A; # 0 definujme nésledovné

, 1
LA out) = {5,5' 108 A8 > K{(MFEMF)+}

i 2,

x B mimg — A?{(MFXMFV}Z.J }

Protoze hodnotu A; pfedem nezndme, je rozumné vySettit funkci
9(i,0ut) (A) =
1
= Z{(MFZMF)JF}_ _[5(Ai,min) - AZ{(MFZMF)+}_ _]7

AeRt
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v dostateéné velkém okoli odhadu 31

Vzhledem k lemmatu 3.3. odhad ﬁl and jeho konfiden¢ni oblast umozni po-

soudit, jestli §3™ € L(A; 0ut) VL (Hy,out) 8 dostatecnd vysokou pravdépodobnosti.
Jestlize to plati, potom statistiku T{4,s,;) miZeme pouzit v nelinedrnim modelu

(5)-
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Abstrakt: The linear regression model in which the vector of the first order
parameter is divided into two parts: to the vector of the useful parameters and
to the vector of the nuisance parameters is considered. Constraints of the type
I are given on the useful parameters. We examine eliminating transformations
which eliminate the nuisance parameters without loss of information on the
useful parameters.
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1 Introduction, notations

The following notation will be used throughout the paper:

R the space of all n-dimensional real vectors;

Up, Amon the real column p-dimensional vector, the real m x n
matrix;

A r(A) the transpose, the rank of the matrix A;

M (A), Ker(A) the range, the null space of the matrix A;

A~ a generalized inverse of a matrix A (satisfying AA~A = A);

AT the Moore-Penrose generalized inverse of a matrix A

( satisfying AATA = A,/ ATAAT = AT (AAT) = AAT,
(ATA)Y = ATA);

Pa the orthogonal projector in the Euclidean norm onto .Z (A);
Ma=1—-P4y the orthogonal projector in the Euclidean norm onto ,//J'(A);
Iy, the k x k identity matrix;

Om.n the m x n null matrix.
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If M (A) C A (S), Sp.s.d., then the symbol P, denotes the projector pro-
jecting vectors in .# (S) onto . (A) along .# (SA™). A general representation

of all such projectors P35 is given by A(A’STA)~A’S™ + B(I —SS™), where B is
arbitrary, (see [6], (2.14)). M5 =1-P% .

Let N, , is p.d. (p.s.d.) matrix and A,,, an arbitrary matrix, then the
symbol A;L(N) denotes the matrix satisfying AA;(N)A = A and NA;(N)A =
(NAT_n(N)A)’. [ A;L(N)y is any solution of the consistent system Ax = y whose
N-seminorm is minimal, see [3], p.151 |.

Assertion 1 (see [2], Lemma 10.1.35)
Let X be any n X k matriz and ¥ ann X n p.s.d. matriz.
(i) If X is p.d., then

(MxEMy)t =571 - S IX(X'S7IX) " X'2~! = - 1M% .
(i)
(MxEMx)t = Mx(MxEMx)t = (MxEMx)tMy = Mx(MxSMy)TMy.

Let us consider following linear model with nuisance parameters

Y ~ [(X,S) <f> %], % known matrix, (1)
where Y = (Y1,...,Y,) is a random observation vector; 3 € R* is a vector of

the useful parameters; x € R is a vector of the nuisance parameters; X,, ». is a
design matrix belonging to the vector (; S, ; is a design matrix belonging to
the vector k.

We suppose that
1. E(Y) = X3 + Sk, V3 € R*, Vr € R,
2. var(Y) = X is not a function of the vector (8, x')’.

If matrix ¥ is positive definite and r(X,S) = k 4+ | < n, the model is said to be
regular, (see [2], p.13).

Parametric function f’/3 is unbiasedly estimable in model (1) ifff € .Z (X'My),
see [5], Remark 2.

There are situations in the practice that auxiliary information on the vector
of useful regression coefficients 3 is known, it means that the parametric space
for 3 is not R* but its subset only,

B € {ucRF:b+Bu=o}, (2)

where B is a ¢ x k known matrix. Since no assumption on the r(B) is considered,
it must be assumed that a given g-dimensional vector b satisfies b € .# (B). This
constraints on the useful parameters will be called constraints of the type I



Eliminating transformations for nuisance parameters 87

In the literature there are investigated properties of estimators of the para-
meters 3, k in model (1) under constraints (2), see for example [1], [4]. In cases
when we are interested on useful parameters only it is possible to simplify model
(1) by the propriate eliminating transformation, see [2], [3], [5].

In this paper we unite both of the procedures mentioned. Firstly we use eli-
minating transformation and then we add constraints to the transformed model.

2 Constraints of the type I in the transformed

Our task will be to eliminate the matrix S belonging to the vector of nuisance
parameters, i.e. we consider the following class of eliminating matrices

T={T:TS =0},

where T is matrix of the type r x n.
That leads us to linear models

TY ~ [TXB,TET'). (3)

If we now add constraints (2) to the model (3), we get model
TY X TyT, O
(5) ~ ()2 ("7 5)] ®

Remark 1 Linear function f’3 + a,f € RF,a € R is unbiasedly estimable in
model (4), iff
fe . #(XT,B).

It can be proved as follows: f’( is in model (4) unbiasedly estimable iff there
exists statistic g’ TY + ¢, g € R",c € R such that

E@TY+c)=gTXB+c=f'B+a,V3< (TX—f )3+ (c—a)=0
& there exists vector k € R? such that kB =g'TX —f' A kb=c—a.

Because ¢ can be chosen arbitrarily, the necessary and sufficient condition for
unbiasedly estimable function is

gTX—KB=f & f=XTg-Bk < fe.ZXT B).

Theorem 1 For the BLUE in the model (4) holds

T3 = PS03

Proof. According to Theorem 3.1.3. in [2]

—

(5)2=(%) [erenem o] (5)
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-(3) fpemm { (TS5 () e} ()

vy o [(TET, 0 TXX'T, TXB'\ |~ [/ TY
x(XT,B){( o O)+<BX’T’, BB’ b )

where the formula

AL vy = (N+AA)TAAN +A'A)~AT™,

was used. By the help of the Rohde’s formula for g-inverse of the p.s.d. partiti-
oned matrix (see [2], Theorem 4.1.40) we can write

(T[E +XXT, TXB’) _ ( )

BX'T, BB’ [21]
Where
= [T(Z 4+ XMpX)T",
= —[T(Z + XMpX)T'|"TXB'(BB')~
= — (BB ) BX'T'[T(Z + XMz X)T'|~
= (BB')~ + (BB') " BX'T[T(X + XMz X')T']~TXB'(BB')~.

Then (we use Moore-Penrose g-inverse matrix for the sake of simplicity)

(X'T,B) 11 12 TX
21 22

= MpX'T/(T[S + XM X]T)"TXMp + Pg]*,

>\
(%)
- (Tx> {MpX'T(T[EZ + XMpX|T) " TXMp/|* + P }(X'T',B")

(BB ()

After some calculations we get

(5) 8- (P[T)EEJ;‘MB’X Y M e T TXB’<BB’>b)
B - —b ’

thus

In the course of the proof following assertion has been used

AB=0 A BA'=0 = (A+B)" =AT +B™.
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Theorem 2 The covariance matriz of the estimator 'ﬁ(\ﬁ in model (4) is
var[TXB] = TX{[Mp X'T' (T[S + XMp X ]T) " TXMp/ ]t — Mp }X'T’.
Proof

var[TXP] = P[TT)((EAijB/X”T/“[TZT/+TXMB,x'T’—TXMB,x’T’](P[TT}((EJ\;;(MB’X”T'“)'

=TXMp (MpX'T'[T(Z + XMB/X’)T’}JFTXMB/)+ Mp X' T'[T(Z+XMp X T+
X[T(Z + XMpX)T[T(Z + XMp X)) T T TXMp:
x (Mp XT[T(E+ XMB/X’)T’]JFX'T'MB/)Jr Mp X'T’
~TXMp (M X'T'[T(Z + XMB/X')T']+TXMB/)Jr Mp X' T'[T(Z+XMp X T | T TXMp:
XMp X' T [T(S+XMp X )T T TXMp (Mp XT'[T(Z + XMB/X’)T']+TXMB/)Jr Mp X'T
=TXMp (MpX'T'[T(Z + XMB/X’)T’]+TXMB/)+ Mp X' T — TXMp X'T’

— TX { (Mg X'T'[T(S + XMp X) T TXMp/) = My } X'T.

In the course of the proof we have used Assertion 1, (ii) and following statement
M(TXMp)) C M (TET + TXMpX'T)
Mp X' T'[T(Z + XMp XY T [T(Z + XMp X)T'] = M X'T".

a

Remark 2 If we change the ordering of the procedures described at the be-
ginning of this section, we get the same model . Indeed by joining linear model
(1) with constraints (2), we can write

Y X, S Ié) 3,0
—b B, O k)J'\0,0 /|
. . T, O
The transformation by the matrix o 1) such that TS = O, leeds to the
model (5).

3 Examples of the transformation matrices
The general solution of the matrix eguation TS = O is of the form
T=A(I-S5),

where A is an arbitrary matrix of the corresponding type, S~ is some version
of generalized inverse of the matrix S.
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If we choose S™ = (S”WS)~S'W, where W is an arbitrary p.s.d. matrix such
that
M (S = M (S'WS),

then T = AMEV, A arbitrary, where Mgv is given uniquely.
First we confine us to the transformation matrix

a) T=MY,

i.e. we consider transformed linear model

MEY ~ [MEXB,MY (MY ). (5)

Thus model with constraints of the type I is following
MEYY [ MgX 5 MY 2y(ME), O (©)
=b B ’ O, o/
It can be proved (see [5], chapter 3) that

M(Ms) = A (M),

thus
M (X'Mg,B) = A (X' (MY) B,

i.e. the classes of the estimable functions g’ in model (1) with constraints (2)
and in model (6) are identical.
According to Theorem 1, Theorem 2

W, MY (S+X Mg XY (MY)T+ _ _
MY X3 = U XM DO MLy 4 B/ (BBY) ] ~ MY XB/(BB') b
4 +
= MY XM/ [MB,X'(MY!)’ (MEV(E +XMB,x’)(MgV)’> MY!XMB,}
+
X' (MY (MEV(E—FXMBfX’)(MgV)’) MY [Y+XB'(BB')~b]—M% XB'(BB')"b.
var[M¥ X0

_ +
= MY'X { [MB/X’(M?’)’ (Mgv[z - XMB/X’](MS’)’) MZ,VXMB,} — Mp/ } X' (M%)

Remark 3 If the matrix ¥ + XMp/X' is regular or if
M) C M+ XMpX'),

it can be proved that (see [5], Lemma 1)

+
(MY) [MY (+XMpX)(MY) | MY = [Ms(S+XMp X )Ms] "
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Then
MY X3 = MY X (Mg X' [Mg(E + XMp X )Mg]*XMp,) " X [Mg(Z+XMp X' )Mg]*

x (Y + XB'(BB')"b) — MY XB'(BB) "b.

var[MY XA = MY X {MpX' Mg (E + XMz X )Mg] TXMp/ ] " — Mz} X' (MEY'.

‘When we choose transformation matrix

b) T= MU’
we get the model with constraints

MgMXZMX)+Y N X ﬁ7 MgMXZZ\/IX)+E(MngIXEMX)+)/7 0
b B 0, o)’

because it is . N
M(SMXEMX) S—0, M(SMXEMx) X = X,

In this model

P MxsMx)t MxSMx)t
X3 — P[Mé XEMOT 5 (MR EMXO )’+XMB,X/]+M(MX2MX)+Y
=Xy s

+ +
(M M T 5 g MX MO M X o e —
~Mys XB'(BB') b,

—~ _ +
var[Xp] = X { [MB’X/ (ME‘;*MXZMX)+E(MES‘MXEMX)Jr)/ + XMB/X’) XMB/] - MB/} X'

If we suppose, that
MX) C MX[MgEMg]TX), (7)

we can use transformation matrix
+

c) T=pMsaMs)

that leads to the model

(pgé”siﬂssﬁv) . Ké) 5 (X(X/[Mszgﬂ’sﬁx)x/v 8)} |

because under assumption (7) it is

PRIsPM T =X, PQIEEMTs — o

)
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pMsBMs)" 5 pUMSEMS)Tyr X/ [M g SM 5] X)X

)ZB _ P[;(g;[MszMsﬁ)()*X’+XMB/X’]+ P%WSE]\/IS)'*'Y

_M[)?(Jéj):/[AISEMS]‘*'X)_X'+XJVIB,X’]+XB/(BB/)—b

- {XMB/ [MB/X’ (XX (MgEMg)tX] X' + XMB,X’)+XMB/} M X
—XMB/X’}(MSEMS)+[Y + XB'(BB')"b] — XB'(BB')"b.

Uur[)@]

Jr
- {x [MB,x’ (XX (MgZMg)*X]~X' +XM’BX’)+XMB,} X — XMB,X’} (MgSMg)*
+ /
x ({x [MB,X/ (X[X’(MSEMS)+X]‘X’+XM33X’)+XMB,} X/—XMB,X'}> .

Remark 4 For the classes of unbiasedly estimable functions in model

Pg?ISEMS)+Y - [PS(MSEMS)JrX/B, P(}éwSZMsﬁE(Pg(MSZMS)*),L

and in model (1) is valid
AKX (PYEMTY g (XM),

ro)t
because ify € ,///([PgéwszMs) ]'), there exists u € R™ such thaty = (PQISZMS)JF)’U.

Theny'S = u’Pg(MSEMS)JrS = o,i.e.y € # (Mg) and thus ,/%[(Pg?dSZMS)+)’] C
%(Ms).

4 Another transformations of regression models
with nuisance parameters

Let us consider model (1)
Y ~[(X,S) <§> ,2], ¥ known matrix.

Let the covariance matrix ¥ of the observation vector is p.s.d. matrix and
let ¥ = UU’, where U is a matrix of the type n x r(X).
Suppose that we transform model (1) by the matrix T such that

TX=TX, TS=0, TU=U,
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then we obtain regression model without nuisance parameters and with the same
covariance matrix

TY ~ [TX3,%].
How to find the matrix T?
The equation T(U,S) = (U, O) is solvable if and only if (see [2], Theorem 10.1.6,
Theorem 10.1.13)

(U,0)(U,S)"(U,S) = (U,0) < //(%) c //(2)

i.e. if there exists matrix E such that
U _ U'E
o) \SE)’

SE=0 <& M (E)C Ker(S")=.M#(Ms),
UMsA =U’ for some A = A (U) Cc #(UMs) = .# ) = M (UMs).
It follows from the last equality (see [2], Theorem 10.1.34) that
M) N A (S) = {o}.

If we will use this transformation, we can follow the statements in [2], Chapter
4, 4.2. by substitution X — U.

it means that

II. | Let us consider the situation described in . Transformation by the matrix
T satisfying
TX=X, TS=0 TU=U,

gives the model

TY ~ [X3,%].
The equation T(X,U,S) = (X, U, O) is solvable iff
X X
(X,U,0)(XU,S)"(X,U,S) = (X,U,0) = .#Z | VU | cHa| VU |,
0 s’

i.e. iff there exists matrix F such that
X' =XF, U=UF, SF=0,
it is iff
X' =X'MgB for some B, U =UMgB
s MX) c MXMg), M) C M (UMg)
s MX)NMS)={o}, M (X)NAMS)={o}.
In situations satisfying this conditions, we can use theory in [2], Chapter 4, 4.2.
by substituting X — (X, U). Examples of the useful transformation matrices
are

+ ) T
T= M[SM(X'U>WM(X’U)] or T= PE];SUW)/MS] , W arbitrary p.d. matrix.



94

Pavla Kunderova

References

1]

2]

(6]

Fiserova, E., Kubacek, L., Kunderova, P.: Linear statistical models: regu-
larity and singularities. Accepted in Academia, Praha.

Kubéacek, L., Kubackova, L., Volaufova, J.: Statistical models with linear
structures. Veda, Publishing House of the Slovak Academy of Sciences,
Bratislava 1995.

Kubacek, L., Kubackova, L.: Statistika a metrologie. Nakladatelstvi Palac-
kého univerzity, 2000.

Kunderova, P.: Regular linear model with the nuisance parameters with
constraints of the type I. Acta Univ. Palacki. Olomuc., Fac. rer. nat., Mathe-
matica 40 (2001), 151-159

Kunderova, P.: Eliminating transformations for nuisance parameters in
linear model. Acta Univ. Palacki. Olomuc., Fac. rer. nat., Mathematica 42
(2003), 59 - 68.

Nordstrom, K., Fellman, J.: Characterizations and Dispersion-Matriz Ro-
bustness of Efficiently Estimable Parametric Functionals in Linear Models
with Nuisance Parameters. Linear Algebra and its Applications 127 (1990),
341-361.



\{E, Olomoucké dny aplikované matematiky,
/ ODAM 8 (2006) 95-119

Edikt o zemépisné délce a prvni
statistické algoritmy pro aproximaci dat

JAROSLAV MAREK! A ROMAN PAWINSKI?

L Katedra matematické analyjzy a aplikaci matematiky
Prirodovédeckd fakulta Univerzity Palackého
Tomkova 40, 779 00 Olomouc
e-mail: marek@inf.upol.cz

2 Nejuyssi kontrolni virad, Jakovcova 1518/2, 170 00 Praha
e-mail: romario_@email.cz

Abstrakt: Cilem clanku je uvést nékteré historické postupy pro zpracovani
dat a uvést ulohy, které prispély k vytvoreni téchto algoritmai.

V prispévku budou prezentovany pruni pokusy o resent nekonzistentnich rov-
nic a prvni algoritmy pro aproximaci dat primkou. Na uloze meveni délky po-
ledniku bude provedeno vzdjemné porouvndni téchto algoritmi a vysledky budou
také porovndny s odhadem ziskanym metodou nejmensich ctverci.

Velkym impulsem pro hleddni téchto algoritmiu byla astronomickd meérent
shromdzdénd v souvislosti se Zemépisnou soutéZi anglické krdlovny Anny (viz
[2)).

Klicova slova: Mayerova metoda primérti, Boskovi¢ova metoda, Laplaceova
metoda, Lambertova metoda, metoda nejmensich ¢tvercd, linearni regrese.

1 Soutéz o zemépisné délce a historie aproxi-
mace dat primkou

Koncem 18. stoleti se nahromadila astronomicka pozorovani planet, podobné se
nahromadil bohaty materidl ze stupnovych méfeni k uréeni rozmért Zemé ceka-
jici na vyrovnani. Metoda Cotesova, medidn ani pfiblizny zpusob skupinového
vyrovnani, které navrhl Mayer (17. 2. 1723 — 20. 2. 1762), nemohly uspokojit
teorii ani geodetickou praxi, které zadaly také odhad pfesnosti a stupné spoleh-
livosti vysledkti méfeni a vyrovnani.

Dalsi metody pocet navrhli Joseph Louis Lagrange, Roger Josip Boskovic,
Johann Heinrich Lambert a Pierre Simone Laplace.

V dalsi kapitole se budeme nékterymi algoritmy zabyvat podrobnéji (Mayer
— str. 100, Boskovi¢ — str. 103, Laplace — str. 110, Lambert — str. 108).
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Popsany stav byl také mocnym podnétem k hledani nejvhodnéjsi metody
vyrovnani a vzniku MNC.

Velkym impulsem pro hledani téchto algoritmt byla také astronomickd meé-
feni shromazdénd pti Zemé&pisné soutézi anglické krdlovny Anny (viz [2]).

2 Vypsani soutéze

Soutéz byla vypsana poté, co anglicka flotila se Sirem Clowdisleym na lodi As-
sociation mylné stanovila zemépisnou délku a ztroskotala u ostrovi Scilly cca
dvacet mil od jihozapadniho cipu Anglie. Oné mlhavé noci 22. ¥ijna 1707 se
tyto ostrivky staly ndhrobnim kamenem bez napist pro dva tisice muzi z voj-
ska Sira Shovella Clowdisleyho. Jen dva muzi se dostali na bieh zivi. Jednim
z nich byl sam Sir Clowdisley. Jakmile vSak omdlel vycerpanim na pobfeznim
pisku, tdajné nasla jeho télo jakasi mistni Zena, ktera prohledavala plaz. Zalibil
se ji smaragdovy prsten na jeho ruce. Jeji chtic a jeho vyc¢erpani byly pomocniky,
diky nimz admiréala bez obtizi zavrazdila. Plaz se dnes nazyva Land’s End.

Ztrata flotily jen korunovala dlouhou sagu moteplaveckych strasti, které na-
motniky doprovazely predtim, nez dokazali stanovit polohu podle zemépisné
délky. Tato ztrata, k niz doslo v bezprostfedni blizkosti nadmotnich center An-
glie, katapultovala problém stanoveni zemépisné délky na ¢elné misto zZebiicku
statniho zajmu.

Stin dusi namornika Sira Clowdisleyho uspisil vydani slavného Ediktu o ze-
mépisné délce z roku 1714, v némz byla pfislibena odména 20 000 liber sterlingti!
za vyteSeni problému zemépisné délky s piresnosti na pil stupné hlavni kruznice,
15 000 liber sterlingti za metodu s piesnosti na dvé tfetiny stupné a 10 000 liber
za metodu s presnosti na jeden stupen.

8. Cervence 1714 ve Westminsterském palaci na zasedani vytvorené parla-
mentni komise ¢te Edmond Halley expertni posudek Sira Isaaca Newtona. V
referatu Newton shrnul existujici prostfedky pro méreni zemépisné délky a pro-
hlasil o nich, Ze veskeré jsou teoreticky spravné ale obtizné proveditelné. Jednim
(postupem) je pfesné méfeni ¢asu hodinami, avSak z divodu pohybu lodi, tep-
lotnich odchylek, zmén vlhkosti a rozdilu v zemské pritazlivosti na rozdilnych
zemépisnych $irkach nebyly dosud takové hodiny vyrobeny a ani s nejvétsi prav-
dépodobnosti nebudou. Aby si jejich strijce zaslouzil cenu 20 000 liber, nemohli
by se od presného ¢asu odchylit o vice nez 3 sekundy za 24 hodin.

Podle tehdejsich znalosti a pfesvédéeni mohla odpovéd prijit pouze z oblohy,
tedy z Casomiry vesmiru, a nikoliv z obycejnych kyvadlovych hodin.

Byla ustanovena Rada pro zemépisnou délku. V té se sesli védci, namorni du-
stojnici a vladni tifednici — jejich tikolem bylo dohliZet na udileni ceny. Clenem
Rady se stava i ¢len profesorského sboru Cambridge Isaac Newton (4. 1. 1643 —
31. 3. 1727). Tato rada podle Ediktu mohla udilet odmény pro financovani
nadéjnych napadi vedoucich k feSeni.

L1Odpovida dnesni hodnoté nékolika miliont dolarti.
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Nadéje na feSeni je vkladana do astronomie a do metody lunérnich vzda-
lenosti. Dalsi navrzené metody urceni zemépisné délky byly zalozeny na vza-
jemné poloze magnetického pélu a Polarky — Edmont Haley (8. 11. 1656 —
14. 1. 1742), na poloze hvézd noéni oblohy — Samuel Fyler, ¢i zatméni Jupite-
rovych satelitth — Isaac Newton.

Za nejnadéjnéjsi je povazovana metoda lunérnich vzdalenosti. Diky Newto-
nem formulovanému univerzalnimu zakonu gravitace byly pohyby mésice 1épe
pochopeny a snaze se daly predvidat.

S vynalozenym tsilim se nakonec astronomtm podarilo vytvofit jeden z pi-
litt metody lunarnich vzdalenosti: stanovili pozice hvézd a studovali pohyb Mé-
sice.

Pro zdokonaleni metody uz jen zbyvalo vytvorit podrobné lunarni tabulky,
které by prevedly zjisténé hodnoty do hodnoty zemépisné délky. To se ale uké-
zalo byt tim nejobtiznéj$im problémem. Slozitost obézné drahy Meésice mafila
pokrok v urcovani vzdalenosti mezi Mésicem a Sluncem, rovnéz mezi Mésicem
a hvézdami.

Ukolu se zhostil némecky kartograf Tobias Mayer (17. 2. 1723 — 20. 2. 1762),
kterému se budeme vénovat podrobnéji. Vytvoril prvni soustavu lunarnich tabu-
lek pro umisténi Mésice ve dvanactihodinovych intervalech. Neocenitelnou po-
moc mu poskytla spoluprédce s Leonhardem Eulerem (15. 4. 1707 — 18. 9. 1783),
ktery zjednodusil vzajemné pohyby Slunce, Zemé a Mésice do soustavy rovnic.
Mayer navrhl jako prvni metodu pro feSeni nekonzistentni soustavy linedrnich
rovnic. Mayer se nikdy nezmylil v tihlové vzdalenosti vice nez o 1,5 minuty. Ma-
yer se ocenéni nedozil, ale jeho Zena obdrzela odménu ve vysi 3000 liber. Dalsich
300 liber obdrzel Euler za své zakladni teorémy.

Tézkopadna metoda lunarnich vzdalenosti vSak vyzadovala prilis mnoho as-
tronomickych pozorovéani, konzultaci s efemeridami a opravnych vypocta, coz
predstavovalo prili§ mnoho krokt, béhem nichz mohlo dojit k pochybeni.

Prvni svazek Namorniho almanachu a astronomickych afemerid dokoncuje
Nevil Maskelyne (5. 10. 1732 — 9. 2. 1811) v roce 1766. Almanach samotny je
vydavan dodnes.

Stane se ale to, co Newton povazoval za nemozné. John Harrison komisi pred-
klada chronograf s pozadovanou presnosti. Vitézstvi nakonec nepatii hvézdam,
ale Casu. A to prestoze ¢lenové komise ménili pravidla soutéze, kdykoli to uznali
za vhodné, aby tak upfednostnili astronomy pred mechaniky.

Pribéh celé soutéze je poznamenan nékolika skandély a dlouhé snazeni védct
je zesmésnovano. Divody nyni uvedeme.

Napft. dne 10. 12. 1717 list Englishman a Guardian informuji o velkolepém
ohnostroji a otiskuji informaci, ze byl financovan Radou pro zemépisnou délku.
Ta vyplatila zalohu 10 000 liber profesorim matematiky z Cambridge Wiliamu
Whistonovi a Humprey Dittonovi, ktefi navrhli tzv. ,, Novou metoda urcovani
zemépisné délky na mofi i na sousi“. Metoda spocivala na vystielech — vidi-
telnych na vzdalenost 100 mil — z dél na lodich strategicky zakotvenych na
signalnich stanovistich. V pribéhu ohnostroje bylo zjisténo, ze vystiely z déla
dosédhnou do vysky 6 440 stop. Dale se zjistuje, Ze za 1000 liber pfibuzny prvniho
ze jmenovanych vypracoval legislativni podporu signdlnich stanovist. Po zjisténi
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uvedenych skuteénosti jsou oba vylouceni z profesorského sboru Cambridge.

Jako tspésna metoda je vyhodnocen ,Prasek souznéni* Sira Kenelma Di-
gbyho. Vse spocivalo v nalodéni zranéného psa na palubu lodi, na bfehu musela
zustat o ispésnosti metody presvédcend osoba, kterd denné v poledne naméacela
obvaz ze psi rany do roztoku prasku. Pes v reakci na tento tikon mél stékat a tak
poskytnout kapitanovi kli¢ k uréovani ¢asu. Psi narek znamenal, Ze v Londyné
je Slunce na nultém poledniku. Tak mohl kapitan porovnat ¢as na lodi s casem
v domovském pristavu a tudiz stanovit i pfesnou zemépisnou délku. Noviny pisi,
7e se Anglii sméje nejen Francie ale celd Evropa.

Mapovanim oblohy se zabyva Kralovska observatof v Cele s Flamsteedem
(19. 8. 1646 — 31. 12. 1719). Ten ale vysledky étyticetiletého méfeni stéle neu-
vadi. Newton a Halley tajné kradezi ziskavaji Flamsteedovy zédznamy a piratsky
je zvetejnuji jako hvézdny katalog v r. 1717. Flamsteed shromazduje 300 ze 400
vytiskid a tyto pali.

Pfed vydanim Maskelynova almanachu noviny sarkasticky uvadi, ze problém
zemépisné délky je jiz vyFeSen a jeho autor, zndmy mali¥ William Hogarth (1697
— 1764), ho zndzornil na sténu své cely ¢. 55 tistavu pro dusevné choré Bedlam
Asylum (dnes Bethlem Royal Hospital v Londyné).

Obrazek 1.: The Rake’s Progress No. 8

Je také otisténa basen, ktera komentuje pribéh soutéze (pieklad viz [2])
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Hvézdny zavod

Dva mésice minuly, ¢as plyne

a deset muzd vrhlo se hrdinné
do zkousky svého uméni i sil,

by Flamsteediv se vrchol priblizil

Vsak opatrné, pane Maskelyne,
vy prohnany své védy harlekyne,
nemyslete, ze zvitézite klamem ...

Vzdyt velkym soudcem, jehoz zatim
cena,
je spravedliva priroda vznesena.

Odkaz na soutéz lze vidét i v Gulliverovych cestach, kde se kapitan Lemuel
Gulliver predstavi slovy, Zze je nemajetny, nesmrtelny a zivorici stafec odkazany
na almuzny, vidi klady takovéto moznosti v potéseni vidét navrat rtiznych ko-
met, vidét, jak mocné feky vysychaji a stavaji se z nich mélké potucky, a byt
svedkem objevu zemeépisné sirky a délky, objevu nekonecného pohybu, univer-
zdlni mediciny a mnoha dalsich velkych vyndlezi, dovedenych k nemyslitelné
dokonalosti.

Po smrti Newtona se stavad predsedou Rady pro zemépisnou délku Nevil
Maskelyne, paty kralovsky astronom. Ten nevdha ucinit cokoliv, aby prosadil
svého chranénce Tobiase Mayera a zabranil vitézstvi Johna Harrisona. Noviny
otiskuji jeho dopis priteli: ,,Kdyby nebylo toho zpropadeného mechanika, uz
davno jsme si mohli s panem Mayerem rozdélit hlavni cenu.*

Nastava soudni spor Rady s vynalezci chronografu.

Zjistuje se, ze pti testovacich plavbach byly hodiny iimyslné Maskelynem po-
skozovany (napt. uplaceni nosi¢i hodiny upustili z prudkého schodisté u budovy
admirality, na lod byly pfepraveny po neodpruzené kaie, na lodi byly umistény
na slunci, doslo k poskozen{ hodin pfi natahovani).

Nejvyssi odménu v soutézi nakonec piece jen ziskavad John Harrison. Jeho
chronometry H-1, H-2, H-3 a H-4 byly schopny dosdhnout velké pfesnosti meé-
feni ¢asu. Harrison uspél pres vSechny prekazky s pouzitim ¢tvrtého rozmeéru —
casového — ke spojeni bodi na trojrozmérném glébu. Vyrval tajemstvi orientace
hvézdam a uzamkl jej do hodin. Model H-4 dokazal urcit zemépisnou délku s
presnosti na deset mil — t¥ikrat presnéji nez pozadovaly stanovy Ediktu. Po
jedenaosmdesati dnech na moii se zpozdil o pouhych pét sekund. Pti dalsich
zkouskach ale model neuspél. Nékteri se ani netajili ndzorem, ze Maskelyne po-
skodil hodiny hrubym zachazenim pfi natahovani nebo je uhranula jeho zla vile
nebo ze zamérné vysledky dalsich zkousek zkreslil. Vyplaceni odmeény bylo vé-
zéno na splnéni dalsich rtznych podminek. Harrison ziskal od Rady 8 750 liber
teprve ¢ervnu 1773 po primluvé krale Jiriho III., ktery osobné provadél kontrolu
funkce modelu H-5. Po deseti tydnech pozorovani mohl konstatovat, ze H-5 se
ukazal byt schopnym mérit s odchylkou jedné tietiny sekundy za den.
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Zajimava je i historie chronometri Harrisonova nasledovnika Kendalla. Jeho
model K-1 mél s sebou na své tieti vypravé Cook. Podle povésti ve stejném
okamziku, kdy byl kapitan Cook v roce 1779 na Havajskych ostrovech zavrazdén,
se model K-1 zastavil. Model K-2 se dostal na palubu lodi Bounty, v okamziku
vzpoury pak model zistava na ostrové Pitcairn.

Pii testovani dalstho Mudgeho modelu dokonce kralovsky astronom Ne-
vil Maskelyne ndhodou zlomil hlavni pruzinu. Mudgetiv syn, pravnik Thomas
Mudge, nakonec na Radé vymohl ¢astku 3 000 liber.

V r. 1791 Vychodoindicka spole¢nost vydava pro své kapitany novy formular
palubniho deniku, kde byly specialné predtistény stranky s kolonkou ,,zemépisna
délka podle chronometru“. V roce 1828 je Vynos o zemépisné délce odvolan.
Paradoxné se clenové rozpusténé Rady stavaji ¢leny komise pro testovani a
schvalovani chronometri pro lodé kralovského velicenstva.

Pravomoc k disponovani s finan¢énim fondem udélala z Rady pro zemépisnou
délku snad prvni oficidlni agenturu pro vyzkum a rozvoj. Radu pro zemépisnou
délku je mozno povazovat za prvni grantovou agenturu v historii (se vSemi
soucasnymi nesvary). Ac¢koliv to nikdo pii jejim vzniku nemohl pfedvidat, Rada
ve své zakladni podobé vydrzela pres sto let. Do svého definitivniho rozpusténi
v roce 1828 rozdélila prostiedky ve vysi pres 100 000 liber.

Paradoxné vsichni ¢lenové Rady pro zemépisnou délku — zaryti odptrci
ur¢ovani zemépisné délky pomoci méfeni ¢asu — se stavaji rozhodnutim parla-
mentu ¢leny komise nové; s ndzvem Komise pro testovani a vyvoj chronograf
pro lodi Jeho veli¢enstva.

3 Prvni statistické metody

3.1 Mayerova metoda priméru

Tobias Mayer (17. 2. 1723 — 20. 2. 1762) se pfi vyvoji metody lundrnich vzdale-
nosti potyka s problémem Feseni soustav rovnic, kdyz méa k dispozici vétsi pocet
rovnic nez je pocet neznamych.

V literatufe [3] je uvedeno 27 Mayerovych rovnic sestavenych z pozorovani
krateru Manilius na mésici.

Cislo rovnice | Tvar rovnice Skupina
1 6 —13°10" = 0,8836cx — 0,4682q sin § I
2 8 —13°8 = 10,9996« — 0,0282¢v sin 0 I
3 8 —13°12' = 0,9899« + 0,1421a sin 6 I
4 B —14°15" = 0,2221« + 0,9750c sin 6 III
5 6 — 14°42" = 0,0006cx + 1,0000¢v sin 0 I1I
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Cislo rovnice | Tvar rovnice Skupina
6 6 —13°1" = 10,9308« — 0,3654 sin 0 I
7 0 —14°31" = 0,0602c + 0,9982¢ sin 0 III
8 B —14°57 = —0,1570cx 4 0,9876 sin 6 II
9 6 —13°5" = 10,9097« — 0,4152c¢ sin 0 I
10 6 —13°2" = 1,0000cx 4 0,0055¢ sin 6 I
11 6 —13°12" = 0,9689« + 0,2476 sin 0 I
12 0 —13°11" = 0,8878c + 0,4602¢ sin 0 I
13 B —13°34' = 0,7549« + 0,6558 sin 6 III
14 B —13°53' = 0,5755a + 0,8178asin 6 11
15 6 —13°58" = 0,3608c + 0,9326¢ sin 0 III
16 6 —14°14' = 0,1302c + 0,9915: sin 0 III
17 8 —14°56' = —0,1068« + 0,9943 v sin 0 11
18 B —14°47 = —0,3363« + 0,9418a:sin 6 II
19 B — 15°56' = —0,8560c 4+ 0,51 70 sin 6 II
20 6 —13°29' = 0,8002cx + 0,5997 sin 0 III
21 8 —15°55" = —0,9952c — 0,0982¢v sin 0 II
22 6 —15°39" = —0,8409« + 0,5412v sin 0 I1
23 0 —16°9 = —0,9429« + 0,3330c sin 0 II
24 8 —16°22" = —0,9768« + 0,2141sin 0 II
25 6 —15°38 = —0,6262c — 0,7797 sin 0 II
26 6 —14°54' = —0,4091« — 0,9125¢v sin 0 II
27 6 —13°7 = 10,9284« — 0,3716cx sin 0 I

Tabulka 1: Mayerovo méfeni

Pro feseni soustavy nejprve Mayer uzil metodu selekce bod@. Vybral tfi
rovnice z 27 rovnic a to takovym zptsobem, aby se hodnoty koeficientu lisily co
nejvice. To by mélo zajistit dobré vysledky neznamych. Volbou rovnic éislo 9,
16, 19 dostal nasledujici soustavu rovnic:

B —13°5 = 0,9097« — 0,4152a sin 0,
6 —14°14' = 0,1302c + 0,9915:sin 6,
8 —15°56" = —0,8560c 4+ 0,5170c¢ sin 6.

Tuto soustavu vyftesil postupnou eliminaci neznamych a zjistil tyto vysledky:
B =14°33', & = 1°40’, 6 = —3°43'.

Mayer ovSsem dospél k nazoru, Ze tato metoda je nevyhovujici, protoze vybér
jinych t¥i rovnic vede k jinym odhaddm. Proto by méla byt zahrnuta vSechna
pozorovani. Idealni by bylo pouzit vSechny mozné kombinace téchto trojic rovnic
a zpriimérovat vysledky; nicméné k tomu by bylo zapotiebi vyfesit (% )=2925
systému rovnic. Neni tedy divu, ze Mayer vzdava tento postup diky jeho pii-
lisné pracnosti. Namisto toho navrhl podobny postup, spocivajici v rozdéleni
27 rovnic do t¥i skupin po deviti (rozdéleni rovnic do skupin je uvedeno v ta-
bulce 1). V kazdé ze skupin pak rovnice secetl a vyfesil takto vzniklé tfi rovnice
(viz nésledujici tabulka).
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Skupina Tvar rovnice
I 0 —118° 8 = 8,4987« — 0,7932cx sin
I 8 —140°17 = —6,1404 4 1,7443sin 0
III B —127°32' = 2,7977a + 7,9649« sin 0

Tabulka 2: Rovnice vzniklé souéty v jednotlivych skupinich

Soustavu fesil opét postupnou eliminaci a dospél k témto vysledktim:

B =14°32, & = 1°29', § = 3°49'.
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projekce vSech Feseni do roviny (81, 52)

vyfez FeSeni v roviné (01, f3) vytez FeSeni v roviné (B2, 83)

Obrazek 2.: Reseni pro rizné trojice rovnic.

Metoda priuméru pro odhadovani parametri se stala spolu s dalsimi algo-
ritmy, které uvedeme v dalsi ¢asti, velmi popularni a pouzivanou az do té doby,
nez byla nahrazena metodou nejmensich ¢tverci. Duvod, pro¢ byla tato metoda
tak ispé€sna, je bezesporu jeji koncepéni i numericka jednoduchost.

Pro urcovani zemépisné polohy bylo tfeba také urcit tvar Zemé. Timto pro-
blém se zabyva Boskovi¢. Pii vypocétu potiebuje najit aproximujici primku.
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3.2 Boskovicova metoda nejmensich absolutnich odchylek
(1757, 1760)

Pii zpracovani dat z méfeni délky poledniku Roger Josef Boskovi¢ (1711 — 1787)
navrhuje jako prvni zpisob vypoctu aproximujici primky.

Boskovic, od roku 1740 profesor na Collegiu Romanu v roce 1740, je v roce
1750 papezem Benediktem XIV. povolan spolu s anglickym jezuitou Christo-
pherem Mairem, rektora anglické jezuitské koleje v Rimé, aby zméFili polednik
a zkonstruovali novou mapu papezského statu. Jejich zprava, psana v lating,
vysla v roce 1755.

Za svého zivota se Boskovi¢ Gcastnil riznych expedic zorganizovanych za
ucelem méteni délky oblouku poledniku (napfiklad v Peru nebo na Mysu dobré
nadéje). Tato méfeni ziskana na rtznych zemépisnych sitkach pak byla porov-
nana s podobnymi méfenimi blizko Francie. Cilem méfeni bylo potvrdit ¢i vy-
vratit predpoklad o tvaru Zemé jako rotacniho elipsoidu.

Prozkoumejme nyni postup Boskovice pfi hledani aproximujici pfimky, viz
1]

Pro malé oblouky je vztah mezi obloukovou délkou a Sitkou dan piiblizné
vztahem y = a+ Gz, kde y znamena délku jednostupiiového oblouku poledniku a
x = sin? L, kde L je zemépisna sitka stfedu oblouku. K nalezeni elipticity, které
miZe byt aproximovéana podilem 3/3q, je nezbytné odhadnout parametry « a
(. Bogkovié setadil pozorovani (z1,y1), ..., (Zn, Yn) vzestupné podle velikosti .
Protoze 1 = 0, oznadil a = y; a zpozoroval, Ze hodnota § mize byt nalezena
z kazdé dvojice pozorovani rovnice pro misto ¢ a j tak, Zze se polozi:

i=1,....nj=1,....n, j>i.

Bosgkovi¢ ma k dispozici 15 pozorovani, z nich je ale 11 pofizeno ve Francii.
Boskovi¢ se obava, ze méfeni by mohli byt ovlivnény stejnou chybou. Proto
z Francie ponechal pouze jedno méreni a pro vypocet pouzije data tvorena péti
méfeni.

misto zemépisna Siika | x = sin? L | y=délka oblouku
1 (a) Quito 0°0’ 0,0000 56751
2 (b) Mys dobré nadgje 33°18 0,2987 57037
3 (c) Rim 42°59' 0,4648 56979
4 (d) Pariz 49°23’ 0,5762 57074
5 (e) Laplace 66°19’ 0,8386 57422

Tabulka 3: Boskovicova data (délky méfeny v toisech?)

K odhadu parametri pouzil Boskovi¢ nejprve stejné jako Mayer metodu
selekce bodt. Vybérem prvniho a posledniho mé¥eni v mistech (a) a (e), kde byl
nejvétsi mozny rozdil méfenych hodnot, dostal

_ ys—y1 57422 — 56751

= = = 800.
L s — 1 0,8386 — 0

21 toise 2 1,949 m, jednotka platna ve Francii do roku 1799.
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Dopracoval se tedy k primce tvaru
9y = 56751 + 800x

s rezidui v mistech (b), (c) a (d) o velikosti —46,144,138. Protoze ale shledal
tato rezidua prilis velka, zacal hledat jiné feSeni a po vzoru Mayera se snazil brat
v ivahu vSechny mozné kombinace rovnic, coz obnéaselo spocitat 10 hodnot 3;;
pohybujicich se v rozmezi mezi —350 a 1327. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

i]] Bi o tvar primky elipticita rezidua

pro ostatni mista
12| 957 | 56751 | y =567514 957z 0,0056 217, 229, 132
13| 491 | 56751 | § = 56751 4 491z 0,0029 -139, -40, -260
14| 561 | 56751 | y=56751+ 561z 0,0033 -119, 33, -201
15| 800 | 56751 | y = 56751+ 800z 0,0047 -46, 143, 138
2| 3| -349 | 57141 | y = 57141 — 349z -0,0020 390, -133, -574
2|4 | 133 | 56997 | y = 56997 + 133z 0,0008 246, 80, -313
2|5 | 713 | 56824 | § = 56824 4 713z 0,0042 73, 176, 161
3 14| 853 | 56583 | §= 56583+ 853x 0,0050 -168, -200, -124
315 | 1185 | 56428 | § = 56428 + 1185z 0,0070 -323, -255, 37
4 15| 1326 | 56310 | y = 56310 + 13262 0,0079 -441, -331, -53

Tabulka 4: Vysledky pro vSechny mozné kombinace dvojic rovnic

7 uvedenych vysledktl spocital priméry 5 = 667, @ = 56729 a ziskal pri-
mérnou elipticitu rovnu 0,0039. Hledana rovnice pfimky potom byla ve tvaru

y = 56729 + 667x

a rezidua pro vSechna mista o velikostech —22, —109, 60, 39, —134.
Ziskané hodnoty jesté zakreslime do grafu:

1200{- o

1000

[o}

oo X o

\ |
8558 5.6 5.65 L b ¥
x10"

Obrazek 3.: Znazornéni vysledki pro rizné dvojice rovnic a pramérné hodnoty
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Poznamka: Skuteénd zplostélost Zemé je rovna f = “T_lﬂ kde a = 6378245 m
je polomér Zemé v roviné urcené rovnikem a b = 6356863 m je vzdalenost od
stfedu rovniku k pdlu. Skutecnd zplostélost Zemé je rovna f = 0,003352861.

Jak je vidét z predchoziho, Boskovicovy vysledky se tedy moc nelisi.

Boskovié se k problémtim sladovani nekonzistentnich rovnic stéle vraci a
v roce 1755 formuluje novou metodu feseni, zndmou jako Boskovicova metoda
nejmensich absolutnich odchylek.

Pozadavky na tuto metodu formuloval nasledovné: Méjme urcity pocet po-
zorovani. K ziskani oprav, které musi byt zhotoveny ke kazdému z nich, je nutno
splnit tyto podminky:

e soucet kladnych oprav by mél byt roven sou¢tu zdpornych oprav (bez
ohledu na znaménka),

e soucet vSech oprav, at uz kladnych ¢ zdpornych, by mél byt nejmensi
mozny.

Zaménou oprav za rezidua tyto dvé podminky v podstaté znamenaji, ze

n

> (i —a—ba;) =0,

i=1
kde
> yi — a—ba))|
i=1

by meéla byt minimalizovana.

Jeho motivaci pro prvni podminku byla symetrie rozdéleni chyb. Druhé pod-
minky je zapotrebi, aby bylo moZzno aproximovat pozorovani tak pfesné, jak jen
to bude mozné. Bogkovi¢ jako prvni formuloval kriterium pro aproximaci dat
primkou zaloZené na minimalizaci funkce rezidui. Z prvni podminky vyplyva, ze

7=a+ b7,

coz znamena, ze aproximacni piimka prochazi tézistém pozorovanych bodi. Uzi-
tim toho vysledku lze eliminovat a z druhé podminky a obdrzime

SO) =3 g —7— bl — 7)),
i=1

coz by mélo byt minimalizovano vzhledem k b.
Bogkovi¢ se ale nezajimal o analytické vysvétleni a uvedl geometrickou for-
mulaci a feSeni problému.
Bogkovicuv pozoruhodny graf ukazuje soucasné data, pfimky se smeérnici
(y; —Y)/(x; — T) a demonstruje, jak nalézt aproximaéni pfimku se smérnici

b; =
b, ktera bude minimalizovat S(b).
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10 Boscovichuv graf
T T

délka oblouku
o
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Obrazek 4.: Boskovi¢ova konstrukce aproximujici pfimky.

Aby zjistil, jak S(b) zavisi na b, prolozil Boskovi¢ piimku prochézejici té-
zistém — v grafu znézornéno c¢arkovanou carou, kterou pohyboval ve sméru
hodinovych rucicek ze svislé polohy do vodorovné a zpatky do svislé. To zptiso-
bovalo zménu b ,,z plus nekone¢na do minus nekone¢na“. A soucasné se plynule
S(b) zmensovalo ,z nekonefna® az na jeho minimum a opét vystoupalo ,na ne-
konecno“. Pohybujici se pfimka prochazi pozorovanimi v poradi e, a, d, b, c.

vvev

Boskovi¢ podle toho preusporadal pozorovani a méreni vztahl k tézisti jako

Xi=z;—% a Y=y, —7.
Ziskal tyto hodnoty:

1(e) | 0,40294 | 369,4 917 | 0,40294 416
2(a) | -0,43566 | -301,6 692 | 0,83860 340
3(d) | 0,14054 214 152 | 0,97914 627
A(b)

5(

-0,13696 | -15,6 114 | 1,11610 658
c) | 002914 | -73,6 | -2526 | 1,14524 | 3527

Tabulka 5: Boskovi¢ovy preuspoiradané hodnoty

Pak pro smérnice pfimek (na obrazku teckované) b; = Y;/X; plati vztah
Sb) =D |Yi = bXi| =Y | Xu] x [b; — b,
i=1 i=1

kde se index ¢ nyni jiz vztahuje k novému usporadani pozorovani.
Dokézeme, ze minima S(b) je dosazeno pro b = by, kde k dostaneme z ne-

rovnosti . o
DX =YX <0< Xl =YXl (1)
k 1

k+1 1
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poptipadé ekvivalentné z

k—1 n k
BIEARES Sib =D pib ] )
1 1 1

coz také Boskovi¢ pouzival. Z ¢isel spoctenych v tabulce 5 zjistil Boskovi¢ po
dosazeni do (1) nésledujici:
Pro k=2
| X1| = 0,40294 < 0,57262 < 0,83860 = | X1| + | X2/,
Prok =3
| X1] + | X2| = 0,83860 > 0,57262 < |X1| + | X2| + |X3| = 0,97914.

Je vidét, Ze nerovnost (2) jiz neni splnéna pro k = 3. A tedy b = by = 692.
Rovnice pro nejlepsi aproximujici pfimku je

J=7+0bx—xy), b=b
Dosazenim konkrétnich hodnot (viz tabulka 5) obdrzime
j = 56751 + 692z,
coz je také pfimka znézornénda na obrazku.

4 Zemepisna mereni
575 x 10

5.74

5.73

5.72

5.71

5.7

delka oblouku

5.69

5.68

5-67 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

sin L

Obrazek 5.: Boskovic¢ova primka
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Nyni jesté doplnime Boskovi¢iv geometricky diikaz dikazem algebraickym.
Ze vztahu

Jj—1 n
S(b;) =D (b = b)I Xl + Y (b — bi)| Xl
i—1 i=j+1

plyne, ze smérnice S(b) mezi b;j+1 a b; je rovna

S(bj) J+1 Z |X‘_Z|X‘

b — b
j+1 i=j+1

n J
= Z | X — QZ | Xl
i=1

Boskovicova analyza téchto dat je prvnim tspé$nym statistickym postupem
a prvnim zévérem ziskanym z nekonsistentnich méreni.

Dalsi jeho myslenkou bylo minimalizovat vazeny soucet absolutnich hodnot
odchylek méfeni od hledané hodnoty; nebot védél, Ze se jednotlivd méfeni 1isi
svou presnosti. Méreni ve vSech zemich byly koncipovany jako dvouleté. Méfeni
v Peru ale probihalo 12 let, kdyz se ticastnici méreni nemohli vzhledem k valce
se Spanélskem vratit zpét do Francie. V Laponsku mé¥eni zahajili na jaie, aviak
po otepleni se ocitli v bazinatém terénu a navic byli napadeni obrovskymi hejny
komar1, a jiz po dvou mésicich ze zemé uprchli.

3.3 Lambertova metoda (1765)

Johann Heinrich Lambert se narodil roku 1728 v Miilhausenu a zemfel
roku 1777 v Berliné. Pusobil jako matematik, fyzik a astronom.

Lambert pti ndvrhu metody pro aproximaci dat predpokladal, ze vztahy jsou
linearni, popfipadé byly zlinearizovany transformaci proménnych. Pii zakreslo-
vani pozorovani (r1,y1),...,(Zn,Yyn) do soufadného systému pozadoval, stejné
jako u vlastnosti aritmetického prameéru, ze aproximujici pfimka y = a + bx by

My

pfimky jsou si rovny pro kazdou hodnotu b. Tedy

(yi — 75— b(z; ff)) =0.

Aby odhadl smérnici primky, rozdélil n pozorovani na dvé pfiblizné stejné
pocetné skupiny, kde v prvni skupiné se nachazely mensi hodnoty = a ve druhé

vétsi hodnoty. Poté spocital tézisté pro kazdou skupinu, (Z1,7;) a (T2,7s) a
vyjadril b jako

H'M:
)

b=
To — I
Proto aproximujici pfimka prochazi body (Z1,7;), (Z,7) a (T2,7,). Rovnost
zapsal jako

y =71, — bz + bx.
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Lambertova metoda je v knize [1] uvedena v€etné zpracovani jeho ana-
Iyzy vztahd mezi barometrickymi zaznamy a nadmotskou vyskou 12 francouz-
skych hor.
Graf, ktery pfi zpracovani naSich dat ziskdme, je uveden na nésledujicim
obrazku.

My

(T,9) = (Zi:l -, Zist y) = (0,43925; 25660).

n n

Nyni si pozorovani rozdélime na dvé skupiny. Reknéme, Ze v prvni skupiné
budou ¢tyfi pozorovani a ve druhé skupiné t¥i. Stejnym zpusobem spocitame

Vv

(F1,7,) = (0,29161;25611) a (T, 7,) = (0,6361; 25725).

Dosazenim do
y =71, —bxy + br,
kde
b=
To — T
obdrzime
7 = 25516 + 329zx.

%10
2585 T

2.575

2.565

2.555

255 I | I I I I I I

Obrazek 6.: Lambertova pfimka
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3.4 Laplaceova metoda minimalizujici nejvétsi absolutni
reziduum (1786, 1793, 1799)

Pierre — Simon Laplace se narodil v roce 1749 a zemfel roku 1827.

Ve své analyze pohybu Saturnu a Jupitera navéazal Laplace na Eulera a pfi feseni
nekonzistentnich linearnich rovnic i na Mayerovu metodu. Ovsem zatimco Ma-
yer pouze sc¢ital rovnice uvniti urcitych skupin, Laplace vzajemné kombinoval
tytéz rovnice riznymi zpusoby a tim se dostal blize k obecnému statistickému
feseni problému. Své zavéry publikoval v r. 1787 ve 127 strankovém memoéaru.
Laplace navazal na Boskovi¢e — druhy dil jeho knihy obsahuje studii tvaru Zemé
vcetné diskuse dat ziskanych z né€kolika expedic, na jejichz analyzu Laplace apli-
koval svou teorii chyb pozorovani. Pozdéjsi vydani jeho dalsi knihy téZ pokryva
aplikace pravdépodobnosti na uréeni hmotnosti Jupitera, Saturnu a Uranu a na
problémy geodézie se specidlnim zaméfenim na méfeni francouzského poledniku.

O nalezeni hodnot a a b v linearni rovnici

yi=a+br;+e, i=1,...,n,

metodou minimalizace nejvétsich absolutnich rezidui se zminuji jiz mnozi autofi
pfed Laplacem, ale nikdo nedokézal nalézt feSeni. V jedné se svych knih La-
place formuluje problém a dava metodu feseni, kterou uzil pro odhad a a b ve
vztahu mezi délkou oblouku a sin? L, prost¥ednictvim &tyf pozorovani z Quita,
Mysu dobré nadéje, Pafize a Laponsko. Chyba modelu je ddna souc¢tem chyb
méfeni a odchylkou od eliptického tvaru. Jestlize minimum nejvétsich absolut-
nich rezidui je podstatné vétsi nez chyba méfeni, mize byt zamitnuta hypotéza
o eliptickém tvaru Zemé. Laplace navic pfipustil, Ze tato procedura je pouzi-
telna ve vSech pripadech, kdy je potifeba porovnat, zda vysledky hypotéz jsou
v souladu s chybami méfeni. Z toho dtvodu povazoval Laplace tuto metodu
zejména jako prostfedek k testovani hypotéz. Z naméfenych dat zjistil, ze

Yy = 56753 + 684x

s rezidui rovnymi —75, —75, 2, 75. Usoudil, Ze hypotéza o eliptickém tvaru Zemé
neodpovidd méfenim, protoze chyba méfeni o velikosti 75 toist neni pfilis uspo-
kojiva. Nicméné neuvedl, jakou chybu métfeni by povazoval za prijatelnou. V mo-
nografii publikované v roce 1793 se k problému vraci a pfedstavuje podobnou
metodu méteni, kterou ilustruje provedenim deviti méreni, nalezenim rovnice
tvaru

7 = 56723 + 6852,

coz je velmi podobné predchazejicim vysledktim, ale s nejvétsimi rezidui, v tomto
pfipadé rovnymi +108. Jeho zavér byl shodny se zavérem z roku 1786. Ve své
dalsi knize opakuje teorii, kterou pouzil v monografii z roku 1793, kde zkouma
sedm pozorovani: Sest pouzil z predeslych praci a dvé méreni konana ve Francii
nahradil jedinym preciznim. Méfeni z Holandska vyftadil jako nespolehliva. Elip-
ti¢nost vysla 1/248, coz je podobné vysledku, ke kterému dosel také Boskovié.
Data jsou dana v nasledujici tabulce:
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misto zemépisna | x = sin® L pocet y =délka
sifka stuptit | (na jeden stupen)
1 Peru 0,0000 0,00000 3,4633 25538,85
2 Mys dobré nadéje | 37,0093 0,30156 1,3527 25666,65
3 Pensylvanie 43,5556 0,39946 1,6435 25599,60
4 Ttalie 47,7963 0,46541 2,4034 25640,55
5 Francie 51,3327 0,52093 10,7487 25658,28
6 Rakousko 53,0926 0,54850 3,2734 25683,30
7 Laponsko 73,7037 0,83887 1,0644 25832,25
Tabulka 6: Laplaceova data
Problém spociva v nalezeni hodnot a a b minimalizovanim
max |e;| = max |y; —a —bx;|, i=1,...,n.
Predpoklddame, ze pozorovani byla sefazena nésledovné: z; < z2 < ... <

x,. Laplaceova algebraicka teorie feseni je mnohem jednodussi na pochopeni,
pokud se vSe znazorni do grafu. Proto je v obrazku zakresleno sedm primek
odpovidajicich Laplaceovym datim tvaru:

e,+a=y; —bx;,, i=1,...,7,

jako funkce b.

2.58

2.56

2.55

100 200 300 400 500 600 700
b

Obrézek 7.: Laplaceova metoda

Z grafu je vidét, ze max(e; + a) a min(e; 4+ a) jsou po astech linedrni funkce
b urcené pruseciky primek. Maximum bylo nalezeno pro i = 7,2,1 s pruseciky

v bodech by

= 308, by = 424 a minimum pro ¢ = 1,3,5,7 a b3 = 152, by = 483,
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bs = 547. Nejmensi rozdil, e; — e3 = 97 je dosazen pro hodnotu b = 308.
Vybérem a lezicim mezi dvéma extrémy e; 4+ a a ez + a dostaneme a = 25525,
nejvétsi reziduum je minimalizovano a ez = —e3 = 49. Reseni a jeho vlastnosti
jsou jednoduse dosazitelné z grafu.

Laplace zacal jeho algebraické feseni diitkazem nasledujiciho lemmatu:

Lemma 3.1 JestliZe a a b minimalizuji max |e;|, potom existuji rezidua ey,
ek, em takovd, Ze |en| = |ex| = |em| = max|e;|, pricemz jedno z nich se lisi
znameénkem od ostatnich. Predpokladame-li napriklad, Ze se jednd o ex, potom
¢islo k lezi mezi h a m.

Dukaz: Dikaz je nepiimy. Pfredpokladejme, Ze a a b byly vybrany tak, aby se
nejvzdalenéjsi rezidua, feknéme, ze se jedna o ey a e,,, rovnala az na znaménko.
Tedy —ex = e, > 0. Zvétsi-li se a a b, vSechna kladna rezidua se snizi, absolutni
hodnota zapornych rezidui se zvysi, tedy maximalni reziduum se také zvysi.
Proto odchylky mezi a a b vytvafejici rovnovazny stav mezi nejvzdalenéjsimi
rezidui povedou k vétsimu nejvzdalenéjsimu reziduu.

Aby vypocetl pruseciky primek, odecet]l Laplace prvni podminkovou rovnici
od ostatnich, coz vedlo na rovnice

yi—y1—b(x; —x) =0, i=2,...,n,

s FeSenim
Yi — 41
bil = .
Ty —T1
Reknéme, ze nejveétsi hodnota b;; je b,1; pokud je na vybér z vice moznosti,
nejvétsi hodnota ¢ je vybirana pro r1. Uvazujme, Ze e; + a = y; — bx;.
Je jednoduché dokézat, ze

e1 >e; prob>b., kdei =2,...,n,

e1 <ep1 prob<bp, kdei=1,...,r1 — 1.
O

Podobné vztahy s nerovnostmi zménily postaveni b ve vztahu k nejmensi
hodnoté b;1, kterou budeme oznacovat by.
Zjisténim, ze max(e; + a) = e; + a pro b,; < b < 0o a min(e; +a) =e; +a
pro —oo < b < by, Laplace pokracoval stejnou procedurou od r; a s; pocinaje.
K nalezeni max(e; + a) pro b < b1 spocital:

bigzw, i:l,...,n—rl.
Triti — Trl

Nejvétsi hodnotu b;5 oznacime jako b.o. Pak vyplyva, Ze e,.1 bude nejvétsi kladné
reziduum pro b, < b < b,1. Zdménou s; za r1; a oznacenim nejmensi hodnoty b;o
jako bgo nam vyplyne, Zze absolutni hodnota eg; bude nejvétsi absolutni hodnotou
zapornych rezidui pro bg; < b < bga, atd.
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Vysledky, které jsme dostali uzitim algoritmu, jsou uvedeny v tabulce 7.
7Z této tabulky dostaneme dvé skupiny nejvzdalenéjsich rezidui, jak je ukazano
v tabulce 8. V kazdém pruseciku jsou si dvé rezidua rovna. S odkazem na lemma
3.1 Laplace usoudil, ze b dostaneme pravé z jedné ze dvou skupin

brl,brg, ... nebo bsl,bSQ, .

7’1:2 81:3 82:5

bi biz bi2 bis
424
152 | -685

219 | -159 621
229 -38 483
263 67 562 908
350 308 529 547

N O O W N

Tabulka 7: Laplacetv algoritmus ur¢ovani prusecikt

b | e, b | e
—00—308 | e7 | —oc0—152 | e;
308-424 | e5 | 152 — 483 | e3
424 — o0 | e1 | 483 — 547 | e5
547 — o0 | e7

Tabulka 8: Vztahy mezi b a maximélnimi rezidui

Nakonec se hodnota a spocita vyfresenim rovnosti e,,, = —ey, coz dava feseni

1 1
a= §(yk + Ym) — Eb(xk + ),

tedy
( ) — 5b( )
—€r = e :em:— m — —_ = m — .
k h 5\ Yk 5\ Tk

7 kladnych rezidui v tabulce 8 plyne, Ze b = 424 musime vyfadit, protoze
neexistuje hodnota ¢ mezi 1 a 2. Pro b = 308 dostaneme e; = e5. Podivame-li
se do skupiny zdpornych rezidui, zjistime, ze 308 lezi v intervalu (152, 483) pro
hodnotu e3. Proto pro b = 308 mame e; = e = —e3, a = 25525 a absolutni
hodnota tii nejvzdalenéjsich rezidui je rovna 49.

Pfesnéjsimi vypocty Laplace zjistil a = 25525, b = 308,202 a max|e;| =
48,60. Prevedenim téchto vysledka do toisti, dostaneme

i = 56722 + 685z,

pro kterou jsou nejvétsi rezidua rovna £108, coz je stejny vysledek, jako dosa-
zeny z deviti pozorovani v roce 1793.

Laplacetuv zavér byl proto stejny: ,Z predchazejicich méreni patrné plyne,
ze délky stupnt zemského poledniku se lisi.“
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3.5 Laplaceova modifikace Boskovi¢ovy metody (1799)

Laplace bezprostfedné pokracoval v diskuzich tykajicich se minimalizace nejvét-
gich absolutnich rezidui a zacal pocitat odhady a a b jinou metodou. Takovou,
ktera pouze optimalizuje absolutni odchylky. Inspirovan vynalézavou Boskovi-
¢ovou metodou uvedl Laplace podminky tak, abych dostal analyticky tvar feSeni
a uspokojiva rezidua.

Funkci, kterd ma byt minimalizovana, Laplace prepsal do tvaru

S(b) =Y 1Xil x [bi = b],
i=1

kde by > by > ... > b,,. Za piedpokladu, ze by > b > by, dostal

n

k
S) =D IXil (b —b) = > |Xi|(bi —b),
i=1

i=k+1
tedy
k n
S'(b) = *Z | Xa| + Z | Xl
i=1 i=k+1

Minima S(b) je proto dosazeno pro b = by,. Reknéme, 7e index k se ziska Fesenim
nerovnice

k-1 1 n k
doIX| < §Z|Xi| <> IXil,
=1 i=1 =1

coz je Boskovicuv vysledek.

Déle navrhl uzit Boskovicovych dvou podminek. k méfeni celych oblouka
namisto jejich délek ve stupnich. Coz znamena, ze misto y; uvazuje w;y;, kde w;
je poCet stupiit obloukt (viz tabulka 7). Pocet stupni se pohyboval v rozmezi
od 1 do 11. Motivaci pro tuto zménu bylo, ze pokud v tomto duchu uvazime celé
oblouky namisto stupni, které z nich pocitame, méli bychom dostat ke vSem
témto stupnim mnohem vétsi vliv pfi pocitani elipticity Zemé.

7 obecnéjsiho thlu pohledu, o kterém se Laplace nezminuje, jeho mo-
difikace Boskovicovy metody spociva v zavedeni vazenych rezidui. Stejné jako
tfeba Daniel Bernouilli nebo Euler uzili vazenych priiméra misto aritmetickych.
Nicméné Laplace viibec neuvazoval, jak zvolit vahy. Pro néj existovaly v pod-
staté jen dvé moznosti. Bud pouzit délku ve stupnich, jako je tomu v memodru
z roku 1793, nebo uplné délky, jako tomu bylo v roce 1799.

Laplace nyni zopakoval diikaz Boskovicovych vysledkt z roku 1793 touto
modifikaci. Obdrzel rovnice

wie; = wiy; — aw; — bw;x;, 1=1,...,n.

Potéd diskutované dvé podminky nyni vypadaji tak, ze > w;e; = 0 a > w;le;]
by méla byt minimalizovana. Déle pak w; > 0. Z prvni podminky vyplyva

= _ dowirp > WiYi

a="Y, — bZw, Tw

- Z wZ ) yﬂ) Z wl )
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Mvoey

Odstranénim a dostaneme
€ = Yi _y’u) - b(‘xl - Ew) == }/7, — bXZ,

kde Y; a X; znamenaji odchylky od vazeného pruméru. Oznacéime-li b, = Y;/ X,
musime minimalizovat vyraz

S(b) =Y wilei| =Y wi Xi| x |b; —b].

Timto jsme se dostali k feseni stejného problému jako vyse. Pouze s tim rozdilem,
Ze | X;| je nahrazen w;|X;|. Pfe¢islovanim hodnot b; tak, aby by > ba > ... > by,
dostaneme b = by, kde k je opét spocitano z nerovnice

k—1 1 n k
i= i= i=

Aplikaci tohoto algoritmu na data z tabulky 7 Laplace zjistil, ze pozoro-
véani by se méla brét v poradi 3, 7, 6, 1, 5, 2, 4 a ze plati (jiz vzhledem k novému
poradi)

3 4
> wil Xi| = 0,85398 < 1,76013 < 2,36803 = Y _ w;| X|.
1 1

Tedy b = by = 246,93 a a = 25538, 85. Dostal také elipticitu odpovidajici apro-
ximujici pfimce jako 1/312. CoZ je mensi hodnota oproti pfedchozim nalezenym
a podobné hodnoté ziskané pii fyzikalnich pokusech s kyvadlem. Vysledek, ke
kterému dospél, zakreslime spole¢né s Boskovi¢ovou aproximacni primkou do
jednoho obrazku, abychom vidéli, jak se obé metody lisi.

4 Porovnani odhadu jednotlivych algoritmu z konce
18. stoleti s MINC

V této casti se budeme zabyvat opét jednotlivymi metodami, pficemz na
konkrétnich datech metody porovname a vysledky zakreslime do grafu véetné
pasu splolehlivosti pro MNC. Pro tyto ti¢ely vybereme data naméiens Laplacem
(viz tabulka 7).

1. Boskovic¢ovou metodou dospéjeme k témto vysledkim:
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Xi Y bi | > 1Xil | S(bi)
-0,43925 | -121,1 | 276 | 0,43925 | 214
-0,13769 6,7 -49 | 0,57694 | 446
-0,03979 | -60,3 | 1516 | 0,61673 | 1521
0,02616 | -19,4 | -741 | 0,64289 | 1263
0,08168 -1,6 -20. | 0,72457 | 420
0,10925 23,4 214 | 0,83382 | 246
0,39962 | 172,3 | 431 | 1,23344 | 269

N O U W N

Tabulka 9: Data ziskana Boskovicovym algoritmem

Pozorovani preusporadame sestupné dle hodnoty b;

X; Y; b; 21Xl | S(bi)
-0,03979 | -60,3 | 1516 | 0,03979 | 1521
0,39962 172,3 431 | 0,43941 269
-0,43925 | -121,1 | 276 | 0,87866 214
0,10925 23,4 214 | 0,98791 246
0,08168 -1,6 -20 | 1,06959 | 420
2013769 | 6,7 | -49 | 1,20728 | 446
0,02616 | -19.4 | -741 | 1,23344 | 1263

Tabulka 10: Preuspoiradané data

BN OO = g W

Nyni jiz budeme hledat index k spliiujici nerovnost (2) ze str. 107.
Tedy pro k = 2 plati

1X1| = 0,03979 < 0,61672 > 0,43941 = | X1 | + | X,|.

Je vidét, ze nerovnost neni splnéna pro k = 2.
Pro k = 3 plati

| X1| + | X2| = 0,43941 < 0,57262 < |X1| + |X2| + | X3| = 0,87866.
Pro k = 4 plati
| X1 |+]| X2|+| X3| = 0,87866 > 0,57262 < | X1 |+|Xa|+|X3|+|X4| = 0,98791.

7 vyse uvedeného plyne, Ze nerovnost je splnéna pouze pro k = 3. Jak jiz
bylo uvedeno v prvni kapitole, rovnice pro nejlepsi aproximujici primku je

gzy—‘rg(l‘—l‘k), i):bk.
Dosazenim konkrétnich hodnot obdrzime

i = 25539 + 2764

Laplaceovy vysledky mame k dispozici z prvni kapitoly. Jen pfipomeneme,
ze Laplace dosel k aproximujici pfimce tvaru

§j = 25525 + 308z.
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3. Méjme obecné dany model primky
Yi=0Bo+bizite; i=1,...,n,

kde e; je chyba méfeni [y, 31 jsou neznamé parametry. Na zakladé zmére-
nych dat odhadneme tyto parametry a oznacime je by, b;. Tim ziskame re-
gresni funkci § = by +byx. Parametry odhadneme pomoci metody nejmen-

ich ¢tverci. Tedy

n

g(b07 bl) = Z(zh — by — blzi)z — min
=1

n

8g f— J— —_ — J—
dbo = ;:1 2(yi —bg — b1x)(—1) =0
dg "

Py E 2(yi — bo — byx)(—z;) =0

=1

iyi —bon—blixi =0
i=1 i=1

n n n
Zyz‘l’i - bozxi —51296,2 =0
=1 =1 1=1

n n
nbg +b1zxi = Zyi
i—1 im1
n n n
bozzi +blz$$ = vayv
i=1 i—1 i=1

Po vyfeseni soustavy rovnic vyjadfime odhady by, b; jako

bo:Zinw%—Zwinizﬁ aniyi—Zinxi.
ny i — (L wi)? ny i — (@)
Metodu aplikujeme na nase data. Uzitim vyse uvedenych vzorci dosta-
neme aproximacni pfimku tvaru

by =

§ = 25520 + 320z.

Pro vétsi nazornost zakreslime vSechny aproximacni pfimky do jednoho
obréazku a to véetné pasu spolehlivosti pro MNC s koeficientem spolehli-
vosti 1 — «, ktery zkonstruujeme podle nasledujiciho vzorce

1 (x —7)2
bo + brx £ t,— -t ==,
0+ hz 2(a)s n o Y a2 —nz?
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kde

o= \/Ziﬁz—boZYi—blem

n—2

V naSem piipadé zvolime o = 0,05 a pfislusny kvantil ¢5(0,95) = 2,015
najdeme v tabulkach.

x 10*
2.595
O merena data
=== pas spolehlivosti ","
2.59 — MNC J"f
=== pas spolehlivosti -’
2585 - : g
-=-- Boscovich
~ Laplace
2.58 Lambert
@ teziste
2.575

257
2565
256
2.555 ..mm.,,,u,,, e

2.55

2.545%
0

Obrazek 8.: Porovnani metod

Na zavér jesté uvedeme tabulku rezidui pro jednotliva

konkrétnich metod.

mista za pouziti

Boskovi¢ | Lambert | Laplace MNC
Peru 0,0000 | -22,8500 | -13,8500 | -18,8500
Mys dobré nadéje | -44,4194 | -51,4368 | -48,7695 | -50,1508
Pensylvanie 49,6510 | 47,8223 | 48,4337 | 48,2272
Italie 26,9032 | 28,5699 | 27,7963 | 28,3812
Francie 24,4967 | 29,1060 | 27,1664 | 28,4176
Rakousko 7,0860 | 13,1565 | 10,6380 | 12,2200
Laponsko -61,7219 | -40,2618 | -48,8780 | -43,8116

Tabulka 11: Rezidua pro jednotliva mista

V tabulce rezidui lze zpozorovat, ze BoSovicova metoda provadi nejvétsi
korekci u méfeni v Laponsku, o kterém je znamo, ze bylo nejméné presné

(viz str. 108).
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lim hydrologze se Tadi urcent rychlosti proudéni v 7icnim korytu. K urcent rych-
losti slouzi vétsinou Pitotova trubice. Meéreni rychlosti se provddi na nékolika
mistech Ticnitho koryta, u kterych budeme mit k dispozici i polohové soutadnice.
Cilem méreni je najit odhad Ticni cdry, kde je nejuyssi rychlost a parametry,
které popisuji pokles rychlosti v zdvislosti na vzddlenosti od této Ticni cary ve
sméru osy x, y a z. Tento model muze byt studovdn pomoci teorie linedrnich
modeli.

AMS Classification: 62J05; 62F10

Klicova slova: linearni regresni model s podminkou typu II, hydrologie, prou-
déni

1 Uvod

Hydrometrie pfedstavuje nejstarsi védu o vodé. Méfeni vodnich stavi a poz-
déji i pritokid se provadéla jesté pred tim, nez hydraulika a hydrologie urcily
sféru svého zkoumani. Pfedbihéni rozvoje hydrometrie bylo pfirozené v obdobi
zacatkl véd, které se obvykle spojuji s nahromadénim idaji o piirodnich pro-
cesech a jevech. Osvojeni si metod méfeni na vodnich Gtvarech je nejen nezbyt-
nym predpokladem ¢innosti v operativni hydrologii, ale je potfebné i pfi plnéni
tkolt hydrologického vyzkumu a v neposledni dobé také pro ochranu a tvorbu
zivotniho prosttedi, jak dokazuji napiiklad nedokonalé predpovédi pritokt Feky
Moravy pfi povodnich v roce 1997 nebo 2005. Pfi hydrometrickém vyzkumu
se setkdvame s problémy urcovani délky a Sifky vodniho koryta, coz predsta-
vuje polohopisné a vyskové méfeni, jehoz vysledkem je stanoveni pfi¢ného a
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podélného profilu vodniho utvaru. Nejpodstatnéjsim tkolem ale bezpochyby je
stanoveni rychlosti proudéni vody v pfislusném korytu.

Podstatou tohoto piispévku je nalezeni metody pro stanoveni pritoku vody
v ficnim korytu na zakladé méfeni rychlosti pritoku v ficnim korytu. Takova
méfeni, jak bude ukazano, jsou velice ndkladna a tudiz se snazime za pouziti
co nejmensiho poc¢tu méfeni dosdhnout uspokojivého vysledku, ktery by mél
poté slouzit dalsim subjekttim k moznému rozhodovani, ¢imz naptiklad myslime
vyhlaSeni stavti ohrozeni atd.

K vyuziti modelovani prutoku lze samoziejmé, za vyuziti fyzikalnich vlast-
nosti proudéni kapalin, pouzit rtizné metody modelovani. Pristup, ke kterému
jsme se rozhodli v nasem pfipadé, vychazi ze statistického pohledu na danou pro-
blematiku. K dispozici mame tudaje ziskané z hydrometrického méfeni priatoku
vody v korytu a na$im cilem je nalezeni odhadu rychlosti proudéni v bodech,
ve kterych méfeni nebylo provedeno.

Zakladni charakteristikou pohybu vody v povrchovych vodnich ttvarech je
rychlost a smér proudéni vody. Pohyb vody je bud laminarni (jednotlivé mole-
kuly vody se pohybuji rovnobézné stejnym smérem), nebo turbulentni (jednot-
livé ¢éstice se pohybuji riiznymi sméry rtiznou rychlosti) V povrchovych vod-
nich ttvarech patii pravé modelovani vlastnosti pritoku vody fi¢nim korytem
k nejslozitéjsim ¢astem hydrometrického vyzkumu. Vzhledem ke stalym zmé-
nam rychlosti vody v jednotlivych bodech prito¢ného profilu se v hydrometrické
praxi pouziva primérna hodnota rychlosti v bodé, v pficném priiezu, po draze
apod. K méfeni rychlosti proudéni vody se nejcastéji pouziva hydrometrické vr-
tule, ktera je vyhodnd zejména v otevienych oblastech, nebo Pitotovy trubice,
jejiz pouziti je limitovani na laboratorni podminky.

Obr. 1: Hydrometricka vrtule

Pfi méteni rychlosti proudéni vody hydrometrickou vrtuli se vyuziva zavis-
losti mezi poc¢tem otacek vrtule — rotoru a rychlosti proudéni vody. Pocet ota-
¢ek je pfimo timérny rychlosti tekouci vody. Tato zéavislost se urcuje pro kazdou
vrtuli tzv. tdrovanim a znazornuje se graficky nebo se vyjadfuje analytickym
vyrazem. V praxi se jednd o kfivku, kterd je nahrazena jednou nebo nékolika
primkami.



Rychlost proudéni v fece 123

Konkrétni méfeni v terénu se provadi bud pomoci hydrometrické vrtule pti-
pevnéné k tyc¢i, nebo upevnéné pomoci zavésu umisténych na mérnych lanov-
kéch, nebo ¢lunech.

Pro stanoveni konkrétniho pratoku, respektive rychlosti proudéni vody v fic-
nim korytu se pouziva primérné hodnoty namérenych rychlosti v mérné svislici,
coz ale zna¢né znepiesiiuje konecny vysledek. Ve vsech doposud zndmych meto-
dach stanovovani vysledné rychlosti priutoku v fi¢nim korytu je pouzivano pouze
ziskanych namérenych hodnot, potazmo pfimého vypoctu z téchto namérenych
hodnot. Pii znacné finan¢ni narocnosti méfeni se tak casto setkavame s odha-
dem stanovenym na zakladé velmi malého po¢tu méfeni v malém poctu svislic.
V ptipadé letosnich povodni to pak mélo za nésledek nepiesné stanoveni hodnot
mnozstvi proteklé vody fi¢nim korytem. Protoze, jak je obecné znamo, mnozstvi
proteklé vody je zavislé na rychlosti, s jakou voda korytem tece. Vyhodnocenim

pritoku je velicina
B H
Q = / / ’Uid}IdB7
o Jo

kde B a H jsou hloubkou a sitkou daného fi¢niho koryta. To se vzhledem k ne-
znamému rozlozeni rychlosti proudéni v pritocné plose a ani velikosti této plo-
chy, Tesi po ¢astech a dil¢i hodnoty se scitaji.

Jak je vidét, postupy stanovovani a méfeni rychlosti proudéni jsou znamé a
korektni. Nelze vSak zpochybnit fakt, Ze nedostateény pocet uskutec¢nénych meé-
Feni zkresluje realnou predstavu o chovani fi¢niho toku, coz ve finalni fazi vede
k chybnym tsudkiim o chovani toku poptipadé a moznosti ohrozeni v disledkt
velkého prutoku vody Fi¢nim korytem. Polozme si tedy otazku, zda v tomto po-
stupu stanovovani popisnych charakteristik fi¢niho toku neni podcenén prechod
od naméfenych hodnot k vyslednym charakteristikdm. Pro¢ nemodelovat pri-
tok vody Fi¢nim korytem jako celek a nebrat pouze stfedni hodnoty jednotlivych
charakteristik? Ty se daji pfece z vysledného celkového pohledu také vypocitat.

Méjme tedy k dispozici naméfené hodnoty v ficnim korytu a z nich zkon-
struujme celkovy popis a rozlozeni rychlosti proudéni vody v fi¢nim korytu. Vy-
sledkem budou izotachy v pfi¢ném a podélném profilu fiéniho koryta a popisné
charakteristiky ziskané jednak z namodelovanych hodnot tak z naméfenych hod-
not. Teprve tyto informace, necht slouzi odbornikim pro dal$i rozhodovéani.

2 Model

Model nepfimého méfeni s podminkou II. typu na parametry 1. fddu ma tvar
Y ~ (FO,X), b+CO+BB =0, (1)

kde Y = (Yy,...,Y,) je ndhodny observaéni vektor; § € RFt je vektor
méfenych parametrii; 3 € R*? je vektor dodateénych neméfenjch parametri.
Jestlize h(Fp 1) = k1 < n,M(Cgpy), B(gks)) = ¢ < k1 + ko, h(B) = ko <
q,a X je pozitivné definitni, pak se model nazyva regularni.
V tomto pfispévku budeme vzdy uvazovat regularni model.
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Véta 1 BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) vektoru (g) je

é.) _ (FIEIF)lB/QLl) (I (FIEIF)lc/QLlC) R
(é) - ( Q2,1 b+ _Q2,1B1 67 (2)

kde ® = (F'S7'F)"'F'S7YY (odhad nerespektujici podminku tikagjici se
parametri ©, 3); jeho kovariancéni matice je

var ( ? ) = ( var:(::), cov(égé)> ) (3)
ﬂ2 COU(/Bv ®)> ”U(],T‘(/@
kde A
var(®) = (X'S7'F)~! - (X'S7'F)"ICQ  C(F'E'F) L,
cov(é,,é) = —(FF2'F)7'C'Q 0,
UGT(Z%) =-Q22
a
(Ql,h Q1,2> _ (C(F’EIF)lc’, B>_1

Q21, Qa2 ) B/, 0 '

Dukaz Viz [2] str. 129-131. O

Model proudéni reky

M¢é&jme naméieny hodnoty X*, Y* Z* a V> parametria X, Y, Z a V, které
reprezentuji v bodé o soufadnicich (z,y, z) rychlost proudéni feky.

Cilem méfeni je nalézt odhady skute¢nych hodnot vy, 1, K2, K3, V1, V2, V3,
Y4, 01, 02, 03, 04, které reprezentuji maximalni rychlost na fi¢ni ¢are, parametr
k1 popisujici ibytek této rychlosti v zavislosti na vzdalenosti na ose x od fi¢ni
Cary, parametr ko popisujici ubytek této rychlosti v zévislosti na vzdalenosti na
ose y od Ficni ¢ary, parametr k3 popisujici ubytek této rychlosti v zavislosti na
vzdalenosti na ose z od fi¢ni ¢ary, parametry ;, ¢ = 1,2, 3,4 popisujici y-ovou
soutadnici ¥i¢éni ¢ary a parametry §;, i = 1,2, 3,4 popisujici z-ovou soufadnici
Fi¢ni Cary.

Ri¢ni ¢aru budeme uvazovat ve tvaru

x

T
Bi(e) | = | m+ e +m2® + | (4)
52(17) 01 + 0o + 53:132 + 6422
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Vysledek méfeni je reprezentovan vektorem meérenych souradnic a rychlosti

Yar~Nyr| | +€, kde Var(e) =X. (5)

Predpoklddame, ze ndhodny vektor ma normalni rozdéleni s kovarianéni matici
Y., ktera je urcena nejistotou meéteni rychlosti Pitotovou trubici a nejistotou
méfeni rovinnych souradnic.

Rychlost je ddna rovnici
V= Vo — (X = Xk — (V7 = Y22 he — (2] — Z0) ks, (6)

7 3

kde symbol A oznacuje projekci na ¥i¢éni ¢aru (viz obr. 2).
x méfeny bod (z*,y*)
bod fiéni éary (zF,yP)

4 projekce méreného bodu
na bod Fiéni éary (z2,y%)

Obr. 2: Méfeni, projekce a znamé body na ¥i¢ni ¢are

V nasem ptipadé

[X1><7Y1X7Z1><7 1><a"'aX]XaYIXaZIXaV[XaV(P)aKlaKQaHlS}/a (7)

O =
ﬁ = [71572773774a61752a63754}' (8)
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Parametry © a 8 musi splnit nasledujici podminky:

g1 = X[ = X7+ (0 = V) (0 X (X)) + (9)
H(ZF = Z0) (02 + 03X +04(XD)?), i=1,...1,
gh = 1+ XE + (X)) (XD — YA =0, i=1,...1,
gh = 01+ 08X +05(XD)) +0u(X0)) - 20 =0, i=1,...1.
Pomoci teorie nelinearnich modeld zkonstruujeme linearni verzi modelu.
Necht F = 2EY kde EY = [X;, Y, Z, V), ..., X[ Y, 21, V).

Matice F ma tuto strukturu

F,F2, 0, 0, ... 0 0 F,
F=( 0 0 FF;, ... 0 0 Fy|,kde (10)
0, 0, 0, 0, ...F F; F;
1, 0, 0
X _ 0, 1, 0
Fl = 0, 0, 1 ’
72(X>< — XA)Hl, 72(Y>< — YA)HQ, 72(Z>< — ZA)Hg
0, 0, 0
A 0, 0, 0
Fo = 0, 0, 0 )
Q(XX — XA)Kl, Q(YX — YA)I{Q, 2(ZX — ZA)KJg
0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0
Fi = 0, 0, 0 0

Matice C mé tvar

cy,Cf 0, 0 ... 0 0 C
C=| o0 o0 C;C5 ... 0 0 C]|, (11)
0, 0, 0, 0, ... CY,C2 Cy
L, o + 93X 2 + 74(X2)2, 0y + 63 X2 + 64(X2)?
x_ |0 0, 0
C =1 0, 0 ’
0, 0, 0

A c11, c12, 13,
C;" = | co1, co2, c23 |,
€31, €32, €33
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kde c11 = -1+ (YX — YA)(’Yg + 2’74XA) =+ (ZX — ZA)((53 =+ 254XA), Cl2 =
—y2 — X2 = HX2)?, c12 = =72 — XD —YHXD)?, 13 = —0r — 63X —
SHX2)2, a1 = 72 + 213X 2 + 374 (XP)?, c31 = b2 + 263X 2 4+ 354(X4)? a
Cog = €33 = €32 = ¢33 = 0,

Ci = 03’4.
Matice B je ve tvaru
B—| P Bl (12)
B}, B;
0, Y X —YA7 (Y>< —YA)XA, (YX _YA)(XA)Q
B/ = (1 x& (x5 (X2)3 ,
0, 0, 0, 0
) 0’ % _ ZA’ (ZX _ ZA)XA‘7 (Z>< _ ZA)(XA)Q
B =0 o 0, 0
L X4, (X2)?, (X4)°

2 v

3 Projekce znamych bodua na ri¢ni ¢aru

Necht je ¥iéni éara v roviné (X,Y) ddna explicitné zadanou funkci y = £1(x)
(viz obr. 2). Analogicky uvazujme funkci z = fy(z) v roviné (X, Z).

Ve skutecnosti mame k dispozici méfeni rychlosti a rovinnych soufadnic na
I mistech fi¢niho koryta. Tyto body budeme oznacovat v grafu symbolem X
and jejich soufadnice symboly x>, y*, 2™, rychlost v téchto bodech oznacdime
v™. Observaéni vektor Y mé pak délku 4 - I.

V nasi numerické studii ¢islo I je pfiblizné 2000, tato méfeni byla zis-
kana v koryté Dunaje pfi vyzkumném projektu Universitit fiir Boden Kultur
(BOKU) v Rakousku.

Vektory parametrt 6 a 3 uvedené ve vzorcich (7) a (8) maji délku 4 - I + 4,
resp. délku 8.

Dale ptredpokladejme, Ze mame jiz k dipozici tvar ¥iéni éary ve tvaru (4).

Parametry v;, ¢« = 2, 3,4 popisuji y-ovou soufadnici ¥i¢ni ¢ary a parametry
d;, @ = 2, 3,4 popisuji z-ovou soufadnici ¥iéni ¢ary.

V nasem piipadé numericka studie prokazala, ze mizeme uvazovat funkce
Bi(x) a B2(x) ve tvaru polynomu tfetiho stupné. Stupenl polynomi zavisi na
tvaru fi¢niho koryta.

Budeme uvazovat, ze fi¢ni tok spliuje pozadavky na laminarni proudéni.
7 tohoto predpokladu plyne, Ze rychlost klesa s rostouci vzdalenosti od fi¢ni
éary.
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Poznamka: Nultou aproximaci tvaru ri¢ni ¢dry mizeme nalézt pomoci:
1. zndmych bodi na levém a pravém biehu feky,

2. bodti, kde byla naméfena nejvétsi rychlost (nespolehlivé, vzhledem k rtz-
nému spadu).

Dale pfi vytvareni modelu budeme uvazovat maximalni rychlost w a pa-
rametr k1, ktery urcuje, jak rychle se snizuje rychlost na fi¢ni ¢afe v bodech
lezicich na normale k ni (ve vodorovném sméru).

Parametr xo bude urcovat, jak rychle se snizuje rychlost na fi¢ni ¢afe v bo-
dech lezicich na normaéle k ni (ve svislém sméru).

Body na fi¢ni ¢afe oznacime x,, 51 (x;), respektive v obrazku 1 symbolem o.
Nas$im cilem je nyni najit projekci libovolného méfeného bodu x>, y*, 2> na
bod na ¥iéni ¢afe, ten oznacime z2,y>, 2.

Uréime smérnice te¢ny k Fi¢ni ¢afe (tu nyni uvazujeme, Ze je popsana expli-
citné y, = B1(xp)). Derivace je

A _ Bz
Bilay) = L)

A )
T Tp

, r—zo
ﬂl(xp) = 61($p> — s

Z rovnice (13) a (14) dostdvame po tpravé

61(%?) cxt - yA
—z® + B:IL (mp) : ZUA

Bi(zp) - 2P — Bi(zy), (15)
B (zp) - Br(zp) — 2P

Soufadnice projekce zvoleného bodu na ¥i¢éni ¢aru pak najdeme fesenim této
soustavy rovnic

(75 ) ()~ (B e

Bi(xp) - Bi(xp) — xp
nebo po upravé

(ﬂi({ﬂp), —1> (xA>
By L) \y®

Nejprve urc¢ime inverzi k matici na levé strané:

—Oulep) +

(Pler) 2o~ rtan )

-1 _ 1 ) ﬁi(zp)v _ﬁi(zp)
4 ‘(ﬂi(xp»Zl( 1, (ﬂi(xp))2>

Ziskanou matici prenasobime zprava vektorem pravé strany:

-1 _ 1 . (B (xp))z “xp — Bi(xp) - Pulzp) + Bi(xp) -y —
A= a1 (ﬂil(wp Lty = Bulay) + (Bi(xp)? -y — B, )
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Po tpravé dostavame nové souradnice

<xA) _ Bilay) ~<<ﬂi<%>>2~xp+ﬂ1<xp>y*+6’3w~>. ()

yA 11— (ﬂi(xp))Q —Tp + gigi:g - ﬂi(xp) Yy

Zavér

V ¢lanku jsme upozornili na zpisob, jak modelovat regresnim modelem proudéni
feky. V této praci jsme urcovali rychlost ri¢niho toku na zédkladé méfeni v ficnim
koryté a na zakladé modelu, ktery jsme zkonstruovali. Moznost sestavit tento
regresni model vysla z predpokladu, ze rychlost v ur¢ovaném bodé€ v fi¢nim
korytu je urcena rychlosti na fi¢ni ¢are a je funkci pouze rovinnych souradnic
tohoto bodu.

Prispévek tvori pouze tivod do prezentované dlohy a bude na néj navazo-
vat rozsahla numericka studie. Déle je zvazovano pouziti dalSich metod jako je
Kriging nebo IDW.
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Abstrakt: V cldnku je ukdzdna moznost vyuZiti fuzzy skdl v psychometrii,
konkrétné v oblasti hodnoceni pracovniki. Pruni cast je vénovdna definici $kaly
a zdkladnim typim $kdl. Ddle je zaveden pojem jazykové skdly. Skdlovymi stupni
jsou hodnoty jazykoveé promeénné, tedy vyrazy prirozeného jazyka, jednotlivé skd-
lové stupné jsou modelovany pomoci fuzzy cisel. Jazykovd fuzzy skdla je kar-
dindlni skdlou. Je ukdzdano nekolik specidlnich struktur odvozengych na zdkladé
jazykovych fuzzy skdl. Dalsi cast ¢lanku je vénovdna konkrétnim skdldm vyuZi-
vanygm v hodnoceni pracovniki. Jsou wvedeny priklady skaly tridilné, ctyrdilné,
pétidilné a dvou riznych Sestidilnych skdl. Pro kaZdou uvedenou Skdlu je ddle
navrzen zpusob, jak je mozno tuto skdlu modelovat pomoct jazykovych fuzzy skdl,
ktery typ $kdly je vhodné pro modelovdni dané skdly vyuzit.

1 Skéala

Pojem skaly je jednim ze zdkladnich pojmi, kterému se v teorii méfeni prisuzuje
velky vyznam. Pod timto pojmem se nechépe jenom vysledek méreni, ale i mérici
prostfedek nebo jen stupnice néjakého méficiho pristroje.

Puvodné byla skala chapana jako méFici pristroj, resp. jeho specifickd soucast
(stupnice). Jakmile doslo k extenzi méfeni do spolecenskovédnich obort, zadaly
se mérit i takové nemetrické veli¢iny, jako napf. inteligence, pocity, postoje,
pro néz se neda zkonstruovat néjaky meérici ptistroj. Pojem skéaly tehdy nabyl
mnohostrannéjsi funkce jak z hlediska teoretického, tak i metodologického.

V nésledujicim textu bude pod pojmem skala chapana urcita posloupnost
hodnot predstavujicich stupné metrickych i nemetrickych veli¢in.

Ve formalni teorii méfenti je za Skalu povazovana uspofadand trojice (E, N, ®),
kde E je empiricky relaéni systém, N je numericky relacni systém a ® je izo-
morfni nebo homomorfni zobrazeni z E do N.

131
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1.1 Typy skal

Z hlediska metodologického je mozno rozlisovat skaly materidlni a konceptu-
alni. Uvazujeme-li néjaky méfici prostiedek, vzhledem k némuz se objektivné
srovnava a usporadava, muzeme kazdé dvojici <veli¢ina, méfici pFistroj> pfi-
Fadit dvé razné skaly: konceptudlni a materidlni. Tato diferenciace se vztahuje
predevsim na $kaly metrickych veli¢in.

1.1.1 Konceptualni skala

Konceptualni gkila je charakterizovdna uréitym uspofddanym intervalem (dle
[2] numerickych) hodnot (tzv. skdlovych hodnot), které lze teoreticky pfisuzo-
vat mérenym veli¢indm v zavislosti na jejich kvalitativnich a kvantitativnich
aspektech.

Dle [2] skalové hodnoty nemohou byt jazykovymi vyrazy, ale pouze mimo-
jazykovymi entitami (éisly) z toho divodu, aby bylo mozno uréit uspofadéni
nebo velikosti méfenych veli¢in.

Jak bude ukazano dale, jiné pojeti predstavuje moznost vyjadfeni skalovych
hodnot pomoci hodnot jazykové proménné modelovanych fuzzy ¢isly. Takova
gkala ma pak podobné vlastnosti, jako napt. jiz zminénou moznost usporadani
hodnot.

Forma konceptualni skaly je vymezena tfemi aspekty: charakterem skalovych
hodnot, poc¢atkem skaly (Skalovou nulou) a povahou distance mezi libovolnymi
dvéma bezprostfedné sousedicimi Skalovymi hodnotami v zavislosti na mérné
jednotce.

1.1.2 Materialni skala

Materialni skala je urcena uspoifddanou mnozinou znakti na méficim pristroji,
vétsinou Cislic, jejichz ¢teni umoznuje pritazovat numerické hodnoty k velikos-
tem méfenych veli¢in. Z duvodu lepsiho rozliSovani byva zvykem pouzivat po-
jem skala pouze pro konceptualni skaly a materidlni skaly oznacovat pojmem
stupnice. V dal$im textu budou uvazovany pouze skaly konceptualni.

1.2 Klasifikace skalovych typu

V zavislosti na chapani pojmu méfeni jsou rozliSovany Sirsi a uzsi klasifikacni
systémy. V Sirsich systémech jsou za skaly méfeni povazovany vsSechny skaly,
metrické a nemetrické, mezi nemetrické se fadi i ty skaly, ke kterym dospivame
pouhym ¢islicovym prifazovanim. V uzsich klasifikac¢nich systémech je respek-
tovan rozdil mezi o¢islovanim, $kdlovanim a méfenim. Skélové typy jsou t¥idény
v zavislosti na diferenciaci topologickych a metrickych podminek métfeni. Po-
kud pfislusné veli¢iny splnuji pouze podminky topologizace, a jejich skalovymi
hodnotami jsou tedy pouze ordinélni éisla, odpovidaji jim nemetrické skaly (to-
pologické), splituji-li podminky metrizace, a jejich $kdlovymi hodnotami jsou
tedy kardinélni ¢isla, koresponduji jim metrické (aditivni) skaly.
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Sirsi klasifikaéni systémy vychazeji ze Stevensova systému a najdeme je
v kazdé ucebnici psychologického skalovani. Vychazi ze tii zakladnich krité-
rii: empirické operace, matematické struktury skal a pouzitelné statistiky pri
zpracovani ziskanych numerickych adaju.

Ve skutecnosti jsou pro posouzeni jeho koncepce relevantni pouze prvni dve,
tfeti kritérium je jiz zalezitosti praktické povahy a nesouvisi bezprostfedné s kon-
strukei skalovych typi.

Kritérium empirické operace sleduje, jaké operace je mozno se Skdlovymi
hodnotami provadét, zda je lze usporadat, zda se d& v ptripadé usporadani néco
Fict o vzdalenostech mezi jednotlivymi hodnotami apod.

Druhé kritérium sleduje, jakd matematickd struktura je tvorena Skalovymi
hodnotami (grupové struktura skdlovych typt podmiiuje p¥ipustné transfor-
mace, za nichz se forma §kaly neméni).

Na zakladé téchto kritérii jsou rozliSovany nasledujici typy skal: nominalni
skéla, ordinalni skala, intervalova skala a pomérova skala.

1.2.1 Nominalni skila

~eivs o

Jedna se o nejelementarnéjsi skalovy typ, je zalozena na libovolném piifazovani
¢islic ve funkci pouhého pojmenovani, roztfidéni objektt podle urcité vlastnosti
a oznaceni prislusnosti ke stejné tridé. Zakladni empirickou operaci je operace
rovnosti. Lze stanovit pouze to, zda dva prvky patii do téze tfidy nebo nepatfi.
Matematicka struktura je vymezena permutacni grupou r = f(x), kde z a
z oznacuji libovolné éislice a f(z) vzdjemné jednoznacnou substituci. Tento
skdlovy typ zlistava invariantni vzhledem ke kazdé zméné ¢islicového pritazendi,
které zachovava identitu t¥idy.

1.2.2 Ordinalni skala

U ordinalnich skal se predpoklada prirozené usporadani objekti vzhledem k né-
jaké vlastnosti. Je vymezena dvéma empirickymi operacemi: ur¢enim rovnosti a
urc¢enim vztahu vice nebo méné. Matematicka struktura je charakterizovana izo-
tonickou (uspofadani zachovavajici) grupou r=f (z), pficemz f(x) je v tomto
pripadé jakakoli monoténné vzrustajici nebo klesajici funkce. Forma ordinalnich
gkal zustava invariantni vzhledem ke kazdé monotdénni transformaci.

1.2.3 Intervalova skala

Intervalova skala vyzaduje stanoveni mérné jednotky a arbitrarniho pocatku
(n&jaky bod zvoleny konvenéné jako nejvyhodnéjsi pocatek). Rozdil sousednich
bodt na stupnici je stale stejny, neni dtlezité, zda se vSechny body stupnice v re-
alném zivoté vyskytnou. Intervalové skdly nemaji presné definovany absolutni
nulovy bod (napf. nelze stanovit nulovou inteligenci). Intervalové $kély jsou in-
variantni vuci libovolné linearni transformaci y = ax + b, intervalova skéla je
charakterizovana obecnou linearni grupou ¢ =ar+b, a>0.
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1.2.4 Pomérova skala

U pomérové skaly je pomeér intervalii mezi libovolnymi dvéma sousednimi body
stejny jako pomér mezi kterymikoli jinymi sousednimi body. Musi mit pevny po-
catek, volba mérné jednotky je libovolna, hodnoty na skale maji pouze kladnd
znaménka. Pomérové skaly lze meénit libovolnou transformaci typu y = ax.
Struktura pomérovych kil je vyjadiena podobnostni grupou T = ax, a>0,
kde a oznacuje mérnou jednotku.

1.3 Jazykova skala

Ponékud &irsi pohled piedstavuje koncepce jazykové skily (viz [1]). Skalovymi
hodnotami jazykové skaly jsou hodnoty jazykové proménné (tedy vyrazy pfiro-
zeného jazyka), které navic spliiuji dalsi podminky (viz déle). Jednotlivé skélové
hodnoty mizeme modelovat pomoci fuzzy ¢isel. Takova jazykova fuzzy skéla je
kardindlni $kélou, s jejimi hodnotami miizeme déle pracovat (porovnévat je,
méfit jejich vzdalenosti) stejné jako u kardindlnich Skal.

Jazykovou proménnou je mozno definovat jako pétici (v, T(v), X, G, M), kde
v je jméno jazykové proménné, T'(v) mnozina jejich jazykovych hodnot, X je uni-
verzum, na némsz jsou definovana fuzzy ¢isla pfedstavujici vyznamy jazykovych
hodnot, G je syntaktické pravidlo pro generovani jazykovych hodnot a M je
sémantické pravidlo, které kazdé jazykové hodnoté prifadi jeji vyznam, ktery je
fuzzy mnoZinou na X.

Predpokladejme, Ze vyznamy hodnot jazykové proménné jsou definovany
fuzzy ¢isly na intervalu redlnych ¢isel, specidlné na nékterém uzavieném inter-

valu (A, B).

Piedpoklddejme, ze T1, ..., T, jsou fuzzy ¢isla definovand na (A, B), ocislo-
vana ve shod€ s jejich usporadanim, kterd predstavuji fuzzy rozklad intervalu
<A7 B>7 tj'

Vo e (A,B): Y Tiz)=1. (1)
i=1
Pak fekneme, ze fuzzy ¢isla 77, ..., T, tvori na intervalu (A, B) fuzzy skalu.

Dale ptedpokladejme, ze (v, T'(v), X, G, M) je jazykova proménnd, T4, ..., T,
jsou fuzzy éisla, kterd tvofi na intervalu (A, B) fuzzy $kdlu. Necht pro hodnoty
jazykové proménné T; plati T; = M(T;). Pak fekneme, Ze hodnoty jazykové
proménné T; tvori jazykovou fuzzy skalu.

Jazykové skaly splnuji dalsi vlastnosti pfrirozené ocekavané od neurcitych
jazykové definovanych §kal. Vyznamy jazykovych hodnot jsou linearné uspora-
dény, kazdy bod intervalu bud plné nélezi nékteré hodnoté jazykové skaly, nebo
je jeho nalezeni rozdéleno mezi dvé po sobé jdouci hodnoty jazykové skaly (tam,
kde kon¢i jadro jednoho fuzzy ¢isla zac¢ina nosic¢ fuzzy Cisla nasledujiciho a tam,
kde zac¢ing jadro tohoto fuzzy ¢isla, konéi nosi¢ fuzzy ¢isla predchazejiciho), a
konecné vyznamy jazykovych hodnot jsou modelovany fuzzy ¢isly se spojitou
funkci prislusnosti.
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Pro modelovani jazykovych hodnot jsou vhodnd linearni nebo kvadratické
fuzzy cisla zadana ¢tveficemi bodu.

V praxi jsou vétSinou pouzivany rovnomérné jazykové Skaly, kdy velikosti
jader a nosic¢i vSech fuzzy cisel predstavujicich vyznamy jazykovych hodnot
dané jazykové proménné jsou stejné (kromé nosi¢i krajnich fuzzy éisel). Neni
to vsak jedind moznost, jak bude ukézano dale.

Jazykové hodnoty jsou definovany expertné, coz vychazi z moznosti pfiro-
zeného jazyka, podobné jako jejich vyznamy. Pocet skalovych hodnot zavisi na
podrobnosti znalosti o hodnotach dané proménné. Nedochézi zde ke vzniku ta-
kovych neprirozenych slozenin, které se v prirozeném jazyce nepouzivaji, nebo
jejichz vyznamy nekoresponduji s vyznamy v prirozeném jazyce.

2 Specialni fuzzy skaly a struktury na jejich za-
kladé&

Jsou odvozeny ze zakladni jazykové 8kély (viz vyse) p¥i dodrzeni zakladnich pra-
videl: a) mnozina elementarnich termt tvoii jazykovou $kélu; b) odvozené termy
musi predstavovat jazykové hodnoty, které jsou obvyklé a maji jasné vymezeny
vyznam; c) odvozené termy jsou zavadény systematicky na celé zdkladni skéle;
d) pro modelovani vyznami odvozenych termil jsou pouzivana pravidla, ktera
jsou zvolena jednotné pro cely model.

2.1 Rozvinuta jazykova skala

Rozvinuta jazykova skala vychazi ze zakladni skaly, kromé mnoziny ziklad-
nich termt obsahuje dale termy ,T; az T;“ pfedstavujici sjednoceni sousednich
fuzzy cisel definované pomoci Lukasiewiczovy disjunkce; maximélni neurcitost
(tj. kazda hodnota intervalu (A, B) je stejné moznd) je pfitom vyjadiena po-
jmem ,neurceno® (je mozno vyuzit naptiklad pro modelovani chybéjicich dat).
Pak plati mnozZina fuzzy ¢isel modelujicich vyznamy jazykovych hodnot roz-
vinuté jazykové skaly tvori vzhledem k relaci usporadani fuzzy ¢isel uplny svaz.
Mnozina fuzzy c¢isel modelujicich vyznamy jazykovych hodnot rozvinuté jazy-
kové skaly tvofi vzhledem k relaci inkluze fuzzy mnozin aplny horni polosvaz.

Obrazek 36: Rozvinuta jazykova skala
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Obrazek 37: Obohacena jazykova skala

2.2 Obohacena jazykova skala

Obohacena jazykova skala vychazi rovnéz ze zakladni skaly, kromé mnoziny
zékladnich termu obsahuje dale termy ,urcité T;“, ,viceméné T;“, operator
LurGité“ znaci snizeni neurcitosti, operator ,,viceméné“ zvyseni neurcitosti. Po-
sloupnosti fuzzy ¢isel predstavujicich vyznamy termi odvozenych stfidavou apli-
kaci jazykovych operatoru ,urcité* a ,viceméné“ tvori fuzzy skaly na intervalu
(A, B), tj. ve stejné mife, v jaké dand redlnd hodnota pfestava ,urcité“ odpovi-
dat dané jazykové hodnoté skaly, zacina ,viceméné“ korespondovat s hodnotou

sousedni.

2.3 Skéala s mezihodnotami

Myslenka skaly s mezihodnotami vychazi z ¢asto se opakujici situace, kdy se
proband zdraha zvolit nékterou z variant a kloni se spiSe k moZnosti ,néco
mezi“, krajnim hodnotdm odpovidaji termy , jesté méné nez 11, ,jesté vice
nez T,“. Tato skédla obsahuje kromé zakladnich termt termy ,mezi T; a T;41%,
,,jesté méné nez 11, , jesté vice nez T,,“.

Obrazek 38: Skala s mezihodnotami

Postup konstrukce ,,mezihodnot* by mohl byt nasledujici: vychazet mtzeme
bud ze $kaly rovhomérné nebo nerovnomérné, u nerovnhomérné skaly predpo-
klddame, Ze jeji hodnoty maji obecné rtizné velké zény neurcitosti a velikosti
jejich jader se taky miizou ménit (v tomto pfipadé zmensuji smérem ke krajnim
hodnotdm). Pokud vychdzime z nerovnomérné skily, méla by byt nerovnomér-
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Obrazek 39: Skala s mezihodnotami vychazejici z nerovnomérné skaly

nost zachovana i v pripadé mezihodnot. Velikosti jader mezihodnot by mély
mit velikost priméru velikosti jader, mezi nimiz jsou umistény (tj. v pfipadé
rovnomérné $kily stejné velké jadro jako hodnoty zakladni skaly), levd (prava)
z6na neurcitosti by méla mit velikost priiméru levych (pravych) zén neuréitosti
hodnot zdkladni $kdly, mezi nimiz je mezihodnota umisténa (u rovnomérnych i
nerovnomeérnych §kal). jaddra mezihodnot by byla umisténa tak, aby stfed jadra
mezihodnoty byl umistén uprostfed mezi stfedy jader hodnot zakladni skaly,
mezi nimiz je mezihodnota umisténa.

2.4 Nerovnomérna skala

Varianta 1. Koncepce vychazi z predpokladu, ze lidé maji sklony volit ,,zlatou
stfedni cestu“ a vyhybaji se extrémnim hodnotam. Pokud tedy proband zvoli
krajni hodnotu, predpoklada se, Ze si je svou volbou vice jisty nez proband, ktery
voli stfedovou hodnotu, a tato hodnota ma tedy vétsi vypovidaci hodnotu, nez
hodnota stiedova. Nejmensi neurcitost tedy maji krajni hodnoty, s pfiblizovanim
se ke stfedové hodnoté neurcitost roste a u stfedové hodnoty je maximélni. Tato
varianta bude pfipadat v tvahu v psychologickych aplikacich, tj. v pripadech,
kde se pfi volbé skalové hodnoty projevuje subjektivni vnimani probanda.

T % 8 %

pE A3

Obrazek 40: Nerovnomérnd jazykova skala - varianta 1
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Obrazek 41: Nerovnomérna jazykova skala - varianta 2

Varianta 2. Opadény pfistup je zpracovan v [5] (na piikladu vynosu akcii), zde
je naopak za nejméné neurcitou povazovana stfedova hodnota skaly a smérem
ke krajnim hodnotam neurcitost vzrista. Tato varianta bude pripadat v ivahu
v takovych aplikacich, kde je nahusténi kolem stfedovych hodnot dano objek-
tivnimi pozadavky na hodnoceni, tj. je zadouci vétsi diferenciace kolem nejprav-
dépodobnéjsich hodnot.

Kromé vyse uvedenych specialnich skal je mozno uvazovat i o jinych moz-
nostech, napi. vychazet z nerovnomeérné jazykové skaly a ke konstrukci odvoze-
nych termi pouzit myslenky obohacené jazykové skaly. Tim dosdhneme toho, ze
budou brany v tvahu dva typy neurcitosti: jednak neurcitost, kterou proband
védome zvysuje ¢i zmensuje pouzitim odvozenych termi ,,urcité T;“ a ,,viceméné
T;*, jednak neurcitost spontanni, ktera plyne automaticky z tendence vyhybat
se krajnim hodnotam a volit spise hodnoty stfedové.

Typ jazykové skaly, kterou je vhodné v daném modelu pouzit, zcela zavisi na
povaze modelu. To je zfejmé napf. na vySe uvedeném prikladu nerovnomérnych
gkal, kdy v hodnocenich vysledkti psychodiagnostickych testii se lze priklonit
spiSe k prvni varianté (nejvétsi neuréitost ma stfedovd hodnota, krajni hod-
noty maji vétsi vypovidaci schopnost), zatimco pfi modelovani ekonomickych
ukazatelti (objektivni ukazatele, nezdvislé na vili hodnotitele) je podrobnéji
diferencovana oblast stfedovych hodnot a krajni hodnoty maji naopak velkou
neurcitost. Z tohoto divodu by volba typu skaly a jeji vlastni konstrukce méla
byt v rukou experta pro danou oblast.

3 Pouziti fuzzy skal v psychometrii

3.1 Skaly v psychologickém hodnoceni

Psychologické procesy jsou velmi slozité a poznéani jejich zakonitosti s sebou
nese fadu problémt. Vétsinu psychologickych vlastnosti a procesti nelze mérit
klasickym fyzikalnim zptsobem. Je tézké mérit naptiklad odolnost vidi stresu,
intenzitu strachu a podobné jevy. Proto se zacaly postupem casu vytvaret nové
metody méreni, které vhodnéjsim zpusobem zpracovavaly ty druhy dat, které
ma psychologie k dispozici. Tyto kvantifika¢ni metody prochazeji v poslednich
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letech prudkym rozvojem. Jejich vyhodou je rozmanitost co do slozitosti i roz-
sahu aplikovatelnosti. Jednou z forem kvantifikace psychologickych jevu je psy-
chologické skalovani.

Data ziskana z psychologickych vyzkumi jsou vétsinou spise povahy nomi-
nalni nebo ordinélni, snahou bylo priblizit ziskand data kvantitativnim stupni-
cim. Z tohoto diéivodu se postupem casu vyvinulo velké mnozstvi Skalovacich
technik (podrobné v [3]).

Pro ilustraci je dale uvedeno nékolik prikladd konkrétnich skal pouzivanych
v psychologickém hodnoceni. Podkladem pro zpracovani byla predevsim pub-
likace [4], kterd je vénovana metoddm hodnoceni zaméstnanci. Divodem je
skutecnost, ze se jedna o publikaci novou a metody hodnoceni, které jsou zde
popsény, se skute¢né v praxi ve velkych firmach pouzivaji.

Tiidilna skala obsahuje hodnoty podprimér, primér a nadpriamér. Praxe
ukazuje, ze nejvyssi hodnotu ziska v priméru 20 procent a nejnizsi hodnotu 10
procent hodnocenych.

Ctyidilna skala nemé stiedovou hodnotu, resp. mé stiedové hodnoty dvé
(lepsi a horsi st¥ed). Prostfednim dvéma hodnotdm v praxi odpovida 65 az 75

procent, nejvyssi hodnoté 15 az 25 procent, nejnizsi hodnoté 10 procent. Tato
skala tedy v podstaté poskytuje vétsi diferenciaci ve stfedové oblasti.

Pétidilna skala je ddna bodovymi hodnotami 0-4 (resp. 1-5). Témto hodno-
tam je pfifazen slovni popis, ktery dané hodnoty charakterizuje. Pfestoze tato
skala méa stfedovou hodnotu, podle slovniho popisu tato stfedova hodnota re-
prezentuje spise kvalitu mirné pod stfedem. Skala ma nésledujici hodnoty: 0
nedostatecna, ohrozujici troven; 1 podprumeérné, limitujici roven, 2 postacu-
jici, minimalni troven, 3 optimalni troven, 4 excelentni troverl, idealni stav.

Sestidilna Skala V publikaci vénované hodnoceni pracovniki jsou pfedsta-
veny dvé odlisné Sestidilné skaly: jednak skéla, z niz je patrné velka snaha vy-
hnout se stfedovym hodnotam a nejvétsi rozestup je pravé mezi 3. a 4. stupném.
Tato skala méa jednotlivé skalové stupné charakterizovany nasledovné: 1 miziva
aroven, 2 nizka troverl, 3 spiSe nizka tGroven, 4 spise vysoka uroven, 5 vysoka
aroven, 6 velmi vysoké trovenl. Déle je predstavena skala, ma stfedovou hod-
notu, ktera je, podobné jako u pétidilné skaly, posunuta mirné doli. Jednotlivé
stupné jsou charakterizovany nasledovné: E excelentni kvalita, G velmi dobra
kvalita, A+ lepsi primér, A primér, A- podprimér, P nizkéd kvalita.

Desetidilna skala poskytuje dostatek stuptia diferenciace a umoziuje snad-
néjsi prizptisobeni normalnimu rozdéleni, je vsak pravdépodobné, ze kazdy bude
pfisuzovat jednotlivim stupntim jiny obsah. Je proto nutny slovni komentar.
Neni vSak realistické mit dostatecné diferencujici slovni pojmenovani pro vsechny
stupné.
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Je rozlisovano nékolik typt §kal, neverbalni, verbalni a kombinované. Mezi
neverbalni skaly patii skaly grafické a numerické. Tyto Skély jsou jednoduché,
nejcastéji pouzivané, ¢asové nenarocné. Hodnoceny jsou jimi jednotlivé atributy
prace (rysy zaméstnance), pro kazdou polozku hodnotitel ,jozndmkuje* zamést-
nance. Zatimco na grafické stupnici se hodnotitel rozhoduje o tom, co jednotliva
hodnoceni znamenaji, u verbalni stupnice je kazdy stupen pojmenovan. U kom-
binovanych skal jsou uplatiiovany grafické, numerické i verbalni vyjadfeni ke
kazdé charakteristice.

K celkovému hodnoceni podle vétsitho poctu kritérii jsou pouzivany rtzné
jednoduché metody, napr. grafickd hodnotici stupnice, kterd v podstaté neni
zéddnou agregaci, ale pouze grafickym vyjadienim hodnoceni podle jednotlivych
kritérii (hodnoceni podle jednotlivych kritérii je vyjadieno graficky body a jejich
spojenim vznikne profil hodnoceného probanda). V uvedené publikaci zabyvajici
se hodnocenim pracovnikl jind metoda neni uvedena, pouze je konstatovano,
ze celkové hodnoceni lze jen tézko ziskat sec¢tenim nebo zprimeérnovanim po-
fadi podle jednotlivych kritérii. SpiSe je naznacena moznost pouziti vice metod
hodnoceni (rtizné kontrolni metody) a srovnani vysledk.

3.2 Fuzzy skaly psychometrii

V psychometrii se setkdvame predevsim skalami ordindlnimi, coz souvisi s tim,
v jaké formé pozadujeme odpovéd na dané otézky. Ziskana data ve vétSiné pii-
padii nelze presné méftit (fyzikalnimi piistroji). Jak vstupni hodnoty, tak i vztahy
mezi veli¢inami maji do jisté miry neuréity charakter. A pravé teorie fuzzy mno-
zin je matematicky aparat, ktery s takovou neurcitosti pracuje.

K modelovani vstupnich dat, tedy hodnoceni varianty podle daného kritéria
(hodnoceni uré¢itého znaku ¢i vlastnosti u daného probanda) je mozno pouzit
misto bézné uzivanych skal jazykové fuzzy skaly. Vyhodou je jednak moznost
zadavat hodnoceni dané vlastnosti jazykové pomoci bézné uzivanych vyrazi,
coz je pro vétsinu hodnotiteltl pfirozenéjsi a srozumitelnéjsi. Dalsi vyhodou je
moznost adekvatniho zpracovani ziskanych dat. Metody, pomoci nichz agregu-
jeme diléi hodnoceni v hodnoceni celkové, s neurcitosti vstupnich dat pracuji,
je tedy vhodnéjsi zadavat neurcita data neurcité, tedy pomoci fuzzy skél, nez
prostfednictvim béznych §kal, kdy vstupni data svou neurcitost ztraci.

Jak je vidét z vyse uvedenych priklada skal pouzivanych v psychometrii, vy-
skytuji se skaly rtiznych typt. Nékteré jsou rovnomérné, nékteré nerovnomeérné,
nékteré maji stredovou hodnotu, u nékterych je zrejma snaha se stfedové hod-
noté vyhnout nebo ji posunout smérem s vyssim nebo nizsim hodnotam.

Z téchto duvodi je tieba ke kazdé tvorbé skaly pristupovat jednotliveé, se zie-
telem k tomu, jakou charakteristiku hodnotime a jaka data od hodnoceni poza-
dujeme. K tomu by mélo byt vyuzivano znalosti expertii z daného oboru, pokud
mozno vétsiho poctu, aby se eliminovaly rozdily v chapani pojmt oznacujicich
jednotlivé skalové hodnoty u jednotlivych expertli. Samoziejmym predpokladem
je, ze hodnoty jazykovych §kal musi byt modelovany v souladu s vyznamem po-
uzivanych jazykovych hodnot v pfirozeném jazyce.
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T¥idilna skala Pokud vyjdeme z priklada §kdl uvedenych v predchézejici pod-
kapitole, za nejjednodussi skalu je mozno povazovat skalu se tfemi hodnotami.
Jedna se o skalu rovnomeérnou, se stfedovou hodnotou, kterd i vyznamem od-
povida stfedu. Tuto skalu by bylo mozno v hodnoceni modelovat zakladni rov-
nomeérnou fuzzy skalou.

Ctyidilna skala Tato skala v podstaté kopiruje skalu tiidilnou, s tim rozdi-
lem, ze stiedova hodnota je rozdé€lena na dvé casti, takze umozinuje zjemnéni
ve stfedové oblasti. Hodnota vyjadfujici skute¢ny stfed chybi. Jak bylo uvedeno
vyse, v praxi se ukazuje podobné rozlozeni, jako u skaly tfidilné. Nejhorsi hod-
noté odpovida asi 10 procent a nejlepsi asi 20 procent hodnoceni. Prostfednim
dvéma hodnotam ¢tytdilné skaly odpovida priblizné stejny pocet hodnoceni jako
prostiedni hodnoté skaly t¥idilné.

Pokud bychom tuto ¢tyfdilnou skalu modelovali pomoci rovnomeérné skaly
se C¢tyfmi hodnotami, doslo by pravdépodobné k posunu vyznamu skalovych
hodnot smérem ke krajnim hodnotdm. Aby k tomuto jevu nedoSlo, bylo by
vhodnéjsi pouzit v tomto pripadé fuzzy Skilu nerovnomérnou, kde prostiedni
dvé hodnoty budou mit mensi neurcitost, nez hodnoty krajni, a jejich vzdalenost
bude mensi.

Pétidilna skala Uvedena pétidilnd skila nemé vyznamové stiedovou hod-
notu, prostredni skalovy stupen odpovida spise vyznamu mirné pod stiedem.

Hodnota, kterd by odpovidala stfedu, by byla nékde mezi druhym a tfetim
skalovym stupném. Ze slovnich popist jednotlivych stupni je zfejmé, ze vzdale-
nost mezi druhym a tfetim stupném je vétsi, nez mezi ostatnimi stupni, skala je
vice diferencujici v nizkych hodnotich a méné ve vysSich. Nicméné v komentari
k této skale je uvedeno, ze rozlozeni viceméné odpovida Gaussovu rozdéleni.

U této skaly by bylo vhodné provést analjzu, zda by z hlediska hodnoceni
nebyla vhodna vétsi diferenciace mezi druhym a tfetim skalovym stupném. Mezi
postacujici minimélni a optimalni irovni je z psychologického hlediska dost velky
rozestup a dé se predpokladat, ze v mnoha ptipadech nebude pro hodnotitele
snadné se pro jeden z téchto stupnti rozhodnout.

Pokud bychom chtéli zachovat stavajicich pét skalovych stupnt, aby nedoslo
k posunu vyznami, bylo by mozno skalu modelovat pomoci rovnomérné fuzzy
skaly. Velky rozestup mezi druhym a tfetim skalovym stupném by bylo mozno
prekonat doplnénim ,mezihodnot®.

Sestidilna $kala U prvni zminéné Sestidilné skaly je patrna snaha vyhnout se
stfedové hodnoté, tomu odpovida i velky rozestup mezi tfetim a ¢tvrtym stup-
ném. Pokud bychom pouzili fuzzy skalu s ,,mezihodnotami“, je pravdépodobné,
Ze bychom popieli zdmér hodnoceni (rozdélit hodnoty na ,lepsi nez stied“ a
»horsi nez stied“). Vzhledem k tomu, ze vzdalenost mezi tfetim a étvrtym stup-
ném je vétsi, nez mezi ostatnimi sousednimi stupni, byla by spise vhodnéjsi fuzzy
skala nerovnomeérna.
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Pokud bychom chtéli hodnotiteli umoznit vétsi diferenciaci mezi tfetim a
Ctvrtym skalovym stupném, a pritom se vyhnout stfedové hodnoté, bylo by
mozno doplnit stupné dva, ,lepsi stfed“ a ,horsi stted“. V takovém pripadé by
ale bylo nutno posoudit rovnomérnost $kaly zejména v oblasti nové pridanych
stupn.

Poslednim uvedenym ptikladem je skala Sestidilna, kterd mé stfedovou hod-
notu posunutou smérem k horsim hodnotdm. Ptesto se lze podle slovniho po-
pisu domnivat, ze vyznamovy rozestup mezi jednotlivymi stupni je priblizné
stejny, posunuti stfedové hodnoty je zptisobeno spise privaci stupné vyjadiuji-
ciho ,velmi nizkou kvalitu®.

Skalu by bylo mozno modelovat pomoci rovnomérné skaly, s doplnénim po-
sledniho skalového stupné. V tomto pfipadé by bylo mozno vyuzit moznosti
vétSiny zminénych specialnich skal.

Pokud bychom chtéli zachovat stavajici pocet stupnd, bylo by vhodné po-
sledni stupeti ,rozsifit“, ¢imz by byla porusena rovnomérnost. Skalu by nebylo
mozno zatfadit ani mezi vySe uvedené typy nerovnomérnych $kal, nerovnomér-
nost by byla pouze jednostranna.

Jak je vidét z vysSe uvedenych priklada konkrétnich skal, pri tvorbé modela
je nutno ke kazdému hodnocenému znaku pfistupovat individualné a skalu kon-
struovat podle pozadavku a cile hodnoceni. Zcela nutnou podminkou je spolu-
prace expertl z dané oblasti. Jazykové hodnoty jednotlivych skdlovych stupnt
musi byt jednoznacné a musi odpovidat skuteénému vyznamu v pfirozeném
jazyce. Vzdalenosti mezi jednotlivymi stupni modelu musi odpovidat vzdale-
nostem jejich vyznamu v pfirozeném jazyce. Vytvorena jazykova fuzzy skala by
pak méla byt ovéfena na konkrétnich datech.

Vyse uvedené priklady skal s nastinem moznosti jejich modelovani pomoci
jazykovych fuzzy skl byly jen néstinem mozného postupu a inspiraci pro dalsi
podrobnou analyzu.
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